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Este sistema consiste en sefalar un
punto que es el origen de las coordenadas y a
partir de él se sefala un segmento de recta
horizontal denominado linea inicial o eje polar,
en el cual se marca la escala que se desee,
para medir distancias. Una vez hecho esto, para
indicar la posicion de un punto cualquiera del
plano, trazamos la recta desde el punto en
cuestién hasta el origen del sistema y se mide
el dngulo porel eje polar ylarecta. La medida
del angulo y de la distancia del punto al
origen son las coordenadas polares del
punto.

Lo especificado lo representamos en la
figura adjunta.

1. Coordenadas polares de un punto

Consideremos sobre un plano, un rayo
(0x) con origen en el punto 0. Llamaremos eje
polar al rayo; polo al punto 0, El eje polar se
representara por 0x.

Sea M un punto arbitrario del plano, como
se observa en la figura adjunta. La longitud del
segmento OM, se llamara longitud del radio
polar del punto M y se representara por r. El
angulo que deba rotarse el eje polar, en el
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GEOMETRIA ANALITICA

sentido opuesto alas manecillas del reloj, para hacerlo coincidir con el radio polar, OM se llamara
angulo polar del punto M y se representara por 6. Si el punto M coincide con el polo, r=0y el
angulo 6 no tendra un valor determinado.

El par de numeros r y 0 reciben el
nombre de coordenadas polares del
punto M. Lo denotamos como:

M(r,0)
El radio vector es positivo.

=3I d¥ek|. Construirlos puntos cuyas _
coordenadas polares son: 0

Abs, 2" H gHs,-™ Hy cH2, ™™ | ¥
O' 20 0 40 0O 40

o)

SOLUCION

Por lo expuesto, los datos los Ha
llevamos a la figura adjunta.

1=N]3\"|;Ne}]. Determinarlas

de las vértices de . :
un hexagono regular A, B, C,
D, E, y F, tomando como
polo al punto 0, centro del
hexagono y como eje polar 1
al rayo OC, segun la figura. %

SOLUCION J

Tomando OC =1

C(1,0), D(1,13), E(1,213), F(1,T¢
MB (1,513

, A(1,4173

2. Coordenadas polares generalizadas

En la situacion de ciertos problemas es conveniente considerar sobre una recta que pasa
por el polo, dos puntos My N que se encuentran en diferentes semi-rectas con relacion al punto 0.
Como se observa en la figura siguiente:

En este caso se toma por angulo polar de los puntos My N el mismo angulo, yr, para el
punto M, se considerara positivo y para el punto N sera negativo.

Las coordenadas 0 y r < 0 se llaman coordenadas polares generalizadas del punto N.
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EJEMPLO 3k Determinar las
coordenadas polares [ .
de los puntos que se
indican en la figura

adjunta:
SOLUCION , .
X

Como el radio vector r es

positivo cuando se mide sobre

el lado terminal del angulo y .

negativo cuando se mide sobre g

la prolongacion de este,

tendremos que:

. TN

De acuerdo a la figura, para los

puntos M, N, P y Q pueden

tomarse como coordenadas polares.

m m m m
MH3;7 H; NH'4;7 H; PH4;7 Hy QH'Z,i H
O 2 0 0O 4 0 0O 40 U 4 [

2.1. Relacién entre coordenadas rectangulares de un punto

Para transformar las coordenadas
de un punto de un sistema de
coordenadas rectangulares a un sistema Flnd)
de coordenadas polares o viceversa, Pix.¥]
hacemos coincidir los origenes de los dos
sistemas y el eje polar con el eje positivo
de las abscisas o de las x, como se ve en
la figura adjunta en la cual consideramos
un punto P, cualquiera.

Las coordenadas en ambos
sistemas del punto P son:

]
P X, P r, -
(. )Y P (1, 0) - S

3. Cambio de sistema de coordenadas cartesianas a polares y viceversa.

Para la solucién de ciertos problemas es necesario saber como pasar de un sistema de
coordenadas a otro. Por ello deduciremos las relaciones necesarias.

De la figura anterior, se tiene el triangulo rectangulo 0PD y de acuerdo a la definicion de las
funciones trigonométricas, obtenemos:

sen(p-% I YA g=T-1 ¢ 1, RSP P PP PP PP PO PP PPPPPPPPPPPPPPR (1)
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cosq>=§ L X S COS (P e (2)

Que son las ecuaciones de cambio, para cambiar las coordenadas de un punto o de una
ecuacion cartesiana en polar y viceversa.

Ahora, de acuerdo al teorema de Pitagoras segun la misma figura nos queda:

P+ Y? 0 P2 dB Y7 e (3)

Las expresiones anteriores (1), (2) y (3) son validas para todos los puntos del plano, es
decir, podemos convertir con facilidad las ecuaciones rectangulares de las curvas en el plano a su
forma polar o viceversa.

1. Dadas las coordenadas cartesianas del puntoP (1, -3 ), determinarlas coordenadas
polares del mismo.

SOLUCION

Sesabequer=-/ x?+y z sustituyendo las coordenadas conocidas del punto tenemos:

r=f+(-3f =/1+3 =/a =20r=2

Por otra parte se tiene que:

<15=angsenE-J§E=3000=5?:T O ¢=H

Por lo que las coordenadas polares de P son:

pH2, °™ H
O 3 0O
2, Dada la ecuacion polar r(3-2cos 8)=2. Obtener la ecuacion cartesiana de la curva.

SOLUCION

De la ecuacion dada se tiene:

3r-2rcos6=2

Aplicando las ecuaciones de cambio: x=rcos8 yr=-/ x2+ y2 .
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Sustituyendo queda:
3./ x2+y? -2 x=2
3. x2+y? =2 x+2
Elevando al cuadrado ambos miembros y desarrollando:
Ox2+9y°=4y2+8x+4
Simplificando y ordenando:
5x2+9y°-8x-4=0
La ecuacion representa a una elipse.
3. Obtener la ecuaciéon polar de la curva cuya ecuacion es: 3x+4y+1=0.
SOLUCION
Se sabe que x=rcos® , y=rsen®
Sustituyendo en la ecuacién dada:

3(r cos 8)+4(r sen 6)=-1
3rcos 6+4rsen 6=-1
r (3cos 8+4sen 0)=-1

Despejando a r:

-1
r=
3 cos6+4 senb

4, Obtener la ecuacion rectangular de la curva cuya ecuacion es: r =T.
cos 6 +

SOLUCION
Rearreglando la ecuacion dada:

r(cos 6+1)=4
rcos 6+r=4

Pero:
X=rcos 6
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Sustituyendo:

Elevando al cuadrado y simplificando:
x2+y?=(4-x)?=16-8x+x?
Despejando:

y’=16-8x=8 (2-X)

Por tanto:

y =8 (2-x)

La ecuacion representa a la curva de una parabola.

Obtener la ecuacion cartesiana de la linea: r(5 cos 6+3sen 0)=6.

SOLUCION
Haciendo las operaciones:
5r cos0+3rsenb6=6
Haciendo el cambio sabiendo que:
X=rcos@ vy y=rsend
Sustituyendo queda:
5x+3y=6

La ecuacion representa a una linea recta.

Obtener la ecuacion polar de la parabola, cuya ecuacion es: y2 =2pX

SOLUCION

En la ecuaciéon dada sustituimos las ecuaciones:

X=rcos 0
=rsen®f
Por lo que:

r’sen?0=2prcosB
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GEOMETRIA ANALITICA
Simplificando:

rsen26=2pcosO

Despejando:
_ cosf _ 1 cosB
r=2p S~ =2p
sen-0 senBb senB
Pero:
s 0
=cscH vy =cot B
senB senB
Sustituyendo queda:
r=2pcscOcot9
7. Determinar la nueva ecuacion polar de la curva r 2 cos 8 sen 8 =8 , referida al mismo polo,

pero cuando el eje polar gira un angulo de 45°.
SOLUCION

Previamente, tenemos que pasar al sistema cartesiano la ecuacion dada para poder hacer
el giro.

La ecuacion dada puede expresarse como:

rcos@ rsen6=38
Sustituyendo: x=rcos® y y=rsen® :

La ecuacién dada tiene la forma:

bG8V TS (1)

Las ecuaciones de giro en este caso son, sabiendo que:

1 o 1
cos 45° =
A 2 y A 2

2
Xl+y'
J2

sen 45° =

x
<

x=Xx' cos45°-y' sen45°=

y=Xx' sen45°+y' cos45°=
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Sustituyendo en (1) queda:

X -y X' +y
8
SRl

Haciendo operaciones:

x *-y *=16

Esta es la ecuacién transformada, pero en sistema cartesiano; habra que regresar
nuevamente a polares para obtener la solucién definitiva. Al aplicar las correspondientes
ecuaciones de cambio, resulta:

rr2cos’0 -r' “sen’6'=16
2 2 2\ —
rr “(cos“0-sen“}=16

Pero se sabe que: cos?0'- sen?8'=cos28' . Por tanto:

r' 2cos 2 6'=16
r'2=16#,=16sec 20
cos 2 6

1
Sabiendo que:——=sec 26
cos26

Extrayendo raiz cuadrada a ambos miembros se tiene:
r=+4-/ sec260

Que es la nueva ecuacioén polar.

4. Trazado de una curva dada su - a0

ecuacion polar. -

Para localizar puntos o para 150" -
bosquejar las graficas, se hace en papel
coordenado polar, que se construye de la
siguiente forma:

180" ' 0

A partir de un punto que es el polo,
se trazan circulos  concéntricos
igualmente espaciados. Los puntos
situados sobre el lado terminal del angulo
corresponden a valores positivos de las
distancias y los puntos situados sobre la -
prolongacién del lado terminal del angulo o
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seran para los valores negativos de las distancias, como se muestra en la figura anterior.
Para graficar una ecuaciéon polar, procedemos igualmente que con las ecuaciones
cartesianas, dando valores al angulo 8 entre 0° y 360°, haciendo uso de preferencia del papel
coordenado polar.
== |JMeRI| Trazar la curva cuya ecuacion polar es: r=8cos 0 .
SOLUCION

Se hacen las operaciones para cada valor de 0 segun la ecuacién. Para obtener las
correspondientes a r, obteniéndose la siguiente tabla de tabulacion

_ La figura siguiente muestra los resultados graficos obtenidos.

0°=0° 8 120 = B0
/6 = 30° 4./3=6.9
180" s
/3 = 60° 4
/2 = 90° 0
211/3 = 120° 4 184° T
5m6=150° | .4./3=-6.9 . "
m=180° -8 ad s
244" 304

5

=N]="| Mol Trazar la curva llamada cardiode, cuya ecuacion polar es: r=a(1+cos8).

SOLUCION
Para la efectuar las operaciones haremos a = 4.
Procediendo en forma ordenada, asignando los valores al angulo 8, partiendo de 0° y
aumentando de 30° en 30°. Efectuando las operaciones indicadas por la ecuacién dada

para cada uno de los valores del angulo.

De esta manera se tiene la siguiente tabla de tabulacion.
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La siguiente figura muestra los resultados graficos

o [

160"

Al

0° a(1+1)=4(2)=8
/6 = 30° aEHf %4(1.86)=7
1 3
/3 = 60° aH1+— H=4H— H=s
O 20 020
m/2 = 90° a(1+0)=4(1)=4
2mi3=120° | of 1 HeaH e
O 20 020
51/6 = 150° aELf %4(0.13):0.5
™ =180° a(1-1)=4(0)=0
3mw/2 =270° a(1+0)=4(1)=4
21 = 360° a(1+1)=4(2)=8

B0

J 0"

=SVIdNel!. Un segmento de longitud constante a se desplaza con sus extremos sobre los lados
de este angulo se traza la perpendicular del
segmento dado. Encontrar el lugar geométrico de las bases de estas

Segun

de un angulo recto. Del

perpendiculares.

SOLUCION

el enunciado

tenemos la figura adjunta:

La ecuacion del lugar
geométrico dado puede
establecerse faciimente en
un sistema de coordenadas
polares como se puede ver
en la figura adjunta.

Sea la longitud, AB=2a y
M en un punto cualquiera
del lugar geomeétrico.

Del triangulo OMA se tiene:

r =0A cos 0 (1)

AUTOR: PROFESOR JESUS INFANTE MURILLO
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GEOMETRIA ANALITICA
Del triangulo 0AB se tiene:
OA=ABsen6=2asenb

Por lo tanto, sustituyendo en

(1): y

r=2asenBcosb ;
Luego: 3
- P =
(1] X
r=asen20

Estudiando la dependencia
de r con respecto a 0 puede
afirmarse que la curva
buscada tiene la forma que se
muestra en la figura adjunta.

Esta curva se llama [{oEERe [EXAV oMo [EI 1[0

5. Ecuacion de las curvas de segundo grado en coordenadas polares

Hemos visto que la elipse, la
hipérbola y la parébola tienen una

=

propiedad comun. Son el lugar Sl
geomeétrico de los puntos para los

cuales larelacion entre su distancia a o Pardbola
un punto F (foco) y su distancia a .

una recta dada (directriz) es igual a 1, - M

la excentricidad de la curva como se : L Elipse

ve en la figura adjunta:

Dicha propiedad comun
permite deducir, para las tres curvas
una ecuacion general en el sistema
de coordenadas polares.

Segun la figura: o
FM _ <1 ELIPSE

M1 N4

FM: _o-1 PARABOLA

M2 N2

FM: _o51 HIPERBOLA

Ms N3

Considerando, segun la figura anterior, que F es el foco de la izquierda de la elipse, o el
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foco de la parabola, o el foco de la rama derecha de la hipérbola.

Ahora tomando el foco F
como el polo de un sistema polar de . : W1
coordenadas, y sea N el punto de
interseccion de la directriz con la N; | My

recta FN que pasa por el punto F y r
es perpendicular a la directriz,
como se ve en la figura adjunta: o

=y

En la figura tenemos, como N eF
eje polar el rayo FX y su

prolongacion FN. Sea M, el punto de
interseccion de la perpendicular al
eje polar en el punto F con la curva.

Representemos al segmento
FMmo porP.

Es decir:F My =P, al que llamaremos parametro focal.

Sea M(®, r) un punto cualquiera de la curva. De acuerdo a la propiedad tenemos:

M —
MN'
FMo _
Mo No

-n

De la segunda igualdad tenemos, si sustituimos:

Mo =P

P
=e 0 MoN, =
Mo No

n

o

® | T

Se observa en la figura que:

MN =N Z+2Z

Pero:N' Z =Mo No

Por lo que:

MN=M”%+ZM=E+ZM ...................................................................................

e

En el triangulo rectangulo:

ZM S
cosb=—— 0 ZM =rcosf
r
11. COORDENADAS POLARES
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GEOMETRIA ANALITICA

Sustituyendo este valor en (3).

MN’=E+rcosG
e

Sustituyendo los valores de FM y MN' en la primera igualdad (1) tenemos:

r
=e
E+rcose

e

Despejando ar:

r=eHE+rcose B=P+ercose
Oe O

r(1-e cos6 )=P

De donde:
Fm ettt !
1-ecos B
1. Si la ecuacién define una elipse. Mediante ella se obtienen todos los puntos de la
elipse haciendo variar 8 de 0 a 2.
2. Si la ecuacioén nos define una parabola, haciendo variar 8 de 0 a 21T
3. Si , la ecuacion nos define una hipérbola para los angulos 8 que cumplan:
90 <0<2T- 00

. . b , L
Donde 26, es el angulo entre las asintotas, o sea, tang, =— adquiere valores positivos
a

para r ya que no es dificil demostrar que para todos estos angulos 1 - e cos 6 > 0. A estos valores
de 0 y r corresponderan puntos de la
rama derecha de la hipérbola.

Para angulos 6 tales que: MirA)
-0,<0<80,

La ecuacion | dara valores
negativos derr. | -

Demostraremos que, si en este
caso se emplean coordenadas polares
se obtienen los puntos de la rama
izquierda de la hipérbola.

Deduciremos la ecuacion de la o'
rama izquierda de la hipérbola,
considerando r > 0, y la figura adjunta:
11. COORDENADAS POLARES 11-13
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De acuerdo a la propiedad se tiene la relacion:

Segun el triangulo rectangulo FML.

26080 = M 0 ML aF.COS 8 e (4)
r

Por la propiedad de las directrices de la hipérbola que dice:

La relaciéon entre la distancia de un punto cualquiera de la hipérbola a un foco y la
distancia de ese punto a la directriz correspondiente es una cantidad constante igual a la
excentricidad, aplicada en este caso se tiene que:

Segun (1), sustituyendo (2) y (6) se tiene:

r
=e

P
-rcos0-—
e

Despejando:

r=eH-rcose-E B=-ercose-P
O e [

r+ercos0=P
r(1+ecosG)=P

r—L .................................................................................................................... |

_1+ecose
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Para poder obtener que r > 0 es necesario que:

-9, <B<T+g

Asi pues, la ecuacion Il sera la ecuacion de la [EINERFIIEIGE! de la hipérbola si en ella
seleccionamos 6 dentro del intervalo indicado.

. . 144 -~ s
=N JNel| Hallar la curva determinada por la ecuacion r=m y escribir su ecuacion
-5cos

SOLUCION

Llevando la ecuacion dada a la forma I.

_ P
1-ecos O
Dividiendo numerador y denominador entre 13 tenemos:
144
r= 513
1-—cos 6
13

De esta ecuaciéon vemos que:

e=i<1
13

Por lo que la curva sera una elipse
Para encontrar su ecuacion es necesario conocer los semi - ejes ay b.

Como el parametro P de la curva es:

C
=——yP==—; e=—
a

Resulta:

b _144 ¢ _5

a 13 a 13

Ademas se sabe la relacion para la elipse
2 2_,2
a -c =b
11. COORDENADAS POLARES 11-15
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Como:
a=13 O HNEREE
BRIl Ob=12
Por lo que la ecuacion de la elipse es:

2

2
169 144

2 2
A1 |JdNely, Se tiene la ecuacion de la hipérbola: :—e-y;=1. Establecer su ecuacion en

coordenadas polares sabiendo que el eje polar coincide en direccion y sentido
con la parte positiva del eje 0x y que el polo se encuentra en el foco derecho de la
hipérbola.

SOLUCION

La hipérbola en el sistema de coordenadas polares tendra por ecuacion:

Por lo que es necesario encontrar los valores de e y

De la ecuacion dada tenemos:

a’=16 0 a=4
b’=9 O b=3
Pero:

b’=c’-a°> 0 ¢?2=a2+p*=16+9=25
Por lo tanto.
c=5

De esta manera.
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GEOMETRIA ANALITICA

Sustituyendo valores en |, la ecuacion de la hipérbola en coordenadas polares sera:

9

4

1-20039 4-5co0s0

9
r= 4

Por tanto:

.
4-5cos0
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