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Lección1


Estructura euclídea de Rn. Curvas


1.1. Producto escalar y norma euclídea


Voy a recordarte algunas cosas que ya debes conocer. Como sabes, Rn es un espacio vecto-
rial en el que suele destacarse la llamada base canónica formada por los vectores {e1,e2, . . . ,en}
donde ek es el vector cuyas componentes son todas nulas excepto la que ocupa el lugar k que
es igual a 1.


Dados dos vectores x = (x1,x2, . . . ,xn), y = (y1,y2, . . . ,yn) se define su producto escalar
〈
x
∣∣y
〉


por:
〈
x
∣∣y
〉


=


n∑


j=1


x jy j = x1y1 +x2y2 + · · ·+xnyn


Este producto escalar se llama producto escalar euclídeo. Observa que el producto escalar de
dos vectores no es un vector sino un número real. La notación x.y es frecuentemente usada en
los libros de Física para representar el producto escalar de los vectores x e y. Las dos notaciones
son útiles y las usaremos en lo que sigue.


Las siguientes propiedades del producto escalar se deducen fácilmente de la definición:


•
〈
x
∣∣y
〉


=
〈
y
∣∣x
〉


para todos x,y∈Rn (simetría).


•
〈
αx+ βy


∣∣z
〉


= α
〈
x
∣∣z
〉
+ β


〈
y
∣∣z
〉


para todos α,β∈R y para todos x,y,z∈Rn (linealidad).


La norma euclídea de un vector x se define por


‖x‖ =
√〈


x
∣∣x
〉


=


√√√√
n∑


k=1


x2
k


En libros de física es frecuente representar la norma euclídea por |x| y se le llama módulo o
magnitud o longitud del vector x. También es frecuente seguir el convenio de que una letra en
negrita, por ejemplo v, representa un vector (digamos, la velocidad); y la misma letra pero en
tipo normal, v, representa su norma (que sería la rapidez o celeridad). Ni que decir tiene que
este convenio da lugar a muchísimas confusiones. Advertido quedas.
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Producto escalar y norma euclídea 2


Dados dos vectores x e y, el número ‖x−y‖ se llama la distancia (euclídea) entre x e y.


Desigualdad de Cauchy-Schwarz.


Para todos x,y∈Rn se verifica que
∣∣〈x
∣∣y
〉∣∣ 6 ‖x‖‖y‖. Además, supuesto que x e y no son nulos,


la igualdad
∣∣〈x
∣∣y
〉∣∣ = ‖x‖‖y‖ equivale a que hay un número λ∈R tal que x = λy (es decir, los


vectores x e y están en una misma recta que pasa por el origen).


Desigualdad triangular.


Para todos x,y∈Rn se verifica que ‖x+y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖. Además, supuesto que x e y no son nulos,


la igualdad ‖x+y‖ = ‖x‖+‖y‖ equivale a que hay un número λ > 0 tal que x = λy (es decir, los


vectores x e y están en una misma semirrecta que pasa por el origen).


1.1 Definición. Se dice que los vectores x e y son ortogonales, y escribimos x ⊥ y, cuando su
producto escalar es cero. Se dice que un vector x es ortogonal a un conjunto de vectores E ⊂ Rn


cuando x es ortogonal a todo vector en E. Un conjunto de vectores no nulos que son mutua-
mente ortogonales se dice que es un conjunto ortogonal de vectores; si, además, los vectores
tienen todos norma 1 se dice que es un conjunto ortonormal de vectores. Una base vectorial
que también es un conjunto ortogonal (ortonormal) se llama una base ortogonal (ortonormal).


Si x e y son vectores no nulos, el vector


∏
y(x) =


〈
x
∣∣y
〉


〈
y
∣∣y
〉y


se llama proyección ortogonal de x sobre y.


Puedes comprobar que el vector x−∏y(x) es ortogonal a y. En particular, si y es un vector
unitario (de norma 1) entonces el vector x−


〈
x
∣∣y
〉


y es ortogonal a y.


1.1.1.1. Ejercicios


1. Prueba la desigualdad de Cauchy-Schwarz.


Sugerencia. Comprueba que la ecuación
〈
x−λy


∣∣x−λy
〉


= 0, en la que λ es un número
real arbitrario y x e y son vectores que se suponen fijos, es un trinomio de segundo grado
en la variable λ. Ten en cuenta que dicho trinomio toma siempre valores mayores o iguales
que cero (£por qué?) lo que proporciona información sobre su discriminante.


2. Prueba la desigualdad triangular.


Sugerencia. Una estrategia para probar desigualdades entre normas euclídeas es elevar al
cuadrado. La desigualdad ‖x+y‖2


6
(
‖x‖+‖y‖


)2 es equivalente a la desigualdad triangu-
lar pero es muy fácil de probar desarrollando el término ‖x+y‖2 =


〈
x+y


∣∣x+y
〉


y usando
la desigualdad de Cauchy-Schwarz.


3. Teorema de Pitágoras. Prueba que los vectores x e y son ortogonales si, y solo si,
‖x+y‖2 = ‖x‖2 +‖y‖2.


4. Prueba que el vector x−∏y(x) es ortogonal a y.
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Las componentes de un vector en una base ortonormal son muy fáciles de calcular. Sea
B = {u1,u2, . . . ,un} una base ortonormal de Rn y sea x∈Rn. Puedes comprobar que


x =
n∑


j=1


〈
x
∣∣uj
〉


uj (1.1)


Es decir, x es la suma de sus proyecciones ortogonales sobre los vectores de la base. Las compo-
nentes de x en dicha base son, por tanto,


(〈
x
∣∣u1
〉
,
〈
x
∣∣u2
〉
, . . .
〈
x
∣∣un
〉)


.


El producto escalar y la norma es invariante por cambios de base ortonormales. Es decir,
si B= {u1,u2, . . . ,un} es una base ortonormal deRn; x = (x1,x2, . . . ,xn), y =(y1,y2, . . . ,yn) son vecto-
res de Rn cuyas coordenadas en la base B son, respectivamente, (α1,α2, . . . ,αn) y (β1,β2, . . . ,βn),
entonces se verifica que:


〈
x
∣∣y
〉


=
n∑


j=1


x jy j =
n∑


j=1


α jβ j


En particular,


‖x‖ =


√√√√
n∑


j=1


x2
j =


√√√√
n∑


j=1


α2
j


1.1.1.2. Ejercicios


1. Comprueba la igualdad (1.1) y prueba las dos afirmaciones anteriores.


1.2 Definición. Sea H es un subespacio vectorial de Rn y {v1,v2, . . . ,vk} una base ortonormal de
H. Dado un vector x∈Rn, el vector de H definido por


∏
H(x) =


k∑


j=1


〈
x
∣∣vj
〉


vj (1.2)


se llama la proyección ortogonal de x sobre H.


Es inmediato que el vector x−∏H(x) es ortogonal a cada uno de los vectores vj , 16 j 6 k y,
por la linealidad del producto escalar, deducimos que x−


∏
H(x) es ortogonal a H.


1.3 Teorema (Distancia mínima de un punto a un subespacio). Sean H un subespacio vectorial


deRn y {v1,v2, . . . ,vk} una base ortonormal de H. Dado x∈Rn, se verifica que la distancia mínima


de x al subespacio H es igual a ∥∥∥∥∥∥
x−


k∑


j=1


〈
x
∣∣vj
〉


vj


∥∥∥∥∥∥
(1.3)


Demostración. Llamemos
∏


H(x) =
∑k


j=1


〈
x
∣∣vj
〉


vj . El vector
∏


H(x) está en H. Queremos pro-
bar que ‖x−


∏
H(x)‖ 6 ‖x−y‖ para todo y∈H. En efecto, para todo y∈H se tiene que el vector∏


H(x)− y también está en H por lo que los vectores x−∏H(x) y
∏


H(x)− y son ortogonales y,
usando el teorema de Pitágoras, deducimos que


‖x−y‖2 =
∥∥(x−∏H(x)


)
+
(∏


H(x)−y
)∥∥2


= ‖x−∏H(x)‖2 +‖∏H(x)−y‖2
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esta igualdad implica que ‖x−∏H(x)‖ 6 ‖x−y‖, y la igualdad se da solamente cuando
y =


∏
H(x), esto es, la distancia mínima de x a H se alcanza solamente en el punto


∏
H(x). �


Cuando la dimensión de H es grande, puede calcularse fácilmente el vector x−∏H(x) de la
siguiente forma. Se amplía la base {v1,v2, . . . ,vk} a una base ortonormal de Rn; sea esta
B = {v1,v2, . . . ,vk ,uk+1, ...,un}. De la igualdad


x =


k∑


j=1


〈
x
∣∣vj
〉


vj +


n∑


j=k+1


〈
x
∣∣uj
〉


uj


se sigue que


x−
∏


H(x) = x−
k∑


j=1


〈
x
∣∣vj
〉


vj =


n∑


j=k+1


〈
x
∣∣uj
〉


uj


Este proceder es muy útil cuando k = n− 1 y permite calcular fácilmente la distancia de un
punto a un hiperplano (subespacio vectorial de dimensión n−1). Teniendo en cuenta que la
distancia es invariante por traslaciones, este resultado te permite calcular la distancia de un
punto a una recta o la distancia de un punto a un plano.


1.4 Definición. Supuesto que x , 0, y , 0, la desigualdad de Cauchy-Schwarz puede escribirse
en la forma:


−16


〈
x
∣∣y
〉


‖x‖‖y‖ 6 1


La medida en radianes del ángulo que forman los vectores no nulos x e y se define como el
único número t ∈ [0,π] que verifica la igualdad


cost =


〈
x
∣∣y
〉


‖x‖‖y‖


Naturalmente, como consecuencia de esta definición, se verifica que
〈
x
∣∣y
〉


= ‖x‖‖y‖cost.


1.2. Producto escalar y vectorial en R3


En física se representan los vectores de la base canónica de R3con las letras i, j ,k. Es decir:


i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1)


Naturalmente, si (x,y,z) es un vector de R3 se tiene que (x,y,z) = xi +yj +zk.


En Matemáticas se prefiere la expresión (x,y,z) y en física se prefiere xi +yj +zk. Debes tener
bien claro que son dos formas de escribir lo mismo.


1.5 Definición. EnR3 se define el producto vectorial de dos vectores x = (x1,x2,x3), y = (y1,y2,y3)


como el vector:


x×y =


(∣∣∣∣∣
x2 x3


y2 y3


∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣


x1 x3


y1 y3


∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣


x1 x2


y1 y2


∣∣∣∣∣


)
=
(
x2y3−x3y2


)
i +
(
x3y1−x1y3


)
j +
(
x1y2−x2y1


)
k
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No es imprescindible memorizar esta definición pues se verifica que:


x×y =


∣∣∣∣∣∣∣


iii jjj kkk
x1 x2 x3


y1 y2 y3


∣∣∣∣∣∣∣
=
(
x2y3−x3y2


)
i +
(
x3y1−x1y3


)
j +
(
x1y2−x2y1


)
k


Donde el determinante de la matriz se ha calculado formalmente considerando i, j ,k como sím-
bolos algebraicos. De aquí se deduce que el producto vectorial x×y es nulo cuando los vectores


x e y son linealmente dependientes (suele decirse que son paralelos).


Las siguientes propiedades del producto vectorial son fáciles de comprobar.


• x×y = −y×x (es anticonmutativo).


• (αx+ βy)×z = α(x×y)+ β(y×z) (linealidad).


• El vector x×y es ortogonal a los vectores x e y.


Usando estas propiedades y sabiendo que i×i = j×j = k×k = 0, i×j = k, j×k = i, k×i = j , es
fácil calcular productos vectoriales. Una precaución que debes tener al trabajar con productos
vectoriales es no usar la propiedad asociativa porque, en general, es falsa. Por ejemplo i×(i×j)=


i×k = −j pero (i×i)×j = 0×j = 0.


Vamos a calcular la norma euclídea del producto vectorial. Tenemos que:


‖x×y‖2 = (x2y3−x3y2)
2 +(x3y1−x1y3)


2 +(x1y2−x2y1)
2 =


=
(
x2


1 +x2
2+x2


3


)(
y2


1 +y2
2+y2


3


)2− (x1y1 +x2y2 +x3y3)
2 =


= ‖x‖2‖y‖2−
〈
x
∣∣y
〉2


= ‖x‖2‖y‖2−‖x‖2‖y‖2cos2 t = ‖x‖2‖y‖2sen2 t


siendo t la medida en radianes del ángulo que forman los vectores x e y. Como 06 t 6 π, se tiene
que sent > 0, y deducimos que


‖x×y‖ = ‖x‖‖y‖sent


De aquí se sigue que el número ‖x×y‖ es igual al área del paralelogramo construido sobre los
vectores x e y.


Realmente, antes hemos probado la bonita identidad de Lagrange:


‖x‖2‖y‖2 =
〈
x
∣∣y
〉2


+‖x×y‖2


que relaciona la norma, el producto escalar y el producto vectorial.


También usaremos de aquí en adelante las letras i, j para representar los vectores de la ba-
se canónica de R2, es decir, los vectores (1,0) y (0,1). El contexto indicará claramente cuándo
dichas letras representan vectores de R2 o de R3.


En la definición de muchas magnitudes físicas intervienen el producto escalar o el producto
vectorial. Los siguientes ejemplos son significativos.


• Trabajo. El trabajo, W, realizado por una fuerza constante F (recuerda que la fuerza es un
vector) al mover un objeto un desplazamiento d (vector desplazamiento) viene dado por el
producto escalar W = F.d.
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• Momento de una fuerza (par de torsión). El momento,τ, también llamado par de torsión,
de una fuerza F que actúa en un punto A del espacio con vector de posición ra respecto de un
punto B con vector de posición rb, está dado por el producto vectorial τ = (ra− rb)×F.


• Momento cinético (o momento angular). Sea una partícula de masa m, con una velocidad
v situada en un punto cuyo vector de posición es r . El momento cinético, L , (respecto al origen)
de dicha partícula se define como L = r×mv.


• Fuerza magnética ejercida por un campo magnético sobre una carga. Una carga q que se
mueve con velocidad v en un campo magnético constante B, experimenta una fuerza magné-
tica, Fm, dada por Fm = qv×B. De hecho, esta igualdad se usa para definir el vector B (que se
llama también densidad de flujo magnético).


1.6 Definición. El producto x.(y×z) se llama triple producto escalar de los vectores x, y, z.


El volumen del paralelepípedo determinado por los vectores x, y, z es igual a |x.(y×z)|.


1.2.1.3. Ejercicios


1. Calcula el área del paralelogramo de vértices (0,0,0),(5,0,0),(2,6,6),(7,6,6).


2. Calcula el área del triángulo de vértices (−1,1,2),(1,−1,3),(2,3,−1).


3. Calcula el área del paralelogramo en R2 de vértices (0,1),(3,0),(5,−2),(2,−1).


4. Calcula el volumen del paralelepípedo determinado por los vectores (1,0,6),(2,3,−8),(8,−5,6).


5. Calcula el volumen del paralelepípedo con aristas concurrentes AB,AC,AD siendo
A = (1,1,1), B = (2,0,3), C = (4,1,7), D = (3,−1,−2).


6. Prueba que la mínima distancia de un punto P = (a,b,c) al plano Ax+ By+Cz+ D = 0 es
igual a


|Aa+Bb+Cc+D|
‖(A,B,C)‖


Sugerencia. Haz una traslación. Ten en cuenta que el vector (A,B,C) es ortogonal al plano.


1.3. Curvas en el plano


En todo lo que sigue consideraremos funciones de una o varias variables con derivada con-
tinua o con derivadas parciales de primer orden continuas respectivamente.


Una curva Γ en el plano puede venir dada de tres formas.


a) Como la gráfica de una función f : I → R donde I es un intervalo de R:


Γ = {(x, f (x)) : x∈ I}.


b) De forma implícita como el conjunto de puntos donde se anula una función, g, de dos varia-
bles:


Γ = {(x,y)∈R2 : g(x,y) = 0}.
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c) Por medio de ecuaciones paramétricas γ(t) = (x(t),y(t)) donde t∈ I siendo I un intervalo de R:


Γ = γ(I) = {(x(t),y(t)) : t∈ I}.


Observa que a) es un caso particular de b) pues la gráfica de una función f es el conjunto de
puntos donde se anula la función de dos variables g(x,y) = f (x)−y, y también es un caso parti-
cular de c) pues la gráfica de una función f tiene como ecuaciones paramétricas γ(x) = (x, f (x)).


1.3.1. Recta tangente en un punto de una curva plana


El cálculo de la recta tangente depende de cómo venga dada la curva. Consideremos los tres
casos posibles.


a) La tangente en un punto (a,b) = (a, f (a))∈Γ es la recta de ecuación y− b = f ′(a)(x− a).
El vector (1, f ′(a)) es tangente a Γ en el punto (a,b) y el vector ( f ′(a),−1) es ortogonal a Γ en el
punto (a,b).


b) La tangente en (a,b)∈Γ es la recta de ecuación implícita
〈
∇g(a,b)


∣∣(x−a,y−b)
〉
= 0. Don-


de ∇g(a,b) es el vector gradiente de g en (a,b). Se supone que ∇g(a,b) , (0,0), pues en otro caso
la tangente en (a,b) no está definida. El vector gradiente ∇g(a,b) es ortogonal a Γ en el punto
(a,b).


c) Supuesto que γ ′(t0) , (0,0), la tangente a γ en t0 es la recta de ecuaciones paramétricas
(x,y) = γ(t0)+ tγ ′(t0). El vector γ ′(t0) = (x′(t0),y′(t0)) es tangente a γ en t0 (suele decirse, aunque
no es del todo correcto, vector tangente a Γ en γ(t0)). En los puntos en los que el vector derivada
es el vector cero no está definida la tangente.


Podemos interpretar una curva γ(t) = (x(t),y(t)) como la trayectoria que recorre un móvil
cuyo vector de posición en el instante t viene dado por γ(t) = (x(t),y(t)). En tal caso, el vector
derivada, γ ′(t) = (x′(t),y′(t)), es la velocidad del móvil en el instante t y la norma euclídea de
dicho vector, ‖γ ′(t)‖ =


√
x′(t)2 +y′(t)2 es la rapidez o celeridad del móvil en el instante t.


La distancia recorrida por el móvil desde el instante t = a hasta el instante t = b se obtiene,


como es natural, integrando la rapidez y viene dada por
bw


a


‖γ ′(t)‖ dt . Dicho de otra forma: la


longitud de la curva γ(t) = (x(t),y(t)), donde a6 t 6 b, viene dada por
bw


a


‖γ ′(t)‖ dt .


Una curva γ(t) = (x(t),y(t)) se dice que es suave si tiene derivada γ ′(t) = (x′(t),y′(t)) continua
y que no se anula nunca. En tal caso se define el vector tangente unitario como


T(t) =
γ ′(t)
‖γ ′(t)‖


Como
〈
T(t)


∣∣T(t)
〉


= 1, se deduce que
〈
T ′(t)


∣∣T(t)
〉


= 0, es decir, supuesto que T ′(t) , (0,0), el
vector T ′(t) es ortogonal al vector tangente. Se define por ello el vector normal unitario a la
curva como


N(t) =
T ′(t)


‖T ′(t)‖
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1.3.1.1. Ejercicios


1. Justifica que
〈
T ′(t)


∣∣T(t)
〉


= 0.


2. Calcula las rectas tangente y normal a la elipse de ecuación
x2


a2 +
y2


b2 = 1, (a > 0,b > 0), en


un punto genérico (u,v) de la misma.


3. Sea γ(t) = (t3− t, t2− t). Representa gráficamente la curva γ para −36 t 6 3. Calcula la recta
tangente a γ para t = 0 y para t = 1. Observa que γ(0) = γ(1) = (0,0). Comprueba que γ
es una curva suave. Observa que la expresión tangente a γ en (0,0) es ambigua porque la
curva pasa dos veces por (0,0) y, en cada caso, lo hace con distinta velocidad.


Los siguientes ejercicios ponen de manifiesto que la forma geométrica de una curva no
proporciona información sobre la derivabilidad de la misma ni sobre su longitud. Lo im-


portante de una curva es cómo se recorre dicha curva, es decir, la función que la define.


4. a) Sea γ(t) = (t, |t|). Representa gráficamente la curva γ para −1 6 t 6 1. Calcula la recta
tangente a γ para un valor t < 0 y para un valor t > 0. ¿Es γ derivable en t = 0?.


b) Sea γ(t) = (t3, t2|t|). Representa gráficamente la curva γ para −16 t 6 1. Calcula la recta
tangente a γ para un valor t < 0 y para un valor t > 0. ¿ Es γ derivable en t = 0? ¿ Es γ una
curva suave?.


5. Sea γ(t) = (cost,sent), λ(t) = (cos3t,sen3t) donde 0 6 t 6 2π. Representa gráficamente las
curva γ y λ. Calcula el vector derivada y la rapidez de cada curva. Calcula la longitud de γ
y la de λ.


6. Sea γ(t) = (cos3 t,sen3 t) donde 06 t 6 2π. Representa gráficamente la curva γ. ¿Tiene γ deri-
vada continua? ¿Es γ una curva suave? Calcula la longitud de γ.


Si f (x,y) es un campo escalar de dos variables, las curvas de ecuación implícita f (x,y) = c o,
lo que es igual f (x,y)−c = 0, donde c es una constante, se llaman curvas de nivel. De lo dicho
antes, se sigue que el vector gradiente ∇ f (x,y) es ortogonal en todo punto (x,y) (en el que
∇ f (x,y) , (0,0)) a la curva de nivel que pasa por dicho punto.


1.3.2. Curvas paramétricas en el espacio. Velocidad, aceleración, curvatura.


Las definiciones que hemos dado antes para curvas paramétrica en el plano pueden gene-
ralizarse sin esfuerzo a curvas paramétricas enRn. Como en las aplicaciones físicas el caso n= 3
tiene especial importancia, consideraremos en lo que sigue curvas en R3 aunque la mayoría de
los conceptos que vamos a estudiar se generalizan fácilmente a Rn.


Por definición, una curva en R3 es una aplicación continua γ : [a,b] → R3. La función γ debe
ser de la forma


γ(t) = (x(t),y(t),z(t)) = x(t)i +y(t)j +z(t)k


En lo que sigue supondremos que las funciones x(t), y(t), z(t) son derivables con derivada conti-
nua en el intervalo [a,b]. El punto γ(a) se llama punto inicial de la curva u origen y el punto γ(b)


se llama punto final o extremo. Cuando γ(a) = γ(b) se dice que la curva es cerrada. Una curva se
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dice que es simple si pasa una sola vez por cada uno de sus puntos, es decir si no se corta a sí
misma o, lo que es igual, la función γ es inyectiva en [a,b], o sea, γ(u), γ(v) siempre que u,v∈[a,b]


y u , v. Una curva cerrada se dice que es simple si γ es inyectiva en [a,b[. Una curva cerrada y
simple se llama una curva de Jordan.


Podemos interpretar una curva γ(t) = (x(t),y(t),z(t)) como la trayectoria en R3 que reco-
rre un móvil cuyo vector de posición en el instante t viene dado por γ(t) = (x(t),y(t),z(t)). Se
dice entonces que γ es la función de trayectoria del móvil. En tal caso, el vector derivada
γ ′(t) = (x′(t),y′(t),z′(t)) es la velocidad del móvil en el instante t y la norma euclídea de di-
cho vector, ‖γ ′(t)‖ =


√
x′(t)2 +y′(t)2 +z′(t)2 es la rapidez o celeridad del móvil en el instante t.


Debes tener clara la diferencia entre estos conceptos.


Una curva γ(t) = (x(t),y(t),z(t)) se dice que es suave si tiene derivada γ ′(t) = (x′(t),y′(t),z′(t))
continua y que no se anula nunca. En tal caso se define el vector tangente unitario como


T(t) =
γ ′(t)
‖γ ′(t)‖


Como
〈
T(t)


∣∣T(t)
〉


= 1, se deduce que
〈
T ′(t)


∣∣T(t)
〉


= 0, es decir, supuesto que T ′(t) , (0,0,0),
el vector T ′(t) es ortogonal al vector tangente. Se define por ello el vector normal principal
unitario a la curva como


N(t) =
T ′(t)


‖T ′(t)‖
Se define el vector binormal como el producto vectorial del vector tangente unitario por el
vector normal principal unitario


B(t) = T(t)×N(t)


Es claro, por las definiciones dadas, que, en todo instante t, el sistema {T(t),N(t),B(t)} es una
base ortonormal de R3 que se llama el triedro intrínseco de la curva γ.


La distancia recorrida por el móvil desde el instante t = a hasta el instante t = b se obtiene,


como es natural, integrando la rapidez y viene dada por
bw


a


‖γ ′(t)‖ dt . Dicho de otra forma: la


longitud de la curva γ(t) = (x(t),y(t),z(t)), donde a6 t 6 b, viene dada por


bw


a


‖γ ′(t)‖ dt =


bw


a


√
x′(t)2 +y′(t)2 +z′(t)2dt


La función s : [a,b] → R definida para todo t∈ [a,b] por


s(t) =


tw


a


‖γ ′(u)‖ du =


bw


a


√
x′(u)2 +y′(u)2 +z′(u)2du


se llama función longitud de arco y nos da la distancia recorrida por el móvil hasta el instante
t. Por su definición, es claro que s(t) es una primitiva de ‖γ ′(t)‖, es decir, s′(t) = ‖γ ′(t)‖. Observa
que la igualdad s′(t) =


√
x′(t)2 +y′(t)2 +z′(t)2 tiene una interpretación física clara: la derivada


del espacio recorrido respecto al tiempo es la rapidez. Esta igualdad suele expresarse en la forma


ds=
√


dx2 +dy2+dz2


y a dsse le llama elemento diferencial de longitud de arco.
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Se define la aceleración como la derivada de la velocidad, es decir, la derivada segunda,
γ ′′(t) = (x′′(t),y′′(t),z′′(t)), de la función de trayectoria. En física son frecuentes las siguientes
notaciones.


• r(t) para representar la función de trayectoria que hemos representado por γ(t).


r(t) = (x(t),y(t),z(t)) = x(t)i +y(t)j +z(t)k


Es un vector.


• v(t) para representar la velocidad.


v(t) = r ′(t) = (x′(t),y′(t),z′(t)) = x′(t)i +y′(t)j +z′(t)k


Es un vector.


• v(t) para representar la rapidez.


v(t) = ‖v(t)‖ =
√


x′(t)2 +y′(t)2 +z′(t)2


Es un número.


• a(t) para representar la aceleración.


a(t) = v ′(t) = r ′′(t) = (x′′(t),y′′(t),z′′(t)) = x′′(t)i +y′′(t)j +z′′(t)k


Es un vector.


Seguiremos estas notaciones de aquí en adelante.


1.3.3. Componentes tangencial y normal de la velocidad y de la aceleración


Como en todo instante t el triedro intrínseco {T(t),N(t),B(t)} forma una base ortonormal
de R3, podemos referir a dicha base cualquier vector u∈R3 y sabemos que dicho vector es igual
a la suma de sus proyecciones ortogonales sobre los elementos de dicha base, esto es:


u =
〈
u
∣∣T(t)


〉
T(t)+


〈
u
∣∣N(t)


〉
N(t)+


〈
u
∣∣B(t)


〉
B(t)


Como el vector velocidad tiene la dirección del vector T(t) se sigue que
〈
v(t)


∣∣N(t)
〉


=
〈
v(t)


∣∣B(t)
〉


= 0,
por lo que


v(t) =
〈
v(t)


∣∣T(t)
〉


T(t) =


〈
v(t)


∣∣∣∣
v(t)


‖v(t)‖


〉
T(t) = ‖v(t)‖T(t) = v(t)T(t)


Es decir, las componentes del vector velocidad en el triedro intrínseco son (v(t),0,0).


Derivando la igualdad anterior obtenemos:


a(t) = v ′(t) = v′(t)T(t)+v(t)T ′(t) = v′(t)T(t)+v(t)‖T ′(t)‖N(t)


que es la expresión del vector aceleración en el triedro intrínseco. Esta igualdad nos dice que el
vector aceleración está siempre situado en el plano engendrado por los vectores T(t) y N(t) por
lo que


〈
a(t)


∣∣B(t)
〉


= 0,
〈
a(t)


∣∣T(t)
〉


= v′(t) y
〈
a(t)


∣∣N(t)
〉


= v(t)‖T ′(t)‖.
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El vector aT(t) = v′(t)T(t), que es la proyección ortogonal de la aceleración sobre el vector
tangente unitario, se llama aceleración tangencial.


El vector aN(t) = v(t)‖T ′(t)‖N(t), que es la proyección ortogonal de la aceleración sobre el
vector normal principal, se llama aceleración normal.


Es decir, las componentes del vector aceleración en el triedro intrínseco son (v′(t),v(t)‖T ′(t)‖,0).


Advertencia. En muchos textos de física se llama aceleración tangencial a la norma del vec-
tor aT(t) = v′(t)T(t) y la representan por aT(t) = v′(t), es decir, la aceleración tangencial es la
derivada de la rapidez. Esta aceleración representa la variación de la velocidad en la dirección


del movimiento y cuando un vehículo acelera es la que hace que tu espalda se pegue al asiento.


Así mismo, es frecuente llamar aceleración normal y también aceleración centrípeta a la
norma del vector aN(t) = v(t)‖T ′(t)‖N(t) y representarla por aN(t) = v(t)‖T ′(t)‖. Esta acelera-
ción representa la variación de la dirección del vector tangente unitario, tiene la dirección de
la normal a la curva y es la responsable de que cuando un vehículo toma una curva te sientas
empujado contra una puerta.


Expresiones útiles para las aceleraciones tangencial y normal se deducen de las igualdades
siguientes.


〈
r ′(t)


∣∣ r ′′(t)
〉


=
〈
v(t)


∣∣a(t)
〉


=
〈
v(t)T(t)


∣∣v′(t)T(t)+v(t)‖T ′(t)‖N(t)
〉


= v(t)v′(t)


r ′(t)×r ′′(t) = v(t)×a(t) = v(t)T(t)×
(
v′(t)T(t)+v(t)‖T ′(t)‖N(t)


)
= v(t)2‖T ′(t)‖B(t)


de donde


aT(t) = v′(t) =


〈
v(t)


∣∣a(t)
〉


v(t)
=


〈
r ′(t)


∣∣ r ′′(t)
〉


‖r ′(t)‖


aN(t) = v(t)‖T ′(t)‖ =
‖v(t)×a(t)‖


v(t)
=


‖r ′(t)×r ′′(t)‖
‖r ′(t)‖


1.7 Definición. La curvatura de una curva suave r(t) es, por definición, el número


κ(t) =
‖r ′(t)×r ′′(t)‖


‖r ′(t)‖3


En consecuencia, obtenemos la siguiente expresión para la aceleración normal


aN(t) = κ(t)v(t)2


Obtenemos así la expresión
a(t) = v′(t)T(t)+ κ(t)v(t)2N(t)


El radio de curvatura se define como
ρ(t) =


1
κ(t)


Por tanto, también podemos escribir


aN(t) =
v(t)2


ρ(t)


Observación. En algunas de las fórmulas anteriores interviene el producto vectorial. Te recuer-
do que este producto solamente está definido para vectores de R3 por lo que dichas fórmulas
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solamente tienen sentido para curvas en el espacio. Pueden particularizarse dichas fórmulas
para curvas en R2 de la forma que sigue. Dada una curva en R2, γ(t) = (x(t),y(t)), podemos aso-
ciarle una curva en R3 por la igualdad λ(t) = (x(t),y(t),0) es decir, se trata de la misma curva


plana γ vista dentro del espacio tridimensional. Podemos ahora particularizar las expresiones
anteriores para λ y así obtenemos las siguientes igualdades.


La curvatura de una curva plana suave r(t) = (x(t),y(t)) viene dada por


κ(t) =
‖r ′′(t)×r ′′(t)‖


‖r ′(t)‖3 =
‖(x′(t),y′(t),0)×(x′′(t),y′′(t),0)‖


‖(x′(t),y′(t),0)‖3 =
|x′(t)y′′(t)−x′′(t)y′(t)|
(
x′(t)2 +y′(t)2


)3/2


Si en la última expresión suprimimos el valor absoluto se obtiene lo que se llama curvatura con


signo. Podemos particularizar la expresión obtenida para el caso de que la curva venga dada
como la gráfica de una función f , es decir, por medio de una función del tipo γ(x) = (x, f (x)). En
este caso es fácil obtener que la curvatura (con signo) viene dada por


κ(x) =
f ′′(x)


(1+ f ′(x)2)3/2


En este caso la curvatura es positiva donde la curva es convexa ( f ′′(x) > 0) y es negativa donde
la curva es cóncava ( f ′′(x) < 0).


La (norma de la) componente normal de la aceleración de una curva plana suave
r(t) = (x(t),y(t)) viene dada por


aN(t) = v(t)‖T ′(t)‖ =
‖v(t)×a(t)‖


v(t)
=


‖r ′(t)×r ′′(t)‖
‖r ′(t)‖ =


|x′(t)y′′(t)−x′′(t)y′(t)|
(
x′(t)2 +y′(t)2


)1/2


Finalmente, te recuerdo la segunda ley del movimiento de Newton, F(t) = ma(t), donde F(t) es
la resultante de todas las fuerzas que actúan sobre un objeto de masa m y a(t) es la aceleración
que experimenta dicho objeto en el instante t. Conociendo la aceleración es fácil calcular, por
integración componente a componente, la velocidad y la función de trayectoria.


1.3.3.1. Ejercicios


1. La función de trayectoria de un móvil viene dada por γ(t) = (3cost,3sent,t).
a) Calcula su velocidad y aceleración.
b) Calcula las componentes tangencial y normal de la aceleración.
c) Calcula el triedro intrínseco de la trayectoria.


2. La función de trayectoria de un móvil viene dada por γ(t) = (t,t2).
a) Calcula su velocidad y aceleración.
b) Calcula las componentes tangencial y normal de la aceleración.
c) Calcula el vector tangente unitario y el vector normal unitario.


3. Movimiento circular.
La función de trayectoria de un móvil viene dada por r(t) =


(
Rcosθ(t),Rsenθ(t)


)
donde


θ(t) es la medida en radianes del ángulo que forma el vector de posición r(t) con la parte
positiva del eje de abscisas. La velocidad angular del móvil se define como ω(t) = θ ′(t)
(la rapidez de variación del ángulo θ(t) respecto del tiempo). La aceleración angular se
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define como ω ′(t). Cuando ω ′(t) = 0 se dice que se trata de un movimiento circular uni-
forme.
a) Calcula su velocidad y aceleración.
b) Calcula la aceleración tangencial y la aceleración normal.
c) Calcula el vector tangente unitario y el vector normal unitario.
d) Supuesto que el móvil tiene masa m, calcula la fuerza necesaria para producir el movi-
miento.
e) Particulariza los resultados obtenidos para el caso de un movimiento circular uniforme.


4. a) Calcula la curvatura de la elipse γ : [0,2π]→R2, γ(t) = (acost,bsent), donde 0< b< a. ¿En
qué puntos la curvatura alcanza sus valores máximo y mínimo?
b) Calcula la curvatura de la parábola de ecuación y = x2. ¿En qué punto de ella la curva-
tura alcanza su máximo valor? ¿Alcanza la curvatura algún valor mínimo?
c) Calcula la curvatura de la cúbica alabeada γ(t) = (t,t2,t3).


5. Un proyectil se dispara desde el origen con ángulo de elevación α y rapidez inicial v0.
Suponiendo que la única fuerza que actúa sobre el proyectil es la de atracción gravitatoria,
calcular la función de trayectoria. ¿Qué valor de α hace máximo el alcance del proyectil?
¿Qué valor de α hace que la altura alcanzada sea máxima y cuál es el valor de ésta?


6. Consideremos un péndulo ideal. Se trata de un punto material de masa m sujeto por una
varilla perfectamente rígida de longitud L y masa despreciable que puede girar sin roza-
miento alrededor de un punto fijo O. Suponemos que el movimiento ocurre en el plano
X Y. Elegimos el punto O como origen de coordenadas y notamos i = (1,0), j = (0,1) los
vectores de la base canónica. Notamos por y(t) la medida en radianes del ángulo que for-
ma la varilla con el semieje negativo de ordenadas (la vertical por O). Los ángulos se miden
hacia la derecha con valores positivos y hacia la izquierda con valores negativos. Inicial-
mente se supone que el péndulo está en el punto (0,−L).


yHtL


L


mg


O


a) Escribe la ecuación de la trayectoria que sigue el péndulo en función de y(t).
b) Aplicando la segunda ley del movimiento de Newton deduce que y(t) verifica la ecua-
ción diferencial y′′(t)+ g


L sen(y(t)) = 0.
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Lección2


Campos vectoriales. Integrales de línea


2.1. Campos vectoriales


Un campo escalar de n variables es una función f : A → R donde A es un subconjunto de
R


n. Un campo vectorial es una función que a cada punto de una región de un espacio vectorial
hace corresponder un vector de dicho espacio. Concretamente, un campo vectorial de n varia-
bles es una aplicación F : A→ Rn donde A es un subconjunto de Rn. Dicha función debe ser de
la forma F(x) = (F1(x),F2(x), . . . ,Fn(x)) donde F1, F2, . . . ,Fn son campos escalares de n variables
llamados componentes de F. Se dice que F es continuo o que tiene derivadas parciales o que es
de clase Ck (tiene derivadas parciales de orden k continuas) cuando todos los campos escalares
componentes de F tienen la correspondiente propiedad. Por ejemplo, las funciones


F(x,y) =


(
x


1+x2+y2 ,
−y


1+x2+y2


)
=


x
1+x2+y2 i − y


1+x2+y2 j


G(x,y,z) =


( −x
1+x2 ,


−y
1+y2 ,


−z
1+z2


)
= − x


1+x2 i − y
1+y2 j − z


1+z2 k


son campos vectoriales de 2 y 3 variables de clase C∞ definidos en R2 y en R3 respectivamente.
Como puedes ver, nada nuevo hay en el concepto de campo vectorial pues se trata de un tipo
particular de funciones vectoriales. Ahora bien, cuando decimos que una función F : A → Rn


donde A⊂ Rn es un campo vectorial, es porque la visualizamos de una forma especial y consi-
deramos que dicha función hace corresponder a cada vector x∈A el vector F(x) con origen en el


punto x.


En general, los campos vectoriales de 2 variables son funciones de la forma


F(x,y) =
(
P(x,y),Q(x,y)


)
= P(x,y) i +Q(x,y) j


Y los campos vectoriales de 3 variables son funciones de la forma


F(x,y,z) =
(
P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z)


)
= P(x,y,z) i +Q(x,y,z) j +R(x,y,z)k


14







Campos vectoriales 15


2.1.1.2. Ejemplos


� Campo gravitacional. La ley de la gravitación de Newton establece que la norma euclídea
(la magnitud se dice en física) de la fuerza (no olvides que la fuerza es un vector) de atracción
gravitacional, F, entre dos objetos de masas my M es


‖F‖ =
mM G


r2


donde r es la distancia euclídea entre dichos objetos y G es la constante gravitacional universal.
Si el objeto de masa M se encuentra en el origen y el objeto de masa mse encuentra en un punto
r = (x,y,z), entonces r = ‖r‖. Como, además, la fuerza ejercida por el objeto de masa M sobre el
objeto de masa mestá dirigida desde éste hacia el origen y un vector unitario en dicha dirección
es −r/‖r‖, deducimos que dicha fuerza viene dada por


F(r) = − mM G


‖r‖3 r


Esta igualdad vectorial puede escribirse también en la forma:


F(x,y,z) = − mM Gx


(x2 +y2+z2)3/2
i − mM Gy


(x2 +y2 +z2)3/2
j − mM Gx


(x2 +y2+z2)3/2
k


� Campo eléctrico producido por una carga. La ley de Coulomb establece que la norma
euclídea (la magnitud se dice en física) de la fuerza (no olvides que la fuerza es un vector), F,
ejercida entre dos cargas eléctricas q y Q es


‖F‖ =
|qQ|


4πε r2


donde r es la distancia euclídea entre dichas cargas y ε es una constante. Si la carga Q se en-
cuentra en el origen y la carga q se encuentra en un punto x = (x,y,z), entonces r = ‖x‖. Como,
además, la fuerza ejercida por la carga Q sobre la carga q actúa en la dirección del segmento de
recta que une ambas cargas y es atractiva o repulsiva según que ambas cargas sean de distinto
o de igual signo, y un vector unitario en la dirección del vector x es x/‖x‖, deducimos que dicha
fuerza viene dada por


F(x) =
1


4πε
qQ


‖x‖3 x


La fuerza ejercida por unidad de carga es, por definición, el campo eléctrico, E, creado por la
carga Q que viene dado por


E(x) =
F(x)


q
=


1
4πε


Q


‖x‖3 x


� Campos de gradiente. Sea f : A → R donde A es un subconjunto de Rn un campo escalar
de n variables. El gradiente de dicho campo escalar en un punto x = (x1,x2, . . . ,xn)∈A es, por
definición, el vector


∇ f (x) =


(
∂ f
∂x1


(x),
∂ f
∂x2


(x), . . . ,
∂ f
∂xn


(x)


)


La aplicación ∇ f : A → Rn que a cada x∈A hace corresponder el gradiente de f en x se llama
campo vectorial gradiente de f .
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2.2. Integrales de línea


2.2.1. Integral de línea de un campo escalar


2.1 Definición. Sea γ : [a,b] → Rn una curva con derivada continua y sea f : A → R un campo
escalar continuo definido en un conjunto A⊂Rn que contiene a la imagen de γ, esto es, γ([a,b])⊂
A. La integral de línea de f sobre la curva γ es el número


w


γ
f =


bw


a


f (γ(t))‖γ ′(t)‖dt (2.1)


Para n = 2, poniendo γ(t) = (x(t),y(t)), la integral (2.1) se expresa en la forma


w


γ
f =


bw


a


f (x(t),y(t))
√


x′(t)2 +y′(t)2 dt


Para n = 3, poniendo γ(t) = (x(t),y(t),z(t)), la integral (2.1) se expresa en la forma


w


γ
f =


bw


a


f (x(t),y(t),z(t))
√


x′(t)2 +y′(t)2 +z′(t)2 dt


2.2.1.1. Observaciones


Suelen usarse distintas notaciones para las integrales de línea de campos esdcalares. Es fre-
cuente la notación w


γ
f (x,y)ds


en la cual el símbolo ds indica que se integra respecto al elemento diferencial de longitud de
arco. Esta notación está de acuerdo con el hecho de que cuando la función f es la función
constantemente igual a 1 se tiene que


w


γ
1 =


w


γ
1ds =


bw


a


‖γ ′(t)‖dt


es la longitud de la curva γ.


Cuando la curva γ es una curva cerrada a algunos les gusta usar alguno de los símbolos
z


γ
f (x,y)ds,


,
γ


f (x,y)ds


para indicar la integral de línea de f sobre γ (en el segundo símbolo la flechita indica que la
curva tiene determinada orientación; estudiaremos esto más adelante). No necesito decirte
que no debes preocuparte por el símbolo que se usa sino que lo importante es comprender
bien la definición de lo que dicho símbolo significa.


Cuando la función f es positiva, el valor de la integral de línea (2.1) puede interpretarse
como el área de un lado de una cortina que cuelga de un alambre cuya forma viene dada por la
curva γ y cuya altura en cada punto γ(t) viene dada por f (γ(t)).
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Otra posible interpretación es cuando f (γ(t)) es la densidad lineal en el punto γ(t) de un
alambre cuya forma viene dada por la curva γ; en tal caso la integral (2.1) nos da la masa total
del alambre. El centro de masas del alambre es el punto de coordenadas (α, β) dadas por:


α =


w


γ
x f(x,y)ds


w


γ
f


, β =


w


γ
y f(x,y)ds


w


γ
f


Cuando la densidad es constante el centro de masas se denomina centroide (que es una pro-
piedad geométrica de la curva).


Una integral de línea depende de DOS funciones: la función f y la función γ. Necesitas co-
nocer dichas funciones para poder calcular la integral. Cuando se integra sobre curvas sencillas
como, por ejemplo, un segmento o una circunferencia la función γ se da por sabida. Esto puede
dar lugar a confusiones. Intentaré aclarar este punto.


Calculemos la integral de la función f (x,y) = x2 + y2 sobre la circunferencia unidad
Γ = {(x,y)∈R2 : x2 + y2 = 1}, es decir, la circunferencia de radio 1 centrada en el origen. Dicha
circunferencia viene dada por la función γ(t) = (cost,sent) para −π 6 t 6 π. Tenemos que


w


γ
f =


πw


−π
f (cost,sent)


√
(−sent)2 +cos2 t dt =


πw


−π
1dt = 2π


Pero también la función λ(t) = (cos(2t),sen(2t)) para −π 6 t 6 π tiene como imagen la circunfe-
rencia unidad Γ, esto es λ([−π,π]) = Γ, y se tiene que


w


λ


f =


πw


−π
f (cos(2t),sen(2t))


√
(−2sen(2t))2 +4cos2(2t) dt =


πw


−π
2dt = 4π


¿Cuál de estas dos integrales es la que nos piden cuando nos dicen que calculemos la integral
de la función f (x,y) = x2 +y2 sobre la circunferencia unidad? Lo usual es que nos pidan la pri-
mera de las dos integrales. Observa que la función γ(t) = (cost,sent) donde −π 6 t 6 π recorre


la circunferencia unidad una sola vez, mientras que la función λ(t) = (cos(2t),sen(2t)) donde
−π 6 t 6 π recorre la circunferencia unidad dos veces. Es decir, para calcular una integral de lí-
nea de una función sobre una curva lo importante no es la imagen geométrica de la curva (en
este ejemplo una circunferencia) sino la función que la representa, es decir, cómo se recorre
dicha curva (en este ejemplo la función λ recorre la circunferencia con rapidez doble que γ).


Por esta misma razón, una notación como
w


Γ


f


para representar la integral de línea de un campo escalar f sobre una curva definida como un


conjunto de puntos, esto es, Γ ⊂ Rn, no tiene sentido, salvo que especifiquemos antes la forma
en que dicha curva se recorre. En resumen, no debes confundir una curva γ, que es una función,


con su imagen, Γ, que es un conjunto de puntos.


Como las integrales de línea en segmentos y en circunferencias aparecen mucho conviene
introducir una notación apropiada para ellas y precisar su significado.
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En adelante representaremos por C((a,b), r) la circunferencia de centro (a,b) y radio r. Di-
cha circunferencia es la imagen de la aplicación γ : [−π,π] → R2, γ(t) = (a+ r cost,b+ r sent).
Como ‖γ ′(t)‖ =


√
(−r sent)2 + r2cos2 t = r, si f es un campo escalar definido en los puntos de


dicha circunferencia tenemos que


w


C((a,b),r)


f = r
πw


−π
f (a+ r cost,b+ r sent)dt


Debido a la periodicidad de las funciones seno y coseno, podemos reemplazar en la integral
anterior el intervalo [−π,π] por cualquier intervalo de longitud 2π; por ejemplo, [0,2π].


Dados dos vectores x e y en Rn (n> 2), representaremos por [x,y] el segmento que une x con
y esto es, el conjunto {(1− t)x + ty : 0 6 t 6 1}. Dicho segmento es la imagen de la aplicación
γ : [0,1]→ Rn, γ(t) = (1− t)x+ ty. Como ‖γ ′(t)‖= ‖y−x‖, si f es un campo escalar definido en los
puntos de dicho segmento tenemos que


w


[x,y]


f = ‖y−x‖
1w


0


f ((1− t)x+ ty)dt


Con frecuencia hay que integrar sobre segmentos en R2 que son verticales u horizontales. En
estos casos podemos simplificar un poco los cálculos como sigue.


Un segmento horizontal es el que une dos puntos de la forma (a,u), (b,u). Una parametriza-
ción natural de dicho segmento es γ : [a,b] → R2, γ(t) = (t,u). Tenemos así que


w


[(a,u),(b,u)]


f =


bw


a


f (t,u)dt


Un segmento vertical es el que une dos puntos de la forma (u,a), (u,b). Una parametrización
natural de dicho segmento es γ : [a,b] → R2, γ(t) = (u,t). Tenemos así que


w


[(u,a),(u,b)]


f =


bw


a


f (u,t)dt


Con frecuencia es necesario calcular integrales de línea sobre curvas que no tienen derivada
continua pero que pueden expresarse como una yuxtaposición de curvas con derivada conti-
nua. Estas curvas se llaman curvas con derivada continua a trozos o caminos. Por ejemplo, si
unimos varios segmentos uno a continuación de otro obtenemos una poligonal que es un tipo
frecuente de camino. Otro ejemplo puedes verlo en la gráfica siguiente.


Γ1 Γ2 Γ3
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En esta gráfica las curvas γ1, γ2, γ3 se yuxtaponen para formar un camino que llamaremos γ.
En estas circunstancias se define


w


γ
f =


w


γ1


f +
w


γ2


f +
w


γ3


f


Es decir, para integrar una función sobre un camino se suman las integrales de dicha función
sobre las curvas con derivada continua que forman dicho camino. Por ejemplo, si usamos la
notación [z1,z2, . . . ,zn] para indicar una poligonal cuyos vértices son z1,z2, . . . ,zn, entonces


w


[z1,z2,...,zn]


f =
w


[z1,z2]


f +
w


[z2,z3]


f + · · ·+
w


[zn−1,zn]


f


2.2.1.2. Ejercicios


1. Calcula las siguientes integrales de línea de la función f sobre la curva γ.


a) f (x,y) = x2−y2, γ(t) = (cost,sent) donde 06 t 6 π.


b) f (x,y) = 2x, γ(t) = (t, t2) donde 06 t 6 1.


c) f (x,y,z) = ysenz, γ(t) = (cost,sent,t) donde 06 t 6 2π.


d) f (x,y,z) = xz, γ(t) = (6t,3
√


2t2,2t3) donde 06 t 6 1.


2. Calcula el área de la parte del cilindro x2 + y2 = ax que se encuentra dentro de la esfera
x2 +y2+z2 = a2.


3. Calcula la masa total de un alambre cuya forma es la de la curva y = logx comprendida
entre x1 = 1 y x2 = e, si la densidad lineal (gr/cm) en cada punto del alambre es igual al
cuadrado de su abscisa.


4. Calcula la integral de la función f (x,y)= xya lo largo de la poligonal [(1,0),(0,1),(−1,0),(1,0)].


2.2.2. Integral de línea de un campo vectorial


Sea γ : [a,b] → Rn una curva suave y sea F : A → Rn un campo vectorial continuo definido
en un conjunto A ⊂ Rn que contiene a la imagen de γ, esto es, γ([a,b]) ⊂ A. La componente
tangencial de F sobre γ en un punto γ(t) es la proyección ortogonal del vector F(γ(t)) sobre
el vector tangente unitario a γ en el punto γ(t), es decir, es el vector


〈
F(γ(t))


∣∣T(t)
〉


T(t) donde
T(t) = γ ′(t)/‖γ ′(t)‖. Es usual representar por F.T el campo escalar que a cada punto de la curva
γ hace corresponder el producto escalar


〈
F(γ(t))


∣∣T(t)
〉


.


2.2 Definición. La integral de línea de F sobre γ se define como la integral de línea del campo
escalar F.T sobre γ, esto es, el número dado por


w


γ
F =


w


γ
F.T =


bw


a


〈
F(γ(t))


∣∣T(t)
〉
‖γ ′(t)‖dt =


bw


a


〈
F(γ(t))


∣∣γ ′(t)
〉


dt (2.2)


Expresando el campo vectorial y la curva por medio de sus funciones componentes
F(x) =


(
F1(x),F2(x), . . . ,Fn(x)


)
y γ(t) =


(
γ1(t),γ2(t), . . . ,γn(t)


)
, tenemos que


w


γ
F =


bw


a


F(t).γ ′(t)dt =


n∑


k=1


bw


a


Fk(γ(t))γk
′(t)dt
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2.2.2.1. Observaciones


Para esta integral suelen emplearse las notaciones
w


γ
F.T ds,


w


γ
F.dγ


No olvides que con frecuencia en Física se usa la letra r en lugar de γ para representar la
curva sobre la que se integra.


Para n= 2, poniendo γ(t)= (x(t),y(t))= x(t)i+y(t)j , F(x,y)= (P(x,y),Q(x,y))= P(x,y)i+Q(x,y)j ,
la integral (2.2) se expresa en la forma


w


γ
F =


bw


a


〈
F(x(t),y(t))


∣∣(x′(t),y′(t))
〉


dt =


bw


a


(
P(x(t),y(t))x′(t)+Q(x(t),y(t))y′(t)


)
dt


En este caso son frecuentes la notaciones
w


γ
P(x,y)dx +Q(x,y)dy,


w


γ
Pdx +Qdy


para representar la integral de línea del campo vectorial F(x,y) = P(x,y)i +Q(x,y)j sobre γ.


Para n= 3, poniendo γ(t)= (x(t),y(t),z(t))= x(t)i+y(t)j +z(t)k, F(x,y,z)= (P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z))=


P(x,y,z)i +Q(x,y,z)j +R(x,y,z)k, tenemos que


w


γ
F =


bw


a


〈
F(x(t),y(t),z(t))


∣∣ (x′(t),y′(t),z′(t))
〉


dt =


=


bw


a


(
P(x(t),y(t),z(t))x′(t)+Q(x(t),y(t),z(t))y′(t)+R(x(t),y(t),z(t))z′(t)


)
dt


En este caso son frecuentes la notacionesw


γ
P(x,y,z)dx +Q(x,y,z)dy +R(x,y,z)dz,


w


γ
Pdx +Qdy +Rdz


para representar la integral de línea del campo vectorial F(x,y,z)= P(x,y,z)i+Q(x,y,z)j +R(x,y,z)k
sobre γ.


La integral de línea de un campo vectorial sobre una curva suave depende de la orienta-
ción de la misma. Precisemos esta idea. Toda curva γ : [a,b]→Rn tiene una orientación natural
que es la que establece el sentido de recorrido de la curva conforme el punto γ(t) se desplaza
desde γ(a) hasta γ(b) a medida que el parámetro t aumenta desde t = a hasta t = b. La curva
∼ γ : [a,b] → Rn definida por ∼ γ(t) = γ(a+ b− t) para todo t ∈ [a,b], se llama curva opuesta de
γ. Observa que ∼ γ es la misma curva γ recorrida en sentido contrario pues el punto ∼ γ(t) se
desplaza desde γ(b) hasta γ(a) a medida que el parámetro t aumenta desde t = a hasta t = b.
Teniendo en cuenta que (∼ γ) ′(t) = −γ ′(a+b− t), tenemos que


w


∼γ
F =


bw


a


〈
F(γ(a+b− t))


∣∣− γ ′(a+b− t)
〉


dt = [a+b− t = u] = −
bw


a


〈
F(γ(u))


∣∣γ ′(u)
〉


du = −
w


γ
F


La integral de línea de un campo vectorial sobre un camino formado por yuxtaposición de
curvas suaves se define como la suma de las integrales de línea de dicho campo vectorial sobre
las curvas suaves que forman el camino.
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2.2.2.2. Ejemplos


� Trabajo. Consideremos un camino r : [a,b] → Rn cuya imagen está en una región A⊂ Rn en
la que está definido un campo vectorial F : A→ Rn que a cada punto x∈A asigna un vector F(x)


que interpretamos como una fuerza que actúa en x. El trabajo, W, realizado por el campo de
fuerzas F al desplazar una partícula a lo largo del camino r viene dado por la integral de línea
de F sobre el camino r .


W =
w


r


F.dr


� Ley de Ampère. Se comprueba experimentalmente que un largo alambre recto que lleva
una corriente estacionaria I produce un campo magnético B. La relación entre la corriente I


del conductor y el campo magnético (densidad de flujo magnético) B producido por la misma,
viene dada por la ley de Ampére que establece que la integral de línea de B sobre cualquier
curva de Jordan suave r que rodee al conductor es igual a µ0I .


w


r


B.dr = µ0I


� Circulación de un campo vectorial a lo largo de un camino. Consideremos un camino
r : [a,b]→ Rn cuya imagen está en una región A⊂ Rn en la que está definido un campo vectorial
F : A→ Rn. La circulación de F a lo largo del camino r es el número dado por


w


r


F.dr .


Como acabamos de ver, dependiendo de su naturaleza, la circulación de un campo admite
distintas interpretaciones.


2.2.2.3. Ejercicios


1. Calcula la integral de los siguientes campos vectoriales, F, a lo largo de los caminos r que
se indican en cada caso.


a) F(x,y) = x2y3i −y
√


xj , r(t) = t2i − t3j , 06 t 6 1.


b) F(x,y,z) = xyi +yzj +zxk, γ(t) = t i + t2j + t3k, 06 t 6 1.


c) F(x,y,z) = xi +yj +zk, γ(t) = sent i +cost j + t k, 06 t 6 2π.


d) F(x,y,z) = yi −xj +k, γ(t) = cos3 t i +sen3 t j +(t3/2π)k, 06 t 6 3√2π .


2. Calcula las siguientes integrales


a)
w


r


xydx+(x−y)dy, donde r es la poligonal [(0,0),(2,0),(3,2)].


b)
w


r


x
√


ydx+ 2y
√


xdy, donde r es el camino formado por la yuxtaposición del primer


cuadrante de la circunferencia unidad y el segmento [(0,1),(4,3)].


c)
w


r


(xy+ logx)dy, donde r es el segmento de la parábola y = x2 desde el punto (1,1) al


punto (3,9).


d)
w


r


yzdy+xydz, r(t) =
√


t i + t j + t2k, 06 t 6 1.
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3. Calcula el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x,y) = (x+ y,x− y) para llevar un
punto material desde el origen de coordenadas hasta el punto (2,0) en cada uno de los
siguientes casos.


a) A través del segmento que une dichos puntos.


b) A través de la semicircunferencia (x−1)2 +y2 = 1, y> 0.


c) A través de la semicircunferencia (x−1)2 +y2 = 1, y6 0.


4. Calcula el trabajo realizado por el campo de fuerzas G(x,y,z) = (x,y,z) para llevar un punto
material desde el origen de coordenadas hasta el punto (1,1,1) en cada uno de los siguien-
tes casos.


a) A través del segmento que une dichos puntos.


b) A través de la poligonal [(0,0,0),(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)].


5. Calcula el trabajo realizado por el campo gravitacional creado por una masa M situada
en el origen de coordenadas para trasladar una partícula de masa unidad desde el punto
(1,1,1) al punto (2,2,2) a través del segmento que une dichos puntos.


2.3. Campos conservativos


Recuerda que una integral de línea de un campo vectorial depende de dos funciones: el
campo vectorial F y el camino γ; hay que conocer dichas funciones para poder calcular la inte-
gral. Para ello, todo lo que necesitas es obtener una primitiva, G, de la función g(t)=


〈
F(γ(t))


∣∣ γ ′(t)
〉


y aplicar la regla de Barrow


w


γ
F =


bw


a


〈
F(γ(t))


∣∣γ ′(t)
〉


dt =


bw


a


g(t)dt = G(b)−G(a)


Observa que la función g depende del camino γ. Puede ocurrir que dos caminos γ1 y γ2 tengan
los mismos puntos inicial y final pero las integrales


w


γ1


F y
w


γ2


F sean distintas. El siguiente im-


portante resultado nos dice que los campos vectoriales con la propiedad de que sus integrales
de línea sobre cualquier camino dependen solamente de los puntos inicial y final del camino
son campos de gradiente, y nos muestra cómo calcular una integral de línea de un campo de
gradiente.


2.3 Teorema. Sea F : A→Rn, donde A es un conjunto abierto enRn, un campo vectorial continuo.


Las siguientes afirmaciones son equivalentes.


a) Para todo camino cerrado γ en A se verifica que
w


γ
F = 0.


b) La integral de línea de F es independiente del camino, es decir, cualesquiera sean los caminos


γ1 y γ2 en A con los mismos puntos inicial y final se verifica que
w


γ1


F =
w


γ2


F.


c) F es un campo de gradiente, es decir, existe un campo escalar f : A→ R con derivadas parciales


continuas tal que F(x) = ∇ f (x) para todo x∈A.


Si el campo F verifica alguna de estas afirmaciones, en cuyo caso las verifica todas, se dice que es


un campo conservativo (en A).
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Demostración. Es fácil probar que a) es equivalente a b). No es tan fácil probar que b) implica c)
y no lo haremos aquí. Probaremos que c) implica b). Para ello supongamos que hay un campo
escalar f : A → R con derivadas parciales continuas tal que F(x) = ∇ f (x) para todo x∈A. Sea
γ : [a,b] → Rn una curva suave en A, entonces, por la regla de la cadena, se tiene que la función
G(t) = f (γ(t)) es derivable y


G′(t) =
〈
∇ f (γ(t))


∣∣ γ ′(t)
〉


=
〈
F(γ(t))


∣∣γ ′(t)
〉


Es decir, G(t) = f (γ(t)) es una primitiva de
〈
F(γ(t))


∣∣ γ ′(t)
〉


, luego


w


γ
F =


bw


a


〈
F(γ(t))


∣∣γ ′(t)
〉


dt =


bw


a


G′(t)dt = G(b)−G(a) = f (γ(b))− f (γ(a))


Lo que prueba que la integral de F a lo largo de γ solamente depende de los puntos inicial y final
de γ, por tanto cualesquiera sean los caminos γ1 y γ2 en A con los mismos puntos inicial y final
se verifica que


w


γ1


F =
w


γ2


F. �


2.4 Definición. Un conjunto abierto A⊂ Rn con la propiedad de que dos puntos cualesquiera
de A pueden unirse por medio de una curva contenida en A se llama un dominio.


Si F es conservativo en un dominio A, el campo escalar f : A → R de clase C1 tal que
F(x) = ∇ f (x) para todo x∈A está determinado de manera única salvo una constante aditiva
y se llama una función potencial de F en A. Si γ : [a,b] → Rn es un camino en A y F(x) = ∇ f (x)


para todo x∈A, según hemos visto en la demostración del teorema (2.3), se verifica que


w


γ
F =


w


γ
∇ f .dγ = f


(
γ(b)


)
− f
(
γ(a)


)


2.5 Ejemplo. El campo eléctrico producido por una carga puntual Q situada en un punto
(a,b,c) viene dado por


E(x,y,z) =
Q


4πε
(x−a,y−b,z−c)


(
(x−a)2+(y−b)2+(z−c)2


)3/2
, (x,y,z)∈R3 \ {(a,b,c)}


Es fácil comprobar que la función


f (x,y,z) = − Q
4πε


1√
(x−a)2+(y−b)2+(z−c)2


es una función potencial para E en R3\ {(a,b,c)}. �


Análogamente se prueba que el campo gravitacional producido por un objeto de masa M es
conservativo.


La ley de Ampére nos dice que el campo magnético producido por una corriente eléctrica
estacionaria no es conservativo.
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2.3.1. Conservación de la energía en un campo de fuerzas conservativo


a) Supongamos un objeto de masa mque recorre una trayectoria r : [a,b]→ R3 de modo que
en cada punto r(t) de la trayectoria actúa sobre el móvil una fuerza total F(r(t)). En virtud de la
segunda ley de Newton del movimiento, se verificará que la fuerza total F(r(t)) que actúa sobre
el móvil en cada punto de la trayectoria está relacionada con la aceleración a(t) = r ′′(t) por la
igualdad F(r(t)) = mr ′′(t). En consecuencia, el trabajo realizado por dicha fuerza es


W =
w


r


F.dr =


bw


a


F(r(t)).r ′(t)dt =


bw


a


mr ′′(t).r ′(t)dt =
m
2


bw


a


d
dt


(
r ′(t).r ′(t)


)
dt =


=
m
2


(
‖r ′(b)‖2−‖r ′(a)‖2)=


1
2


mv(b)2− 1
2


mv(a)2


donde hemos representado con v(t) = ‖r ′(t)‖ la rapidez del móvil en el instante t. La cantidad
1
2 mv(t)2 se llama energía cinética. Hemos probado así que el trabajo que realiza una fuerza
sobre un móvil es igual al incremento que experimenta la energía cinética del mismo debido
a la acción de dicha fuerza.


b) Supongamos ahora que un móvil se mueve dentro de un campo de fuerzas conservativo
Fc(x,y,z) = ∇ f (x,y,z) donde f es un campo escalar. En estas condiciones se define la energía
potencial, P(x,y,z), de un objeto en el punto (x,y,z) por la igualdad P(x,y,z) = − f (x,y,z) y, en
consecuencia, Fc(x,y,z) = −∇P(x,y,z). En esta situación, por lo visto en el teorema (2.3), se veri-
fica que


Wc =
w


r


Fc.dr = −
w


r


∇P.dr = P(r(a))−P(r(b))


Igualdad que expresa que el trabajo realizado por un campo de fuerzas conservativo al mover
un objeto a lo largo de un camino es igual a la diferencia de la energía potencial del objeto en
los punto inicial y final del camino.


c) Si además de las fuerzas del campo conservativo Fc actúa sobre el móvil en cada punto
r(t) de su trayectoria una fuerza exterior Fe, entonces la fuerza total que actúa sobre el móvil
será F = Fc +Fe y el trabajo realizado por dicha fuerza viene dado por


W =
1
2


mv(b)2− 1
2


mv(a)2 =
w


r


F.dr =
w


r


Fc.dr +
w


r


Fe.dr =


=P(r(a))−P(r(b))+
w


r


Fe.dr


de donde se sigue que el trabajo realizado por las fuerzas exteriores al campo viene dado por
w


r


Fe.dr =


(
1
2


mv(b)2 +P(r(b))


)
−
(


1
2


mv(a)2 +P(r(a))


)


d) En particular, si sobre el móvil no actúan fuerzas exteriores, Fe = 0, y el móvil se desplaza
debido solamente a la acción del campo Fc deducimos que


1
2


mv(b)2 +P(r(b)) =
1
2


mv(a)2 +P(r(a))


Igualdad que expresa que la suma de la energía cinética y de la energía potencial del objeto
permanece constante. Este resultado se conoce como ley de conservación de la energía y es
válida para campos conservativos.
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2.3.2. Condiciones necesarias para que un campo sea conservativo


El siguiente resultado, fácil de probar, proporciona condiciones necesarias para que un
campo sea conservativo.


2.6 Proposición. Sea A⊂ Rn un abierto y F : A→ Rn un campo vectorial de clase C1. Pongamos


F(x) = (F1(x),F2(x), . . . ,Fn(x)). Condiciones necesarias para que F sea conservativo en A es que se


verifiquen las igualdades


∂Fi


∂x j
(x) =


∂Fj


∂xi
(x) ∀x∈A,16 i < j 6 n (2.3)


Observa que las igualdades (2.3) expresan que la matriz jacobiana de F es simétrica. Para
el caso de un campo vectorial de dos variables F(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) las condiciones (2.3) se
reducen a


∂P
∂y


(x,y) =
∂Q
∂x


(x,y) (2.4)


Para el caso de un campo vectorial de tres variables F(x,y,z) = (P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z)) las
condiciones (2.3) se reducen a


∂P
∂y


(x,y,z) =
∂Q
∂x


(x,y,z),
∂P
∂z


(x,y,z) =
∂R
∂x


(x,y,z),
∂Q
∂z


(x,y,z) =
∂R
∂y


(x,y,z) (2.5)


Es natural preguntarse si estas condiciones necesarias son también suficientes para que un
campo sea conservativo. La respuesta es que, en general, no son suficientes. Por ejemplo, el
campo F : R2 \ {(0,0)}→ R dado por


F(x,y) =


( −y
x2 +y2 ,


x
x2 +y2


)
(2.6)


satisface las igualdades (2.4) pues


∂P
∂y


(x,y) =
∂
∂y


( −y
x2 +y2


)
=


y2−x2


(x2 +y2)2 =
∂
∂x


(
x


x2 +y2


)
=


∂Q
∂x


(x,y)


Sin embargo la integral de dicho campo en la circunferencia unidad es igual a


w


C((0,0),1)


F =


πw


−π


〈
(−sent,cost)


∣∣(−sent,cost)
〉


dt =


πw


−π
dt = 2π , 0


lo que prueba que el campo no es conservativo.


Por tanto, las condiciones necesarias (2.3) no son en general suficientes para asegurar que
un campo que las cumpla sea conservativo en A. Cuando un campo vectorial verifica las con-
diciones (2.3) se dice que es localmente conservativo en el abierto A.


2.7 Definición. Un dominio se llama simplemente conexo cuando todo camino cerrado en el
dominio puede deformarse de forma continua sin salirse del dominio hasta convertirlo en un
punto del dominio.
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La formalización matemática de la idea intuitiva de deformación continua es complicada
y considero innecesario precisarla aquí. Intuitivamente, un dominio simplemente conexo en
R


2 es un dominio que no tiene agujeros. Pero esta idea intuitiva ya no sirve para dimensiones
mayores que 2. Si a R2 le quitamos un punto (o un conjunto finito de puntos) obtenemos un
dominio que no es simplemente conexo; si esto mismo lo hacemos con R3 el dominio que
obtenemos es simplemente conexo. Un ejemplo de dominio simplemente conexo en R2 es una
región acotada del plano cuya frontera es una curva cerrada y simple.


El siguiente resultado establece condiciones suficientes para que un campo localmente
conservativo sea conservativo.


2.8 Teorema (Condiciones suficientes). Sea A⊂ Rn un abierto y F : A→ Rn un campo vectorial


de clase C1 que es localmente conservativo en A. Entonces se verifica que F es conservativo en todo


dominio simplemente conexo D ⊂ A.


Un resultado que es equivalente al anterior y muy útil para calcular integrales de línea de
campos vectoriales es el siguiente.


2.9 Teorema. Sea A⊂Rn un abierto y F : A→Rn un campo vectorial de clase C1 que es localmente


conservativo en A. Sean γ1 y γ2 dos caminos cerrados en A (o bien dos caminos con los mismos


puntos inicial y final) tales que es posible deformar continuamente el camino γ1 en el camino


γ2 sin salirse de A (manteniendo fijos los puntos inicial y final), entonces se verifica que
w


γ1


F =
w


γ2


F


2.3.2.1. Ejercicios


1. Estudia si los siguientes campos son conservativos en el dominio que se indica en cada
caso. Cuando el campo sea conservativo calcula la función potencial que se anula en el
origen.


a) F(x,y) = (x−y)i +(y+y2x)j , A = R2.


b) F(x,y) = (x3 +3y2x)i +(−y3+3yx2)j , A = R2.


c) F(x,y) = (2xcosy−ycosx)i +(−x2seny−senx)j , A = R2.


d) F(x,y,z) = 2xy3z4i +3x2y2z4j +4x2y3z3k, A = R3.


2. a) Justifica que el campo vectorial F(x,y) =


(
1
2


log(x2 +y2),−arctg
y
x


)
es conservativo


en el abierto Ω = {(x,y) : x > 0}.


b) Sean x > 0, y∈R (puedes suponer que x > 1 e y > 0). Pongamos a = (1,0), b = (x,0),
c = (x,y). Calcula la función


f (x,y) =
w


[a,b]


F.dr +
w


[b,c]


F.dr


y comprueba que es una función potencial de F en Ω.


3. a) Justifica que el campo vectorial F(x,y) =


( −2xy
(1+x2)2 +y2 ,


1+x2


(1+x2)2 +y2


)
es conserva-


tivo en R2.
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b) Pongamos a = (0,0), b = (x,0), c = (x,y). Calcula la función


f (x,y) =
w


[a,b]


F.dr +
w


[b,c]


F.dr


y comprueba que es una función potencial de F.


4. Calcula las siguientes integrales de línea.


a)
w


r


ydx +xdy, r(t) = (t +1)cos4 t i +(t/π +sen4 t)j , 06 t 6 π.


b)
w


r


(z3 +2xy)dx +x2dy +3xz2dz, r(t) = [(1,1,2),(1,1,1),(0,1,1),(1,2,2),(2,1,1)].


c)
w


r


(2xz+seny)i +xcosyj +x2k, r(t) = cost i +sent j + t k, 06 t 6 2π.


d)
w


r


4xez i +cosyj +2x2ezk, r(t) = t i + t2j + t4k, 06 t 6 1.


5. Indica algunos dominios en los que el campo F : R2 \ {(0,0)}→ R2 dado por


F(x,y) =


( −y
x2 +y2 ,


x
x2 +y2


)


sea conservativo. Calcula la integral de dicho campo sobre la circunferencia de centro
(1,1) y radio 1.


6. Estudia si el campo F : R2\{(0,0)}→R2 dado por F(x,y) =


(
2xy


(x2 +y2)2 ,
y2−x2


(x2 +y2)2


)
es con-


servativo en R2 \ {(0,0)} (ten en cuenta que R2 \ {(0,0)} no es un dominio simplemente
conexo).


2.4. Teorema de Green


La versión más elemental del teorema de Green relaciona una integral de línea sobre una
curva cerrada y simple en R2 y una integral doble sobre la región acotada por la curva. Se dice
que una curva γ cerrada y simple en R2 está orientada positivamente cuando se recorre en
sentido contrario a las agujas del reloj. En otras palabras, cuando recorremos la curva γ en el
sentido que indica su vector tangente en cada punto, la región interior de γ queda siempre a
nuestra izquierda.


Observa que estamos usando un resultado, conocido como teorema de la curva de Jordan,
que afirma que una curva γ enR2 cerrada y simple divide al plano en dos regiones disjuntas cuya
frontera común es la curva. Una de las regiones está acotada y se llama interior de γ y la otra se
llama exterior de γ. Este resultado tan intuitivo es muy difícil de demostrar. Nos apoyamos en él
más que nada por comodidad de lenguaje pues para lo que estamos haciendo puede evitarse
su uso.


Una definición matemática más precisa de lo que se entiende por orientación positiva es la
siguiente. Sea γ una curva suave cerrada y simple; llamemos D a la región interior de γ y sea P∈γ
un punto de γ. La curva γ tiene en P dos vectores normales unitarios que son opuestos entre sí.
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Sea N un vector normal unitario a γ en P. Se dice que N es la normal interior a γ en P si hay un
número δ > 0 tal que P+ tN∈D y P− tN < D siempre que 0 < t < δ (esta condición expresa que
si se avanza un poquito desde P en la dirección de N se entra en D y si se avanza en la dirección
opuesta a N se sale de D). Se dice que γ está orientada positivamente cuando el determinante
de la matriz cuya primera fila es el vector tangente unitario a γ en un punto t y cuya segunda
fila es el vector normal interior a γ en un punto t es siempre positivo (de hecho, igual a 1). Esto
es lo mismo que exigir que el giro que lleva el vector tangente unitario al vector normal interior
sea siempre en sentido contrario a las agujas del reloj.


La siguiente gráfica muestra un ejemplo de una curva cerrada simple positivamente orien-
tada. Observa que el giro que lleva el vector tangente (en azul) al vector normal interior (en
verde) es siempre en sentido contrario a las agujas del reloj.


x


y


D


Γ


2.10 Teorema (Teorema de Green). Sea γ un camino cerrado y simple en R2 que está orientado


positivamente y sea D la región del plano limitada por γ. Sean P, Q campos escalares con deri-


vadas parciales de primer orden continuas definidos en un abierto que contiene a D. En estas


condiciones se verifica que la integral de línea del campo F(x,y) = P(x,y)i + Q(x,y)j sobre el ca-


mino γ es igual a la integral doble de la función
∂Q
∂x


(x,y)− ∂P
∂y


(x,y) sobre D. Es decir


w


γ
F =


w


γ
P(x,y)dx +Q(x,y)dy =


"
D


(
∂Q
∂x


(x,y)− ∂P
∂y


(x,y)


)
d(x,y)


Es frecuente representar con ∂D la curva frontera de D, es decir γ, orientada positivamente.


El teorema de Green permite facilitar el cálculo de algunas integrales de línea (o de integra-
les dobles) transformándolas en integrales dobles (o en integrales de línea).


Una aplicación del teorema de Green es para calcular áreas. Como el área de la región D


viene dada por
"


D
1d(x,y) podemos transformar esta integral doble en una integral de línea


sobre la frontera ∂D sin más que elegir funciones P, Q tales que
∂Q
∂x


(x,y)− ∂P
∂y


(x,y) = 1. Hay


muchas posibilidades pero las más sencillas son P(x,y) = 0, Q(x,y) = x; P(x,y) = −y, Q(x,y) = 0;
P(x,y) = −y/2, Q(x,y) = x/2; por lo que obtenemos las siguientes expresiones para el área:


Área(D) =


"
D


1d(x,y) =
w


∂D


x dy = −
w


∂D


y dx =
1
2


w


∂D


x dy−y dx


El teorema de Green también es válido para regiones acotadas por caminos de Jordan en
las que se han hecho agujeros, es decir regiones acotadas cuya frontera está formada por va-
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rios caminos de Jordan que no tienen puntos comunes siempre que cada camino frontera esté
orientado de modo que la región quede siempre a la izquierda cuando se recorre dicho camino.
Esto significa que el camino frontera más exterior de todos (aquel en cuyo interior se encuentra
contenida la región) debe tener orientación positiva y los restantes caminos frontera (los que
forman los agujeros – la región se encuentra en el exterior de los mismos) deben tener orienta-
ción negativa (recorrido en el sentido de las agujas del reloj). En otras palabras, representando
por Γ la unión de todas las curvas frontera, debe ocurrir que el determinante de la matriz cu-
ya primera fila es el vector tangente unitario a Γ en un punto t y cuya segunda fila es el vector
normal interior a Γ en un punto t es siempre positivo (de hecho, igual a 1).


2.11 Teorema (Teorema de Green para dominios con agujeros). . Sea F(x,y) = P(x,y)i +Q(x,y)j
un campo de clase C1 definido en un abierto A⊂ R2. Sean γ, γ1, γ2, . . . ,γk, curvas de Jordan en A


disjuntas dos a dos tales que:


• γ1, γ2, . . . ,γk se encuentran en el interior de γ.


• γi se encuentra en el exterior de γ j para i , j.


• Todas las curvas γ, γ1, γ2, . . . ,γk, están orientadas positivamente (sentido antihorario).


Sea D la región obtenida por la intersección del interior de γ con el exterior de cada una de las


curvas γ1, γ2, . . . ,γk. En estas hipótesis se verifica que


w


γ
F.dγ −


k∑


j=1


w


γ j


F.dγj =


"
D


(
∂Q
∂x


(x,y)− ∂P
∂y


(x,y)


)
d(x,y) (2.7)


En particular, si el campo F(x,y) = P(x,y)i +Q(x,y)j es localmente conservativo en un abierto que


contiene a D, se verifica que
w


γ
F.dγ =


k∑


j=1


w


γ j


F.dγj (2.8)


Observa que en el enunciado del teorema hemos supuesto que todas las curvas tienen
orientación antihoraria y por eso, en la igualdad (2.7), las integrales sobre las curvas interio-
res se restan en lugar de sumarse.


La igualdad (2.8) es muy útil porque permite reducir el cálculo de una integral de línea de
un campo conservativo sobre una curva γ que puede ser complicada, al cálculo de una o varias
integrales sobre curvas sencillas (por ejemplo, circunferencias).


La siguiente gráfica muestra un ejemplo de un dominio como el que se considera en el
enunciado del teorema.


x


y


Γ1


Γ2


D


Γ
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Naturalmente, la razón de considerar dominios con agujeros es porque se supone que en
esos agujeros el campo tiene algún tipo de singularidad. Con frecuencia un agujero está produ-
cido por un punto en el que el campo se hace infinito.


2.4.1.2. Ejercicios


1. Comprueba la validez del teorema de Green en cada uno de los siguientes casos.


a) F(x,y) = xy2i −yx2j , γ(t) = (cost,sent), 06 t 6 2π.


b) F(x,y) = xyi +y3x2j , γ = [(0,0),(1,0),(1,2),(0,0)].


c) F(x,y) = (x2 +y2)i +2xyj , γ es el camino obtenido por la yuxtaposición del segmento
de parábola y = x2 de (0,0) a (2,4) y de la poligonal [(2,4),(0,4),(0,0)].


2. Utiliza el teorema de Green para calcular el área de las regiones del plano limitadas por
las siguientes curvas.


a) La elipse, γ(t) = (acost,bsent), 06 t 6 2π, donde a > 0, b > 0.


b) La astroide, γ(t) = (acos3 t,asen3 t), 06 t 6 2π, donde a > 0.


c) Un arco de cicloide, γ(t) = a(t −sent)i +a(1−cost)j , 06 t 6 2π, donde a > 0.


d) Una poligonal cerrada orientada positivamente γ = [(x1,y1),(x2,y2),(x3,y3), . . . ,(xn,yn),(x1,y1)].


3. Utiliza el teorema de Green para calcular las siguientes integrales de línea.


a)
w


γ
ey dx +2xey dy donde γ = [(0,0),(1,0),(1,1),(0,1),(0,0)].


b)
w


γ
x2y2dx +4xy3dy donde γ = [(0,0),(1,3),(0,3),(0,0)].


c)
w


γ
(y+ex3


)dx +(2x+cos(y2))dy donde γ es la curva frontera de la región limitada por


las parábolas y = x2, x = y2.


d)
w


γ
(x3− y3)dx +(x3 + y3)dy donde γ es la curva frontera de la región limitada por las


circunferencias x2 +y2 = 1 y x2 +y2 = 9.


e)
w


γ
(cosx− 1


6
x2y3)dx+(


1
6


x3y2+2ey)dy donde γ es la elipse positivamente orientada
x2


4
+


y2


9
= 1.


f )
w


Γ


(
ex2 −y3)dx +


(
ey2


+x3)dy. Donde Γ es la frontera positivamente orientada de la


región del plano Ω limitada por las circunferencias γ1 = C((0,1),1) y γ2 = C((0,2),2).


4. El centroide de una región plana D ⊂ R2 se define como el punto (c1,c2) cuyas coordena-
das vienen dadas por


c1 =
1


Área(D)


"
D


xd(x,y) , c2 =
1


Área(D)


"
D


yd(x,y)


Supuesto que D es la región limitada por un camino cerrado simple, γ, justifica que


c1 =
1


2Área(D)


w


γ
x2dy, c2 = − 1


2Área(D)


w


γ
y2dx
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a) Calcula el centroide del triángulo de vértices (0,0), (1,0) y (0,1).


b) Calcula el centroide de un semicírculo de radio R.


5. Haz uso del teorema de Green para dominios con agujeros, o bien del teorema (2.9), para
probar que la integral de línea del campo F : R2 \ {(0,0)}→ R2 dado por


F(x,y) =


( −y
x2 +y2 ,


x
x2 +y2


)


sobre cualquier curva cerrada simple que rodee el origen es igual a 2π.


Prueba de la misma forma que la integral de línea del campo


F(x,y) =


(
2xy


(x2 +y2)2 ,
y2−x2


(x2 +y2)2


)


sobre cualquier curva cerrada simple que rodee el origen es igual a 0.
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Lección3


Rotacional y divergencia


3.1. Rotacional y divergencia de un campo vectorial


Para dar una interpretación intuitiva del significado físico del rotacional y de la divergencia
de un campo vectorial es conveniente considerar en primer lugar campos bidimensionales.


Sea F(x,y) = P(x,y)i +Q(x,y)j un campo vectorial de clase C1, sea γ un camino cerrado simple
positivamente orientado y D la región del plano limitada por γ. El teorema de Green afirma que


w


γ
F =


w w


D


(
∂Q
∂x


(x,y)− ∂P
∂y


(x,y)


)
d(x,y) (3.1)


Como ya sabes, la integral
r


γ F se llama circulación del campo F a lo largo de γ. Para dar una in-
terpretación de dicha integral consideremos que el campo F(x,y) = P(x,y)i+Q(x,y)j es el campo
de velocidades de un fluido plano, esto es, F(x,y) es el vector velocidad del fluido en el punto
(x,y). Se supone que la velocidad no depende del tiempo sino solamente de las coordenadas
espaciales del punto, es decir, que se trata de un fluido estacionario. En cada punto γ(t) del ca-
mino γ la velocidad del fluido es F(γ(t)); la proyección ortogonal de dicho vector sobre el vector
unitario tangente a γ en el punto γ(t) es el vector


〈
F(γ(t))


∣∣T(t)
〉


T(t), donde T(t) = γ ′(t)/‖γ ′(t)‖.
Este vector tiene el mismo sentido que el vector tangente si el número


〈
F(γ(t))


∣∣γ ′(t)
〉


es positivo
y distinto sentido cuando dicho número es negativo; en el primer caso la velocidad del fluido
en el punto γ(t) va en el mismo sentido que el del recorrido de la curva y en el segundo caso la
velocidad del fluido en el punto γ(t) va en sentido opuesto al del recorrido de la curva.


La siguiente gráfica muestra un campo vectorial.


32
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La siguiente gráfica muestra una curva cerrada simple positivamente orientada (una elipse);
en dos puntos de la misma se representan los vectores del campo anterior en rojo, los vectores
tangente en azul y las proyecciones ortogonales de los primeros sobre los segundos en negro.
En uno de los puntos la proyección ortogonal tiene el mismo sentido que el vector tangente y
en el otro tiene sentido opuesto.


Puesto que
r


γ F =
r b


a


〈
F(γ(t))


∣∣ γ ′(t)
〉


dt , si el valor de esta integral es positivo esto nos dice que
el fluido circula a lo largo de la curva γ en el mismo sentido que el definido por la orientación
de γ y si el valor de esta integral es negativo entonces el fluido circula a lo largo de la curva γ
en sentido opuesto al de la orientación de γ. Si el valor de la integral es nulo es porque no hay
circulación neta del fluido a lo largo de γ.


Supongamos que
r


γ F > 0. En tal caso, por la continuidad del campo, se verificará también
que


r
σ F > 0 para todo camino cerrado simple σ positivamente orientado que esté “suficiente-


mente próximo” al camino γ. Deducimos que en este caso se formará en las proximidades de γ
un pequeño tubo que el fluido recorrerá en sentido antihorario.


Consideremos ahora la igualdad (3.1) y supongamos que en un punto (a,b) se verifica que
∂Q
∂x (a,b)− ∂P


∂y (a,b) > 0. Entonces, por la continuidad de las derivadas parciales, se tendrá que
∂Q
∂x (x,y)− ∂P


∂y (x,y) > 0 para todo punto (x,y) en un disco centrado en (a,b) de radio suficiente-
mente pequeño. Si γ es cualquier camino de Jordan contenido en dicho disco, se deduce de
dicha igualdad que la circulación del campo a lo largo de dicho camino será en sentido antiho-
rario y concluimos que en el punto (a,b) se formará un pequeño remolino.


Una propiedad, fácil de justificar, de las integrales dobles afirma que si h es una función
continua en una región del plano D cerrada y acotada entonces hay algún punto (a,b)∈D para
el que se verifica la igualdad


!
D


h(x,y)d(x,y) = h(a,b)Área(D).
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Usando esta propiedad y teniendo en cuenta la igualdad (3.1) es fácil probar que


lı́m
ρ→0


1
πρ2


w


C((a,b),ρ)


F = lı́m
ρ→0


1
πρ2


w


C((a,b),ρ)


P(x,y)dx +Q(x,y)dy =
∂Q
∂x


(a,b)− ∂P
∂y


(a,b)


El número ∂Q
∂x (x,y)− ∂P


∂y (x,y) se llama rotación del campo F en el punto (x,y). Se dice que el


campo es irrotacional cuando ∂Q
∂x (x,y)− ∂P


∂y (x,y) = 0 para todo punto (x,y) de su dominio de
definición.


Como consecuencia también del teorema de Green, sin más que cambiar Q por P y P por
−Q, se verifica la igualdad


w


γ
P(x,y)dy−Q(x,y)dx =


"
D


(
∂P
∂x


(x,y)+
∂Q
∂y


(x,y)


)
d(x,y) (3.2)


Pongamos γ(t) = (x(t),y(t)), a6 t 6 b. Tenemos que:


w


γ
P(x,y)dy −Q(x,y)dx =


bw


a


(
P(x(t),y(t))y′(t)−Q(x(t),y(t))x′(t)


)
dt =


=


bw


a


〈
P(x(t),y(t))i +Q(x(t),y(t))j


∣∣∣∣
y′(t)i −x′(t)j
‖y′(t)i −x′(t)j‖


〉
‖x′(t)i +y′(t)j‖ dt =


=


bw


a


〈
F(γ(t))


∣∣n(t)
〉
‖γ ′(t)‖ dt =


w


γ
F.n


Donde hemos representado por n(t) el vector unitario normal a la curva γ en el punto γ(t) que
apuntan hacia el exterior de la misma. Supuesto que la curva está orientada positivamente, n(t)


viene dado por:


n(t) =
y′(t)i −x′(t)j
‖y′(t)i −x′(t)j‖ =


y′(t)i −x′(t)j
‖x′(t)i +y′(t)j‖


La siguiente gráfica muestra una curva cerrada simple positivamente orientada (una elipse); en
dos puntos de la misma se representan los vectores del campo antes considerado en rojo, los
vectores normales unitarios exteriores en azul y las proyecciones ortogonales de los primeros
sobre los segundos en negro. En uno de los puntos la proyección ortogonal tiene el mismo
sentido que el vector normal exterior y en el otro tiene sentido opuesto.


Al igual que la proyección ortogonal del vector campo sobre el vector unitario tangente a
la curva mide la circulación del fluido a lo largo de la curva, la proyección ortogonal del vector
campo sobre el vector unitario normal exterior a la curva mide el flujo de fluido a través de
la curva, por ello, se define el flujo del campo a través del camino γ como la integral


w


γ
F.n. Si


dicha integral es positiva eso significa que sale más fluido del que entra (por lo que dentro de


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático


Prof. Javier Pérez
Cálculo vectorial. Series de fourier. Variable compleja







Rotacional y divergencia de un campo vectorial 35


la curva debe haber manantiales) y si es negativa significa que sale menos fluido del que entra
(por lo que dentro de la curva debe haber sumideros).


Hemos justificado la igualdad


w


γ
P(x,y)dy −Q(x,y)dx =


w


γ
F.n =


"
D


(
∂P
∂x


(x,y)+
∂Q
∂y


(x,y)


)
d(x,y)


A partir de aquí podemos razonar como lo hicimos anteriormente para obtener que


lı́m
ρ→0


1
πρ2


w


C((a,b),ρ)


F.n =
∂P
∂x


(a,b)+
∂Q
∂y


(a,b)


El número
∂P
∂x


(x,y) +
∂Q
∂y


(x,y) se llama divergencia del campo F en el punto (x,y). Donde la


divergencia es positiva hay manantiales y el fluido “diverge” hacia otros lados y donde la di-
vergencia es negativa hay sumideros y el fluido “converge” hacia ellos. Se dice que el campo es
incompresible cuando su divergencia es idénticamente nula.


En el siguiente ejemplo se pone de manifiesto lo que acabamos de afirmar.


-4 -2 2 4


-8


-6


-4


-2


2


4


Observa que hay puntos hacia los que los vectores de este campo parecen dirigirse (por
ejemplo, los puntos (3.1,1.6), (3.1,-4.7) y sus simétricos respecto al eje de ordenadas) y hay otros
puntos de los que los vectores de este campo parecen estar alejándose (por ejemplo, los puntos
(0,1.5), (0,-1.5), (0.5,-4.5)). Si este campo lo interpretamos como el campo de velocidades de un
fluido estacionario, las zonas hacia donde se dirigen los vectores son sumideros y las zonas de
donde los vectores se alejan (divergen) son manantiales. Es decir, el fluido fluye de los manan-
tiales a los sumideros. La divergencia es una medida de la magnitud de un manantial o de un


sumidero.


La siguiente gráfica es una representación por curvas de nivel de la divergencia del campo
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anterior. En las zonas más claras la divergencia es positiva (fuentes o manantiales) y en las más
oscuras es negativa (sumideros).


-4 -2 0 2 4
-8


-6


-4


-2


0


2


4


A continuación nos proponemos generalizar los conceptos anteriores. No hay dificultad
ninguna en extender el concepto de divergencia para campos vectoriales de n variables.


3.1 Definición. Sea F : A → Rn un campo vectorial con derivadas parciales de primer orden
definido en un abierto A ⊂ Rn. Sea F(x) = (F1(x),F2(x), . . . ,Fn(x)). Se llama divergencia de F en
un punto x = (x1,x2, . . . ,xn)∈A y se nota divF(x) al número


divF(x) =
∂F1


∂x1
(x)+


∂F2


∂x2
(x)+ · · ·+ ∂Fn


∂xn
(x)


Observa que la divergencia de un campo vectorial es un campo escalar. Suele usarse una
notación simbólica para representar la divergencia. Para ello se define el operador nabla, ∇,
como


∇ =


(
∂


∂x1
,


∂
∂x2


, · · · , ∂
∂xn


)


Este operador cuando actúa sobre un campo escalar, f , produce su gradiente.


∇ f (x) =


(
∂


∂x1
,


∂
∂x2


, · · · , ∂
∂xn


)
f (x) =


(
∂ f
∂x1


(x),
∂ f
∂x2


(x), · · · , ∂ f
∂xn


(x)


)


La divergencia de un campo vectorial F en un punto x puede escribirse como el producto escalar


simbólico del vector ∇ por el vector F(x).


divF(x) = ∇.F(x) =


(
∂


∂x1
,


∂
∂x2


, · · · , ∂
∂xn


)
.(F1(x),F2(x), . . . ,Fn(x)) =


∂F1


∂x1
(x)+


∂F2


∂x2
(x)+ · · ·+ ∂Fn


∂xn
(x)


Comprobaremos más adelante que la divergencia de un campo enR3 tiene un significado físico
que generaliza lo visto para el caso de campos bidimensionales.


Es conveniente enunciar ahora, para referencia posterior, un resultado obtenido anterior-
mente como consecuencia del teorema de Green.


3.2 Teorema (Teorema de la divergencia enR2). Sean γ un camino cerrado simple positivamen-


te orientado y D la región del plano limitada por γ. Sea F : A → R2 un campo vectorial de clase
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C1 definido en un abierto que contiene a D. Notemos por n el vector normal unitario exterior a γ.


Entonces se verifica que
w


γ
F.n =


"
D


divF(x,y)d(x,y) (3.3)


Este resultado puede generalizarse, al igual que el teorema de Green, para dominios con
agujeros.


En el caso particular de que el campo F sea el campo de gradiente de un campo escalar f ,
F = ∇ f , la igualdad anterior nos dice que


w


γ
∇ f .n =


"
D


div(∇ f )(x,y)d(x,y) =


"
D


(
∂2 f
∂x2 (x,y)+


∂2 f
∂y2 (x,y)


)
d(x,y)


Como n es el vector unitario normal exterior a γ; en cada punto (x,y) de γ el producto escalar
∇ f (x,y).n(x,y) es la derivada del campo escalar f en el punto (x,y) en la dirección del vector


unitario normal exterior a γ en dicho punto. Suele usarse la notación ∇ f (x,y).n(x,y) =
∂ f
∂n


(x,y),


con ello obtenemos la igualdad


w


γ


∂ f
∂n


=


"
D


(
∂2 f
∂x2 (x,y)+


∂2 f
∂y2 (x,y)


)
d(x,y)


La generalización del concepto de rotación de un campo bidimensional vamos a hacerla para
campos vectoriales en el espacio. Para ello nos vamos a guiar por el teorema (2.8) de la lec-
ción anterior que afirma que una condición necesaria y suficiente para que un campo vec-
torial F(x,y) = P(x,y)i + Q(x,y)j de clase C1 definido en un abierto A ⊂ R2 sea conservativo en
todo dominio simplemente conexo D ⊂ A es que para todo (x,y)∈A se verifique la igualdad
∂P
∂y (x,y) = ∂Q


∂x (x,y) o, lo que es igual, ∂Q
∂x (x,y)− ∂P


∂y (x,y) = 0; esto es, con la terminología introduci-
da más arriba, que el campo sea irrotacional.


El resultado análogo para un campo de tres variables F(x,y,z)= P(x,y,z)i+Q(x,y,z)j +R(x,y,z)k
establece las condiciones


∂R
∂y


(x,y,z)− ∂Q
∂z


(x,y,z) =
∂P
∂z


(x,y,z)− ∂R
∂x


(x,y,z) =
∂Q
∂x


(x,y,z)− ∂P
∂y


(x,y,z) = 0


Estas ideas llevan a la siguiente definición.


3.3 Definición (Rotacional de un campo vectorial). Sea F(x,y,z)= P(x,y,z)i+Q(x,y,z)j +R(x,y,z)k
un campo vectorial con derivadas parciales de primer orden definido en un abierto A⊂ R3. Se
define el rotacional de F en un punto (x,y,z)∈A como el vector


rotF(x,y,z) =


(
∂R
∂y


(x,y,z)− ∂Q
∂z


(x,y,z)


)
i +
(


∂P
∂z


(x,y,z)− ∂R
∂x


(x,y,z)


)
j +
(


∂Q
∂x


(x,y,z)− ∂P
∂y


(x,y,z)


)
k


(3.4)
Se dice que un campo es irrotacional cuando su rotacional es idénticamente nulo.


Para recordar esta definición se acostumbra a representar simbólicamente el rotacional por
medio del operador nabla en tres dimensiones


∇ =


(
∂
∂x


,
∂
∂y


,
∂
∂z


)
=


∂
∂x


i +
∂
∂y


j +
∂
∂z


k
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Con ello podemos escribir el rotacional como el siguiente producto vectorial simbólico


rotF(x,y,z) = ∇F(x,y,z) =


∣∣∣∣∣∣∣∣∣


i j k


∂
∂x


∂
∂y


∂
∂z


P Q R


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=


=


(
∂R
∂y


(x,y,z)− ∂Q
∂z


(x,y,z)


)
i +
(


∂P
∂z


(x,y,z)− ∂R
∂x


(x,y,z)


)
j +
(


∂Q
∂x


(x,y,z)− ∂P
∂y


(x,y,z)


)
k


Podemos también definir el rotacional de un campo de dos variables, F(x,y) = P(x,y)i +Q(x,y)j ,
por el convenio de asociar a dicho campo el campo de tres variables F3(x,y,z) = P(x,y)i +Q(x,y)j


y definir rotF(x,y) = rotF3(x,y,z). Con ello, resulta que rotF(x,y) =
(


∂Q
∂x (x,y)− ∂P


∂y (x,y)
)


k. Observa


que el teorema de Green puede escribirse en la forma:


w


γ
F =


"
D


rotF(x,y).k d(x,y) (3.5)


Comprobaremos más adelante que el rotacional de un campo en R3 tiene un significado físico
que generaliza lo visto para el caso de campos bidimensionales.


Teniendo en cuenta el teorema (2.8), las igualdades (2.4) y la definición de rotacional, obte-
nemos el siguiente resultado.


3.4 Teorema. Sea F(x,y,z) = P(x,y,z)i +Q(x,y,z)j +R(x,y,z)k un campo vectorial de clase C1 defi-


nido en un abierto A⊂ R3. Una condición necesaria y suficiente para que dicho campo sea con-


servativo en todo dominio simplemente conexo contenido en A es que F sea irrotacional en A.


3.1.1.3. Ejercicios


Los ejercicios de esta lección son los propuestos en el libro de James Stewart Cálculo Multi-


variable 4Ed. en la sección 16.5 (página 1081) números: 1-8, 12, 19, 23-29, 30, 31, 33, 34 y 36.
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Lección4


Coordenadas curvilíneas


4.1. Coordenadas polares


La función g(ρ,θ)= (ρcosθ,ρsenθ) es una biyección de Ω =R+×]−π,π] sobre R2\{(0,0)}. Los
números ρ y θ dados por x= ρcosθ, y= ρsenθ donde ρ > 0, -π < θ 6 π se llaman las coordenadas
polares del punto de coordenadas cartesianas (x,y).


Y


X


P


x=ΡcosΘ


y=ΡsenΘ


Θ


Ρ=
�!!!!!!!!!!!!!!!!
x2 + y2


eΡeΘ


Figura 4.1: Coordenadas polares


En vez de elegir el intervalo ]− π,π] para medir en radianes el ángulo polar θ, podemos
elegir cualquier otro intervalo semiabierto de longitud 2π, por ejemplo [0,2π[. La elección más
conveniente desde un punto de vista matemático, por razones de cálculo (definición del arco-
tangente) y de simetría, es ]− π,π]. Observa que lo que hacemos es medir ángulos en sentido
antihorario desde la parte negativa del eje de abscisas. Los valores de θ en el intervalo ]−π,0[


corresponden a puntos situados en el semiplano inferior (y < 0) y valores de θ en el intervalo
]0,π[ corresponden a puntos situados en el semiplano superior (y > 0). Los valores de θ en el
intervalo ]−π/2,π/2[ corresponden a puntos situados en el semiplano de la derecha (x > 0) y
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valores de θ en ]π/2,π]∪]− π,−π/2[ corresponden a puntos situados en el semiplano de la iz-
quierda (x < 0).


En muchos textos se afirma que el ángulo polar, θ, viene dado por la igualdad θ = arctg(y/x),
debes tener claro que eso es falso cuando x < 0. Recuerda que la función arcotangente toma
valores en el intervalo ]−π/2,π/2[. Para (x,y) en el segundo cuadrante (x < 0,y > 0) el ángulo
polar está en el intervalo ]π/2,π[ y es igual a arctg(y/x)+ π, y para (x,y) en el tercer cuadrante
(x < 0,y < 0) el ángulo polar está en el intervalo ]−π,−π/2[ y es igual a arctg(y/x)−π.


Viendo (x,y) como el número complejo x+ iy, el ángulo polar de (x,y) no es otra cosa que el
argumento principal de x+ iy.


Cuando se utiliza el sistema de coordenadas polares los vectores se refieren a una base or-
tonormal {eρ,eθ} que se ha representado en la figura anterior. En el lenguaje típico de los tex-
tos de física, se dice que el vector eρ es un vector unitario en el sentido en que se mueve el
punto P cuando aumenta ρ manteniendo θ constante, y el vector eθ es un vector unitario en
el sentido en que se mueve el punto P cuando aumenta θ manteniendo ρ constante. En tér-
minos matemáticos, quizás más precisos, observa que el vector de posición del punto P es
g(ρ,θ) = (ρcosθ,ρsenθ), su variación con respecto a ρ manteniendo θ constante es la deriva-
da parcial respecto a ρ y su variación con respecto a θ manteniendo ρ constante es la derivada
parcial respecto a θ.


∂g
∂ρ


(ρ,θ) = (cosθ,senθ),
∂g
∂θ


(ρ,θ) = (−ρsenθ,ρcosθ) (4.1)


Observa que estos vectores son ortogonales
∂g
∂ρ


(ρ,θ).
∂g
∂θ


(ρ,θ) = 0.


Para obtener una base ortonormal a partir de ellos todo lo que tenemos que hacer es nor-
malizarlos. El primero tiene norma igual a 1 y el segundo tiene norma igual a ρ. Por tanto, los


vectores


eρ = (cosθ,senθ), eθ = (−senθ,cosθ)


forman una base ortonormal. Es a dicha base a la que se refiere un vector cuando se usan
coordenadas polares.


Observa que los vectores de esta base dependen del ángulo polar θ, es decir, no se trata de
una base fija. Una notación más correcta para estos vectores, para indicar su dependencia de
θ, sería eρ(θ) y eθ(θ). Pero esta notación no suele usarse. En textos de Física es frecuente usar las
notaciones eρ = ρ̂, eθ = θ̂. Además, a estos vectores se les llama versores.


En general, la expresión en la base {eρ,eθ} de un vector v = (x,y) se obtiene por el método
usual (igualdad (1.1)) calculando sus proyecciones ortogonales sobre los vectores de la base.


v =
〈
v
∣∣eρ
〉


eρ +
〈
v
∣∣eθ
〉


eθ (4.2)


Observa que si escribimos v en la forma v = (ρcosθ,ρsenθ) entonces
〈
v
∣∣eρ
〉


= ρ y
〈
v
∣∣eθ
〉


= 0.
Dicho de otra forma, si (ρ,θ) son las coordenadas polares de un punto (x,y), se verifica que
(x,y) = ρeρ.


Recuerda que la matriz jacobiana de una función de R2 en R2, F(x,y) = (F1(x,y),F2(x,y)) es
la matriz cuyas filas son los vectores gradiente de las funciones componentes de F y, en conse-
cuencia, sus columnas son las derivadas parciales de F respecto a cada una de sus variables. Se
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entiende, claro está, que la derivada parcial de un campo vectorial respecto de una de sus va-
riables, es el vector formado por las derivadas parciales de los campos escalares componentes
de F respecto a dicha variable.


Las columnas de la matriz jacobiana de g(ρ,θ) las hemos obtenido en (4.1). Las normas
euclídeas de las columnas de la matriz jacobiana se llaman factores métricos o factores de
escala del cambio a coordenadas polares y son {1,ρ}.


4.1.1. Expresión de la velocidad y la aceleración en coordenadas polares


Consideremos un móvil cuya trayectoria en el plano viene dada por r(t) = x(t)i +y(t)j . Sean
(ρ(t),θ(t)) las coordenadas polares de r(t) de forma que r(t)= (ρ(t)cosθ(t),ρ(t)senθ(t))= ρ(t)eρ(t)


donde eρ(t) = (cosθ(t),senθ(t)). Observa que eρ
′(t) = θ ′(t)(−senθ(t),cosθ(t)) = θ ′(t)eθ(t), donde


eθ(t) = (−senθ(t),cosθ(t)). Tenemos así que


r ′(t) = ρ ′(t)eρ(t)+ ρ(t)eρ
′(t) = ρ ′(t)eρ(t)+ ρ(t)θ ′(t)eθ(t) (4.3)


que es la expresión de la velocidad en coordenadas polares.


Esta igualdad suele escribirse con notación más clásica en la forma


dr = dρeρ + ρdθeθ


Imaginemos ahora que r es la función de trayectoria de un móvil y que r(a) es su punto inicial;
entonces la distancia, s(t), recorrida por el móvil en cada momento t viene dada por


s(t) =


tw


a


‖r ′(t)‖ dt =


tw


a


∥∥ρ ′(t)eρ(t)+ ρ(t)θ ′(t)eθ(t)
∥∥ dt =


tw


a


√
(ρ ′(t))2 +(ρ(t)θ ′(t))2dt


Y, por tanto, s′(t) =
√


(ρ ′(t))2 +(ρ(t)θ ′(t))2. Esta igualdad suele escribirse en la forma


(ds)2 = (dρ)2 + ρ2(dθ)2 (4.4)


y se llama elemento diferencial de longitud en coordenadas polares. Observa que aquí apare-
cen los factores de escala 1 y ρ elevados al cuadrado y multiplicando a las correspondientes
diferenciales (dρ)2 y (dθ)2.


Derivando la igualdad (4.3) y teniendo en cuenta que eθ
′(t) = −θ ′(t)eρ(t), puedes comprobar


que la aceleración viene dada por:


r ′′(t) =
(
ρ ′′(t)−ρ(t)


(
θ ′(t)


)2)eρ(t)+
(
2ρ ′(t)θ ′(t)+ ρ(t)θ ′′(t)


)
eθ(t) (4.5)


4.1.2. Expresión de la divergencia en coordenadas polares


Sea f(x,y) = ( f1(x,y), f2(x,y)) un campo vectorial de dos variables. La divergencia de este
campo es el campo escalar dado por div f(x,y) = ∂ f1


∂x (x,y)+ ∂ f2
∂y (x,y). Consideremos la expresión


de f en coordenadas polares:


F(ρ,θ) = f(ρcosθ,ρsenθ) =
(


f1(ρcosθ,ρsenθ), f2(ρcosθ,ρsenθ)
)
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y calculemos las componentes Fρ(ρ,θ) y Fθ(ρ,θ) de F(ρ,θ) respecto de la base {eρ,eθ}, esto es,
F(ρ,θ) = Fρ(ρ,θ)eρ + Fθ(ρ,θ)eθ. Sabemos que dichas componentes viene dadas por las corres-
pondientes proyecciones ortogonales:


Fρ(ρ,θ) =
〈
F(ρ,θ)


∣∣eρ
〉


= f1(ρcosθ,ρsenθ)cosθ+ f2(ρcosθ,ρsenθ)senθ (4.6)


Fθ(ρ,θ) =
〈
F(ρ,θ)


∣∣eθ
〉


= − f1(ρcosθ,ρsenθ)senθ+ f2(ρcosθ,ρsenθ)cosθ (4.7)


Para obtener la expresión de la divergencia de f en coordenadas polares debemos expresar la
igualdad div f(ρcosθ,ρsenθ) = ∂ f1


∂x (ρcosθ,ρsenθ)+ ∂ f2
∂y (ρcosθ,ρsenθ) en términos de las funcio-


nes Fρ, Fθ y de sus derivadas parciales. Hay dos formas de hacer esto.


De forma indirecta


Derivamos en las igualdades anteriores haciendo uso de la regla de la cadena (derivación de
una función compuesta). Tenemos que:


∂Fρ


∂ρ
(ρ,θ) =


∂ f1
∂x


(ρcosθ,ρsenθ)cos2 θ+
∂ f1
∂y


(ρcosθ,ρsenθ)cosθ senθ+


+
∂ f2
∂x


(ρcosθ,ρsenθ)cosθ senθ+
∂ f2
∂y


(ρcosθ,ρsenθ)sen2 θ


∂Fθ
∂θ


(ρ,θ) = −∂ f1
∂x


(ρcosθ,ρsenθ)(−ρsenθ)senθ− ∂ f1
∂y


(ρcosθ,ρsenθ)ρcosθ senθ+


+
∂ f2
∂x


(ρcosθ,ρsenθ)(−ρsenθ)cosθ+
∂ f2
∂y


(ρcosθ,ρsenθ)ρcos2 θ


− f1(ρcosθ,ρsenθ)cosθ− f2(ρcosθ,ρsenθ)senθ


Sumando estas igualdades, después de dividir por ρ la segunda de ellas, se deduce que


∂Fρ


∂ρ
(ρ,θ)+


1
ρ


∂Fθ
∂θ


(ρ,θ) =
∂ f1
∂x


(ρcosθ,ρsenθ)+
∂ f2
∂y


(ρcosθ,ρsenθ)− 1
ρ


Fρ(ρ,θ)


Es decir


div f(ρcosθ,ρsenθ) =
∂ f1
∂x


(ρcosθ,ρsenθ)+
∂ f2
∂y


(ρcosθ,ρsenθ) =
∂Fρ


∂ρ
(ρ,θ)+


1
ρ


∂Fθ


∂θ
(ρ,θ)+


1
ρ


Fρ(ρ,θ)


igualdad que suele escribirse en la forma


div f =
∂Fρ


∂ρ
+


1
ρ


∂Fθ
∂θ


+
1
ρ


Fρ (4.8)


E incluso más condesado, en la forma


div f =
1
ρ


∂
∂ρ


(ρFρ)+
1
ρ


∂Fθ
∂θ


que es la expresión de la divergencia de f en polares.


De forma directa


El camino que hemos seguido antes para obtener la expresión de la divergencia en coorde-
nadas polares es un camino indirecto, pues hemos calculado las derivadas ∂Fρ


∂ρ y ∂Fθ
∂θ y, al hacerlo,
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nos hemos dado cuenta de que podíamos hacer una operación sencilla con ellas para relacio-


narlas con ∂ f1
∂x (ρcosθ,ρsenθ)+ ∂ f2


∂y (ρcosθ,ρsenθ). Un camino más natural consiste en expresar
f1(x,y) y f2(x,y) en función de Fρ(ρ,θ) y Fθ(ρ,θ); es decir, se trata de obtener las coordenadas
cartesianas ( f1(x,y), f2(x,y)) del vector f(x,y) en función de las coordenadas de dicho vector res-
pecto de la base {eρ,eθ}. Basta para ello tener en cuenta que:


( f1(x,y), f2(x,y)) = Fρ(ρ,θ)eρ +Fθ(ρ,θ)eθ =


(
cosθ −senθ
senθ cosθ


)(
Fρ(ρ,θ)


Fθ(ρ,θ)


)


Es decir, la matriz cuyas columnas son los vectores eρ y eθ es justamente la matiz del cambio de
base que necesitamos. Naturalmente, en esta igualdad debemos ver a ρ y a θ como funciones
de x e y, ρ(x,y) =


√
x2 +y2, θ(x,y) = arctg(y/x)1. Tenemos que


f1(x,y) = cos(θ(x,y))Fρ(
√


x2 +y2,arctg(y/x))−sen(θ(x,y))Fθ(
√


x2 +y2,arctg(y/x)) (4.9)


f2(x,y) = sen(θ(x,y))Fρ(
√


x2 +y2,arctg(y/x))+cos(θ(x,y))Fθ(
√


x2 +y2,arctg(y/x)) (4.10)


Una vez que disponemos de f1(x,y) y f2(x,y) en función de Fρ(
√


x2 +y2,arctg(y/x)) y de
Fθ(
√


x2 +y2,arctg(y/x)), todo lo que tenemos que hacer es calcular, aplicando la regla de la ca-
dena, las derivadas parciales ∂ f1


∂x (x,y), ∂ f2
∂y (x,y) sumarlas, simplificar y sustituir (x,y) por


(ρcosθ,ρsenθ). Te propongo que hagas esto en un ejercicio.


Este método tiene el inconveniente de que los cálculos pueden ser más largos pero tiene
la gran ventaja de que puede seguirse en cualquier situación similar. Es decir, cualquier ope-
ración sobre un campo vectorial f(x,y) = ( f1(x,y), f2(x,y)) que haga intervenir a las funciones
componentes f1 y f2 y a sus derivadas parciales de los órdenes que sean, puede expresarse en
coordenadas polares usando las igualdades (4.9) y (4.10).


4.1.3. Gradiente en coordenadas polares


Sea f un campo escalar de dos variables. Sabemos que el gradiente de f es el campo vecto-
rial dado por ∇ f (x,y) = ∂ f


∂x (x,y)i + ∂ f
∂y (x,y)j . Hagamos en esta igualdad (x,y) = (ρcosθ,ρsenθ) para


obtener


∇ f (ρcosθ,ρsenθ) =
∂ f
∂x


(ρcosθ,ρsenθ)i +
∂ f
∂y


(ρcosθ,ρsenθ)j


La expresión del gradiente de f en polares es ∇ f (ρcosθ,ρsenθ) = fρ(ρ,θ)eρ + fθ(ρ,θ)eθ donde fρ


y fθ son las componentes del vector ∇ f (ρcosθ,ρsenθ) en la base {eρ,eθ}. Dichas componentes
sabemos que vienen dadas por las igualdades (4.6) y (4.7) donde las componentes f1 y f2 del
campo F deben reemplazarse por las componentes ∂ f


∂x y ∂ f
∂y del campo ∇ f . Por ello, podemos


escribir dichas igualdades en la forma


fρ(ρ,θ) =
∂ f
∂x


(ρcosθ,ρsenθ)
∂(ρcosθ)


∂ρ
+


∂ f
∂y


(ρcosθ,ρsenθ)
∂(ρsenθ)


∂ρ
=


∂
∂ρ


f (ρcosθ,ρsenθ)


fθ(ρ,θ) =
1
ρ


(
∂ f
∂x (ρcosθ,ρsenθ)


∂(ρcosθ)


∂θ
+


∂ f
∂y


(ρcosθ,ρsenθ)
∂(ρsenθ)


∂θ


)
=


1
ρ


∂
∂θ f (ρcosθ,ρsenθ)


1Ten en cuenta que aunque θ(x,y) se puede diferenciar de arctg(y/x) en una constante (±π) esto no influye para nada
en el cálculo de las derivadas parciales de θ(x,y) que es lo que ahora nos interesa.
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Hemos obtenido así que


∇ f (ρcosθ,ρsenθ) =
∂


∂ρ
f (ρcosθ,ρsenθ)eρ +


1
ρ


∂
∂θ


f (ρcosθ,ρsenθ)eθ (4.11)


Es conveniente introducir la función h(ρ,θ) = f (ρcosθ,ρsenθ) con lo que la igualdad anterior se
escribe mejor en la forma


∇ f (ρcosθ,ρsenθ) =
∂h
∂ρ


(ρ,θ)eρ +
1
ρ


∂h
∂θ


(ρ,θ)eθ (4.12)


Observa que en esta igualdad a la izquierda tenemos el gradiente de f calculado en la expresión
de f en coordenadas cartesianas y evaluado en el punto (ρcosθ,ρsenθ), y a la derecha lo que te-
nemos son las derivadas parciales de la función compuesta h(ρ,θ) = f (ρcosθ,ρsenθ) evaluadas
en el punto (ρ,θ). En los textos de Física es frecuente que no se distinga entre la función f y la
función h (pues, en definitiva, son la misma función expresada en distintas coordenadas) y que
escriban la igualdad (4.11) en la forma


∇ f =
∂ f
∂ρ


eρ +
1
ρ


∂ f
∂θ


eθ (4.13)


igualdad que constituye la expresión del gradiente en polares.


Observa que en la expresión anterior del gradiente aparecen los inversos de los factores de
escala multiplicando a las derivadas parciales a las que está asociado cada uno de ellos. Como
sabes, los factores de escala son {1,ρ}; el primero de ellos, 1, está asociado a la primera columna
de la matriz jacobiana del cambio de coordenadas que corresponde a la derivación parcial res-
pecto a la primera variable, ρ; el segundo de ellos, ρ, está asociado a la segunda columna de la
matriz jacobiana del cambio de coordenadas que corresponde a la derivación parcial respecto
a la segunda variable, θ.


4.1.4. Significado de los factores de escala


Consideremos la matriz jacobiana de la función que introduce las coordenadas polares.


A =


(
cosθ −ρsinθ
sinθ ρcosθ


)


Esta matriz define una aplicación lineal de R2 en R2 que a cada vector (x,y) hace corresponder
el vector A .(x,y). Un cálculo fácil proporciona


‖A .(x,y)‖ =


√
x2 + ρ2y2


Deducimos que para vectores situados en el eje de abscisas, es decir, de la forma (x,0), se verifi-
ca que ‖A .(x,0)‖ = ‖(x,0)‖ y, por la linealidad, se sigue que ‖A .(x,0)−A .(z,0)‖ = ‖(x,0)− (z,0)‖,
esto es, la aplicación (x,y) 7→ A .(x,y) conserva distancias en el eje X. Pues bien, este es el signi-
ficado de que el factor de escala asociado a la primera variable sea igual a 1.


Deducimos también que para vectores situados a lo largo del eje de ordenadas, es decir,
de la forma (0,y), se verifica que ‖A .(0,y)‖ = ρ‖(0,y)‖ y, teniendo en cuenta la linealidad, se
sigue que ‖A .(0,y)−A .(0,z)‖ = ‖(0,y)− (0,z)‖, esto es, la aplicación (x,y) 7→ A .(x,y) multiplica
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distancias por ρ en el eje Y. Pues bien, este es el significado de que el factor de escala asociado
a la segunda variable sea igual a ρ.


En resumen, los factores de escala indican las dilataciones a lo largo de los ejes que hace la
aplicación lineal asociada a la matriz jacobiana de la aplicación g(ρ,θ) = (ρcosθ,ρsenθ). Suele
decirse que la aplicación g es la que, a escala infinitesimal, produce esas dilataciones. La expre-
sión “escala infinitesimal” se entiende de la siguiente forma. Supongamos que fijamos valores
ρ = ρ0 y θ = θ0 y sea δ un número muy pequeño (lo que en los siglos XVII y XVIII se llamaba un
infinitésimo; terminología que todavía usan algunos textos de Física). Entonces, por la defini-
ción de derivada, tenemos que


‖g(ρ0 + δ,θ0)−g(ρ0,θ0)‖ ≃ δ
∥∥∥∥


∂g
∂ρ


(ρ0,θ0)


∥∥∥∥= δ


‖g(ρ0,θ0 + δ)−g(ρ0,θ0)‖ ≃ δ
∥∥∥∥


∂g
∂θ


(ρ0,θ0)


∥∥∥∥= δρ0


La primera igualdad nos dice que si efectuamos “incrementos infinitesimales” en la primera
variable la aplicación g conserva distancias y la segunda igualdad nos dice que si efectuamos
“incrementos infinitesimales” en la segunda variable la aplicación g multiplica las distancias
por el correspondiente valor de la primera variable.


La expresión (4.4) del elemento diferencial de longitud en coordenadas polares tiene en
cuenta dichos factores de escala.


Naturalmente, para calcular la longitud de una curva dada por sus ecuaciones paramétricas
polares r(t) = (ρ(t)cosθ(t),ρ(t)senθ(t)), a 6 t 6 b, lo que se hace es integrar la rapidez con que
dicha curva se recorre:


‖r ′(t)‖=
√


(ρ ′(t)cosθ(t)−ρ(t)θ ′(t)senθ(t))2 +(ρ ′(t)senθ(t)+ ρ(t)θ ′(t)cosθ(t))2 =
√


ρ ′(t)2 + ρ(t)2θ ′(t)2


en consecuencia, la longitud de r viene dada por


bw


a


‖r ′(t)‖ dt =


bw


a


√
ρ ′(t)2 + ρ(t)2θ ′(t)2dt


Observa que el valor obtenido para ‖r ′(t)‖ podíamos haberlo calculado directamente usando
la igualdad (4.3) y recordando que la norma euclídea es invariante por cambios de base orto-
normales.


Al igual que cada factor de escala mide la dilatación infinitesimal a lo largo de un eje, el pro-
ducto de los factores de escala, en nuestro caso ρ, mide el cambio en el área de un rectángulo a
escala infinitesimal. El producto de los factores de escala es justamente el determinante jaco-
biano. Recuerda que la fórmula del cambio de variables a coordenadas polares en una integral
doble afirma que si f es un campo escalar continuo en un conjunto A⊂ R2 se verifica que


"
A


f (x,y)d(x,y) =


"
B


f (ρcosθ,ρsenθ)ρd(ρ,θ)


donde B = {(ρ,θ) : (ρcosθ,ρsenθ)∈A}. Observa que B es la expresión del conjunto A en coorde-
nadas polares, es decir A = g(B), y que en la segunda integral se multiplica por ρ. Si particulari-
zamos la igualdad anterior para la función constante f (x,y) = 1 obtenemos


Área(g(B)) =


"
A


1d(x,y) =


"
B


ρd(ρ,θ)
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Si B es un rectángulo muy pequeño (un rectángulo infinitesimal) se verifica que
"


B
ρd(ρ,θ) ≃ ρ


"
B


d(ρ,θ) = ρÁrea(B)


Deducimos que Área(g(B)) ≃ ρÁrea(B). En los libros de física se dice que ρdρ dθ es el elemento


diferencial de área en coordenadas polares.


4.2. Coordenadas esféricas


La función g(r,θ,φ) = (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ) es una biyección de Ω = R+ × [0,π]×]−
π,π] sobre R3\{(0,0,0)}. Los números (r,θ,φ) dados por x = r senθcosφ, y= r senθsenφ, z= r cosθ
donde r > 0, 06 θ6 π, -π < φ 6 π, se llaman las coordenadas esféricas del punto de coordenadas
cartesianas (x,y,z).


z=rcosΘ


r=
�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
x2 + y2 + z2


rsenΘx=rsenΘcosΦ


y=rsenΘsenΦ


Θ


Φ


P


X


Z


Y


er


eΦ


eΘ


Nota. La notación y el orden en que se escriben las coordenadas esféricas varía de unos textos a
otros. En muchos textos los papeles de φ y θ están intercambiados con respecto a los nuestros.
Por lo que se refiere al intervalo ]− π,π] elegido para medir en radianes el ángulo φ, podemos
hacer las mismas observaciones que las hechas para las coordenadas polares. Con frecuen-
cia dicho intervalo se sustituye por [0,2π[ lo que, dicho sea de paso, complica las fórmulas del
cambio de cartesianas a esféricas. Cuando en un libro se usen coordenadas esféricas debes
comprobar cómo se definen dichas coordenadas.


Cuando se utiliza el sistema de coordenadas esféricas los vectores se refieren a una base
ortonormal {er ,eθ,eφ} que se ha representado en la figura anterior (trasladada al punto P). En
el lenguaje típico de los textos de física se dice que el vector er es un vector unitario en el sen-
tido en que se mueve el punto P cuando aumenta r manteniendo θ y φ constantes, el vector
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eθ es un vector unitario en el sentido en que se mueve el punto P cuando aumenta θ mante-
niendo r y φ constantes y el vector eφ es un vector unitario en el sentido en que se mueve el
punto P cuando aumenta φ manteniendo r y θ constantes. En términos matemáticos, quizás
más precisos, observa que el vector de posición del punto P de coordenadas esféricas (r,θ,φ)


es g(r,θ,φ) = (r cosφsenθ, r senφsenθ, r cosθ); su variación con respecto a r manteniendo θ y φ
constantes es la derivada parcial respecto a r, su variación con respecto a θ manteniendo r y φ
constantes es la derivada parcial respecto a θ y su variación con respecto a φ manteniendo r y θ
constantes es la derivada parcial respecto a φ.


u1 =
∂g
∂r


(r,θ,φ) = (cosφ senθ,senφ senθ,cosθ)


u2 =
∂g
∂θ


(r,θ,φ) = (r cosφ cosθ, r senφcosθ,−r senθ)


u3 =
∂g
∂φ


(r,θ,φ) = (−r senφsenθ, r cosφsenθ,0)


Es fácil comprobar que estos vectores son ortogonales dos a dos, ui.uj = 0, para i , j. Para ob-
tener una base ortonormal a partir de ellos todo lo que tenemos que hacer es normalizarlos. Se
calculan fácilmente sus normas ‖u1‖ = 1, ‖u2‖ = r, ‖u3‖ = r senθ. Deducimos que los vectores


er = (cosφ senθ,senφ senθ,cosθ)


eθ = (cosφ cosθ,senφcosθ,−senθ)


eφ = (−senφ,cosφ,0)


forman una base ortonormal. Es a dicha base a la que se refiere un vector cuando se usan coor-
denadas esféricas. Observa que los vectores de esta base dependen de la posición del punto,
es decir, no se trata de una base fija. Fíjate en que si (r,θ,φ) son las coordenadas esféricas de un
punto (x,y,z), se verifica que (x,y,z) = rer . En general, la expresión en la base {er ,eθ,eφ} de un
vector v∈R3 se obtiene por el método usual calculando sus proyecciones ortogonales sobre los
vectores de la base:


v =
〈
v
∣∣er
〉


er +
〈
v
∣∣eθ
〉


eθ +
〈
v
∣∣eφ
〉


eφ (4.14)


Observa que si escribimos v en la forma v = (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ), entonces
〈
v
∣∣er
〉


= r
y
〈
v
∣∣eθ
〉


=
〈
v
∣∣eφ
〉


= 0.


Recuerda que la matriz jacobiana de una función deR3 enR3, f = ( f1, f2, f3) es la matriz cuyas
filas son los vectores gradiente de las funciones componentes de f y, por tanto, sus columnas
son las derivadas parciales de f respecto a cada una de sus variables; entendiendo, claro está,
que la derivada parcial de un campo vectorial respecto de una variable es el vector formado por
las derivadas parciales de sus componentes respecto de dicha variable.


Las columnas de la matriz jacobiana de la aplicación g que introduce las coordenadas esfé-
ricas son los vectores u1, u2, u3. Las normas euclídeas de las columnas de la matriz jacobiana
se llaman factores métricos o factores de escala del cambio a coordenadas esféricas y son
{1, r, r senθ}.


Nota. En algunos libros de física se usa la notación er = r̂ , eθ = θ̂ y eφ = φ̂.
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4.2.1. Expresión de la velocidad y la aceleración en coordenadas esféricas


Consideremos un móvil cuya función de trayectoria viene dada por r(t) = x(t)i +y(t)j +z(t)k.
Sean (r(t),θ(t),φ(t)) las coordenadas esféricas de r(t) de forma que


r(t) = (r(t)cosφ(t)senθ(t), r(t)senφ(t)senθ(t), r(t)cosθ(t)) = r(t)er (t)


donde er (t) = (cosφ(t)senθ(t),senφ(t)senθ(t),cosθ(t)). Es fácil comprobar que


er
′(t) = θ ′(t)eθ(t)+ φ ′(t)senθ(t)eφ(t).


Deducimos que


r ′(t) = r ′(t)er (t)+ r(t)er
′(t) = r ′(t)er (t)+ r(t)θ ′(t)eθ(t)+ r(t)senθ(t)φ ′(t)eφ(t) (4.15)


que es la expresión de la velocidad en coordenadas esféricas.


Esta igualdad suele escribirse con notación más clásica en la forma


dr = dr er + r dθeθ + r senθdφeφ(t)


La distancia, s(t), recorrida por el móvil, desde un tiempo inicial a hasta el tiempo t viene dada
por


s(t) =


tw


a


‖r ′(t)‖ dt =


tw


a


√(
r ′(t)


)2
+
(
r(t)θ ′(t)


)2
+
(
r(t)senθ(t)φ ′(t)


)2
dt


Y, por tanto, s′(t) =


√(
r ′(t)


)2
+
(
r(t)θ ′(t)


)2
+
(
r(t)senθ(t)φ ′(t)


)2. Esta igualdad suele escribirse
en la forma


(ds)2 = (dr )2 + r2(dθ)2 +(r senθ)2(dφ)2 (4.16)


y se llama elemento diferencial de longitud en coordenadas esféricas. Observa que aquí apare-
cen los factores de escala 1, r y r senθ elevados al cuadrado y multiplicando a las correspondien-
tes diferenciales (dρ)2, (dθ)2 y (dφ)2.


Derivando la igualdad (4.15) puedes comprobar que la aceleración viene dada por:


r ′′(t) =
(
r ′′(t)− r(t)(θ ′(t))2− r(t)(φ ′(t))2sen2 θ(t)


)
er (t)+


+
(
2r ′(t)θ ′(t)+ r(t)θ ′′(t)− r(t)(φ ′(t))2senθ(t)cosθ(t)


)
eθ(t)+


+
(
2r ′(t)φ ′(t)senθ(t)+2r(t)φ ′(t)θ ′(t)cosθ(t)+ r(t)φ ′′(t)senθ(t)


)
eφ(t)


4.2.2. Expresión de la divergencia en coordenadas esféricas


Sea f(x,y,z) = ( f1(x,y,z), f2(x,y,z), f3(x,y,z)) un campo vectorial de tres variables. La divergen-
cia de este campo es el campo escalar dado por div f(x,y,z) = ∂ f1


∂x (x,y,z)+ ∂ f2
∂y (x,y,z)+ ∂ f3


∂z (x,y,z).
Consideremos la expresión de f en coordenadas esféricas:


F(r,θ,φ) = f(r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ)


y sean Fr(r,θ,φ), Fθ(r,θ,φ) y Fφ(r,θ,φ) las componentes de F(r,θ,φ) respecto de la base {er ,eθ,eφ},
esto es, F(r,θ,φ) = Fr(r,θ,φ)er + Fθ(ρ,θ,φ)eθ + Fφ(r,θ,φ)eφ. La expresión de la divergencia de f en
coordenadas esféricas consiste en expresar la igualdad


divF(r,θ,φ) = div f(r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ) =
∂ f1
∂x


(r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ)+


+
∂ f2
∂y


(r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ)+
∂ f3
∂z


(r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ)
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en términos de las funciones Fr(r,θ,φ), Fθ(r,θ,φ), Fφ(r,θ,φ) y de sus derivadas parciales. El ca-
mino indirecto consistente en calcular derivadas parciales de Fr , Fθ y Fφ para tratar de relacio-
narlas con divF(r,θ,φ) no se ve nada claro (puedes intentarlo para convencerte). Seguiremos el
camino directo como hicimos para las coordenadas polares. Para ello expresaremos las compo-
nentes cartesianas del campo f en función de sus componentes Fr , Fθ y Fφ en la base {er ,eθ,eφ}.
La matriz del cambio de esta base a la base canónica es la que tiene como columnas los vectores
er , eθ, y eφ.


( f1(x,y,z), f2(x,y,z), f3(x,y,z)) = Fr(r,θ,φ)er +Fθ(ρ,θ,φ)eθ +Fφ(ρ,θ,φ) =


=






cosφ senθ cosφ cosθ −senφ
senφ senθ senφ cosθ cosφ


cosθ −senθ 0










Fr(r,θ,φ)


Fθ(ρ,θ,φ)


Fφ(ρ,θ,φ)






Naturalmente, debemos considerar r, θ y φ como funciones de x, y, z.


r = r(x,y,z) =
√


x2 +y2 +z2


θ = θ(x,y,z) = arccos
z√


x2 +y2+z2


φ = φ(x,y,z) = arctg(y/x)


Las igualdades anteriores permiten expresar f1(x,y,z), f2(x,y,z) y f3(x,y,z) en función de
Fr(r(x,y,z),θ(x,y,z),φ(x,y,z)), Fθ(r(x,y,z),θ(x,y,z),φ(x,y,z)) y Fφ(r(x,y,z),θ(x,y,z),φ(x,y,z)). Ahora
hay que calcular, aplicando la regla de la cadena, las derivadas parciales ∂ f1


∂x (x,y,z), ∂ f2
∂y (x,y,z) y


∂ f3
∂z (x,y,z) sumarlas, simplificar y sustituir (x,y,z) por (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ). Los cálculos


son largos pero mecánicos. El resultado final es el siguiente.


div f(r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ)=
1
r2


∂
∂r


(
r2Fr(r,θ,φ)


)
+


1
r senθ


∂
∂θ
(


senθFθ(r,θ,φ)
)
+


1
r senθ


∂
∂φ


Fφ(r,θ,φ)


Observa que en esta igualdad a la izquierda tenemos la divergencia de f calculada en la expre-
sión de f en coordenadas cartesianas y evaluada en el punto (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ), y a
la derecha lo que tenemos son las derivadas parciales de las componentes de la función com-
puesta F(r,θ,φ) evaluadas en el punto (r,θ,φ).


4.2.3. Gradiente en coordenadas esféricas


Sea f un campo escalar de tres variables. Sabemos que el gradiente de f es el campo vecto-
rial dado por


∇ f (x,y,z) =
∂ f
∂x


(x,y,z)i +
∂ f
∂y


(x,y,z)j +
∂ f
∂y


(x,y,z)k


La expresión del gradiente de f en esféricas viene dada por


∇ f (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ) = fr(r,θ,φ)er + fθ(r,θ,φ)eθ + fφ(r,θ,φ)eφ


donde fr , fθ y fφ son las componentes del vector ∇ f (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ) en la base
{er ,eθ,eφ}. En virtud de la igualdad (4.14), tenemos que


fr(r,θ,φ) =
〈
∇ f (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ)


∣∣er
〉


fθ(r,θ,φ) =
〈
∇ f (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ)


∣∣eθ
〉


fφ(r,θ,φ) =
〈
∇ f (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ)


∣∣eφ
〉
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Haciendo estos productos escalares y teniendo en cuenta la regla de la cadena se obtiene fácil-
mente la igualdad siguiente.


∇ f (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ) =
∂
∂r


f (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ)er +


+
1
r


∂
∂θ


f (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ)eθ +
1


r senθ
∂


∂φ
f (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ)eφ


Es conveniente introducir la función h(r,θ,φ) = f (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ) con lo que la
igualdad anterior se escribe mejor en la forma


∇ f (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ) =
∂h
∂r


(r,θ,φ)er +
1
r


∂h
∂θ


(r,θ,φ)eθ +
1


r senθ
∂h
∂φ


(r,θ,φ)eφ


En los textos de física es frecuente que no se distinga entre la función f y la función h (pues, en
definitiva, son la misma función expresada en distintas coordenadas) y que escriban la igual-
dad anterior en la forma


∇ f =
∂ f
∂r


er +
1
r


∂ f
∂θ


eθ +
1


r senθ
∂ f
∂φ


eφ


igualdad que constituye la expresión del gradiente en coordenadas esféricas.


Observa que en la expresión anterior del gradiente aparecen los inversos de los factores de
escala multiplicando a las derivadas parciales a las que está asociado cada uno de ellos. Como
sabes, los factores de escala son {1, r, r senθ}; el primero de ellos, 1, está asociado a la prime-
ra columna de la matriz jacobiana del cambio de coordenadas que corresponde a la derivación
parcial respecto a la primera variable, r; el segundo de ellos, r, está asociado a la segunda colum-
na de la matriz jacobiana del cambio de coordenadas que corresponde a la derivación parcial
respecto a la segunda variable, θ, el tercero de ellos, r senθ, está asociado a la tercera colum-
na de la matriz jacobiana del cambio de coordenadas que corresponde a la derivación parcial
respecto a la tercera variable, φ.


4.2.4. Significado de los factores de escala


Consideremos la matriz jacobiana en un punto genérico (r,θ,φ) de la función que introduce
las coordenadas esféricas.


S =






cosφsenθ r cosθcosφ −r senθsenφ
senθsenφ r cosθsenφ r cosφsenθ


cosθ −r senθ 0






Esta matriz define una aplicación lineal deR3 enR3 que a cada vector (x,y,z) hace corresponder
el vector S .(x,y,z). La norma euclídea de la imagen de un vector en dicha transformación viene
dada por la igualdad siguiente.


‖S .(x,y,z)‖ =
√


x2 + r2y2 + r2sen2 θz2


Deducimos que para vectores situados a lo largo del eje X, es decir, de la forma (x,0,0), se ve-
rifica que ‖S .(x,0,0)‖ = ‖(x,0,0)‖ y, teniendo en cuenta la linealidad, se sigue que la aplicación
(x,y,z) 7→ S .(x,y,z) conserva distancias en el eje X. Pues bien, este es el significado de que el
factor de escala asociado a la primera variable sea igual a 1.
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Deducimos también que para vectores situados a lo largo del eje Y, es decir, de la forma
(0,y,0), se verifica que ‖S .(0,y,0)‖ = r ‖(0,y,0)‖ y, teniendo en cuenta la linealidad, se sigue que
la aplicación (x,y,z) 7→ S .(x,y,z) multiplica distancias por r en el eje Y. Pues bien, este es el sig-
nificado de que el factor de escala asociado a la segunda variable sea igual a r.


Deducimos también que para vectores situados a lo largo del eje Z, es decir, de la forma
(0,0,z), se verifica que ‖S .(0,0,z)‖ = r senθ‖(0,0,z)‖ y, teniendo en cuenta la linealidad, se sigue
que la aplicación (x,y,z) 7→ S .(x,y,z) multiplica distancias por r senθ en el eje Z. Pues bien, este
es el significado de que el factor de escala asociado a la tercera variable sea igual a r senθ.


En resumen, los factores de escala indican las dilataciones a lo largo de los ejes que hace
la aplicación lineal asociada a la matriz jacobiana de g(r,θ,φ) = (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ).
Suele decirse que la aplicación g es la que, a escala infinitesimal, produce esas dilataciones.


Al igual que cada factor de escala mide la dilatación infinitesimal a lo largo de un eje, el
producto de los factores de escala, en nuestro caso r2senθ, mide el cambio en el volumen de
un ortoedro a escala infinitesimal. El producto de los factores de escala es justamente el deter-
minante jacobiano. Recuerda que la fórmula del cambio de variables a coordenadas esféricas
en una integral triple afirma que si f es un campo escalar continuo en un conjunto A⊂ R3 se
verifica que


$
A


f (x,y,z)d(x,y,z) =


$
B


f (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ)r2senθd(r,θ,φ)


donde B = {(r,θ,φ) : (r senθcosφ, r senθsenφ, r cosθ)∈A}. Observa que B es la expresión del con-
junto A en coordenadas esféricas, es decir A = g(B), y que en la segunda integral se multiplica
por r2senθ. Si particularizamos la igualdad anterior para la función constante f (x,y,z) = 1 obte-
nemos


Volumen(g(B)) =


$
A


1d(x,y,z) =


$
B


r2senθd(r,θ,φ)


Si B es un ortoedro muy pequeño (un ortoedro infinitesimal) se verifica que
$


B
r2senθd(r,θ,φ) ≃ r2senθ


$
B


d(r,θ,φ) = r2senθVolumen(B)


y obtenemos Volumen(g(B)) ≃ r2senθVolumen(B). Suele decirse que r2senθdr dθ dφ es el ele-


mento diferencial de volumen en coordenadas esféricas.


4.3. Coordenadas cilíndricas


La función g(ρ,θ,z) = (ρcosθ,ρsenθ,z) es una biyección de Ω = R+×]π,π]× R sobre R3 \
{(0,0,0)}. Los números (ρ,θ,z) donde x = ρcosθ, y = ρsenθ, con ρ > 0 y −π < θ 6 π, se llaman
las coordenadas cilíndricas del punto (x,y,z).


Cuando se utiliza el sistema de coordenadas cilíndricas los vectores se refieren a una base
ortonormal {eρ,eθ,ez} que se ha representado en la figura (4.2) (trasladada al punto P). En el
lenguaje típico de los textos de física se dice que el vector eρ es un vector unitario en el sentido
en que se mueve el punto P cuando aumenta ρ manteniendo θ y zconstantes, el vector eθ es un
vector unitario en el sentido en que se mueve el punto P cuando aumenta θ manteniendo ρ y z
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z


Ρ=
�!!!!!!!!!!!!!!!!
x2 + y2x=ΡcosΘ


y=ΡsenΘ


Θ


P


X


Z


Y


ez


eΘ


eΡ


Figura 4.2: Coordenadas cilíndricas


constantes y el vector ez es un vector unitario en el sentido en que se mueve el punto P cuan-
do aumenta z manteniendo ρ y θ constantes. En términos matemáticos, quizás más precisos,
observa que el vector de posición del punto P es g(ρ,θ,z) = (ρcosθ,ρsenθ,z) su variación con
respecto a ρ manteniendo θ y z constantes es la derivada parcial respecto a ρ, su variación con
respecto a θ manteniendo ρ y zconstantes es la derivada parcial respecto a θ y su variación con
respecto a zmanteniendo ρ y θ constantes es la derivada parcial respecto a z.


u1 =
∂g
∂ρ


(ρ,θ,z) = (cosθ,senθ,0)


u2 =
∂g
∂θ


(ρ,θ,z) = (−ρsenθ,ρcosθ,0)


u3 =
∂g
∂z


(ρ,θ,z) = (0,0,1)


Es fácil comprobar que estos vectores son ortogonales dos a dos, ui.uj = 0, para i , j. Para ob-
tener una base ortonormal a partir de ellos todo lo que tenemos que hacer es normalizarlos. Se
calculan fácilmente sus normas ‖u1‖ = 1, ‖u2‖ = ρ, ‖u3‖ = 1. Deducimos que los vectores


eρ = (cosθ,senθ,0)


eθ = (−senθ,cosθ,0)


ez = (0,0,1) = k


forman una base ortonormal. Es a dicha base a la que se refiere un vector cuando se usan coor-
denadas cilíndricas. Observa que los vectores de esta base dependen de la posición del punto,
es decir, no se trata de una base fija. Fíjate en que si (ρ,θ,z) son las coordenadas cilíndricas de
un punto (x,y,z), se verifica que (x,y,z) = ρeρ +zk. En general, la expresión en la base {eρ,eθ,k}
de un vector v∈R3 se obtiene por el método usual calculando sus proyecciones ortogonales
sobre los vectores de la base:


v =
〈
v
∣∣eρ
〉


eρ +
〈
v
∣∣eθ
〉


eθ +
〈
v
∣∣k
〉


k (4.17)


Observa que si escribimos v en la forma v = (ρcosθ,ρsenθ,z), entonces
〈
v
∣∣eρ
〉


= ρ,
〈
v
∣∣eθ
〉


= 0,
y
〈
v
∣∣k
〉


= z.
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4.3.1. Ejercicios


1. Completa el estudio de las coordenadas cilíndricas conforme al esquema seguido en el
estudio de las coordenadas polares y esféricas. Es decir, debes calcular la velocidad, ace-
leración, divergencia y gradiente en coordenadas cilíndricas y hacer una interpretación
de los factores de escala y de los elementos diferenciales de longitud y volumen.


4.4. Coordenadas curvilíneas ortogonales


Sean A y B dos subconjuntos de R3 y sea g : A→ B una biyección de A sobre B. Representa-
remos por (x,y,z) un punto genérico de B y por (u,v,w) un punto genérico de A. La biyección g


permite describir los puntos de B mediante puntos de A, pues dado un punto (x,y,z) ∈ B hay
un único punto (u,v,w) ∈ A tal que g(u,v,w) = (x,y,z); diremos que dicho punto (u,v,w) son las g-
coordenadas del punto (x,y,z) y también diremos que la aplicación g introduce en B un sistema
de coordenadas curvilíneas. Naturalmente, para que estas coordenadas definidas por g sean
útiles hay que suponer que la función g tiene buenas propiedades analíticas. Suele suponerse
como condición mínima para g que sea de clase C1, es decir que sus funciones componentes
tengan derivadas parciales continuas y también se supone que el determinante jacobiano de g


no se anula nunca. Estas condiciones aseguran que la biyección inversa de g es una función
de clase C1 en B. Las funciones que verifican estas propiedades (biyecciones de clase C1 cuya
biyección inversa también es de clase C1) se llaman difeomorfismos. Suele exigirse también
que la matriz jacobiana de g calculada en cualquier punto de A tenga la propiedad de que sus
vectores columna sean dos a dos ortogonales. Cuando la aplicación g verifica estos requisitos
(es un difeomorfismo de A sobre B cuya matriz jacobiana tiene columnas ortogonales) se di-
ce que dicha aplicación define un sistema de coordenadas curvilíneas ortogonales en B. Las
coordenadas esféricas y las cilíndricas son ejemplos de coordenadas curvilíneas ortogonales (y
también lo son las coordenadas polares en el plano).


4.1 Ejemplo. Consideremos la aplicación


g(u,v,w) = (u2−v2,2uv,w2)


Es evidente que dicha aplicación no es biyectiva en todo su dominio natural de definición que
es R3. Para obtener un conjunto en el que sea una biyección debemos restringir su dominio
de definición. Para ello vamos a considerar el conjunto A = {(u,v,w) : u > 0,v > 0,w > 0}. En el
conjunto A la función g toma valores en el conjunto B = {(x,y,z) : y > 0,z> 0}. Sea (x,y,z) un
punto cualquiera de B. Es fácil comprobar que el punto


(u,v,w) =






√
−x+


√
x2 +y2(x+


√
x2 +y2)


√
2y


,


√
−x


2
+


1
2


√
x2 +y2,


√
z






está en A y g(u,v,w) = (x,y,z). Por tanto g es una biyección de A sobre B. Es claro que la función
g es de clase C∞. Su matriz jacobiana es






2u −2v 0
2v 2u 0
0 0 2w
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Y el determinante jacobiano es igual a 8u2w+ 8v2w.Deducimos que g es un difeomorfismo de
A sobre B. Además las columnas de la matriz jacobiana son ortogonales.


Concluimos que la aplicación g introduce un sistema de coordenadas curvilíneas ortogo-
nales en B. Las g-coordenadas de un punto (x,y,z) ∈ B son la única terna (u,v,w) ∈ A tal que
g(u,v,w) = (x,y,z). �


Volvamos a la situación general y supongamos que g : A→ B define un sistema de coorde-
nadas curvilíneas ortogonales en B. En tal caso los vectores columna de la matriz jacobiana de
g, es decir las derivadas parciales de g, normalizados constituyen una base ortonormal de R3


que notaremos por {eu,ev,ew}. Se dice que esta base está asociada al sistema de coordenadas
dado y es a esa base a la que se refieren los vectores en el sistema de coordenadas definido por
g. En general los vectores de la base dependen de las coordenadas (u,v,w), no es una base fija.
Las normas euclídeas de los vectores columna de la matriz jacobiana de g se llaman factores
de escala o factores métricos, los representaremos por {a,b,c} (son funciones de u,v,w).


Para expresar el vector gradiente de un capo escalar f dado en coordenadas cartesianas


∇ f (x,y,z) =
∂ f
∂x


(x,y,z)i +
∂ f
∂y


(x,y,z)j +
∂ f
∂z


(x,y,z)k


en g-coordenadas, lo que hacemos es calcular las componentes del vector (∇ f )(g(u,v,w)) en la
base {eu,ev,ew}. Llamemos ( fu, fv, fw) a las componentes del vector (∇ f )(g(u,v,w)) en la base
{eu,ev,ew}. Sabemos que


fu(u,v,w) =
〈
(∇ f )(g(u,v,w))


∣∣eu
〉


fv(u,v,w) =
〈
(∇ f )(g(u,v,w))


∣∣ev
〉


fw(u,v,w) =
〈
(∇ f )(g(u,v,w))


∣∣ew
〉


Teniendo en cuenta la regla de la cadena para derivadas parciales y las definiciones dadas, pue-
des comprobar que


(∇ f )(g(u,v,w)) =
1
a


∂
∂u


f (g(u,v,w))eu +
1
b


∂
∂v


f (g(u,v,w))ev +
1
c


∂
∂w


f (g(u,v,w))ew


Debes entender bien lo que significa esta igualdad: a la izquierda aparece la función gradiente
de f evaluada en el punto g(u,v,w), a la derecha figuran las derivadas parciales de la función


compuesta h(u,v,w) = f (g(u,v,w)) dividida cada una de ellas por el factor de escala que corres-
ponde a su variable y multiplicada por el correspondiente vector de la base asociada a las nue-
vas coordenadas (y no olvides que dichos vectores dependen de u,v,w). La expresión obtenida
para el gradiente es válida para todo sistema de coordenadas curvilíneas ortogonales.


4.4.1. Ejercicios


1. Completa el estudio general de las coordenadas curvilíneas ortogonales conforme al es-
quema seguido en el estudio de las coordenadas polares y esféricas. Es decir, debes cal-
cular la velocidad y el elemento diferencial de longitud, la aceleración y divergencia en
coordenadas curvilíneas ortogonales y hacer una interpretación de los factores de escala
y de los elementos diferenciales de longitud y volumen.


2. Representa la superficie cuya ecuación en coordenadas esféricas es r = 1.
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3. Representa una parte de la superficie cuya ecuación en coordenadas esféricas es θ = π/4.


4. Representa una parte de la superficie ecuación en coordenadas esféricas es φ = π/4.


5. Representa una parte de la superficie cuya ecuación en coordenadas cilíndricas es r = 1.


6. Representa una parte de la superficie cuya ecuación en coordenadas cilíndricas es
θ = π/4.


7. Representa una parte la superficie cuya ecuación en coordenadas esféricas es r = 1.
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Superficies. Integrales de superficie


En todo lo que sigue consideraremos funciones de una o varias variables con derivada con-
tinua o con derivadas parciales de primer orden continuas respectivamente.


5.1. Superficies en R3


Una superficie Sen el espacio R3 puede venir dada de tres formas:


a) Como la gráfica de una función z= f (x,y) donde (x,y)∈A siendo A un conjunto de R2.


S= {(x,y, f (x,y)) : (x,y)∈A}


b) Por medio de ecuaciones paramétricas, es decir, se trata de una superficie de la forma
S= γ(A) donde γ es una función de dos variables con valores en R3. La función γ transfor-
ma un subconjunto A⊂ R2 en una superficie enR3. En este caso se acostumbra a interpretar
los puntos del conjunto A como parámetros que describen la superficie. Si notamos (s,t)∈A
un elemento genérico de A, la función γ debe ser de la forma


γ(s, t) = (x(s, t),y(s,t),z(s,t)) = x(s,t)i +y(s,t)j +z(s,t)k


y, por tanto
S= γ(A) = {(x(s,t),y(s,t),z(s,t)) : (s,t)∈A}


c) De forma implícita como el conjunto de puntos g(x,y,z) = 0 donde se anula un campo es-
calar diferenciable de tres variables.


S=
{
(x,y,z)∈R3 : g(x,y,z) = 0


}


Observa que a) es un caso particular de c) (basta considerar g(x,y,z) = f (x,y)− z) y también es
un caso particular de b) (basta considerar γ(x,y) = (x,y, f (x,y))).
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5.1.1. Plano tangente en un punto de una superficie


Se dice que un vector w∈R3 es tangente a una superficie S en un punto (a,b,c)∈S si se
verifica que w es el vector tangente en el punto (a,b,c) a una curva contenida en Sy que pasa
por dicho punto. Se dice que un vector w∈R3 es ortogonal a una superficie S en un punto
(a,b,c)∈Ssi se verifica que w es ortogonal a todo vector tangente a Sen el punto (a,b,c).


Se verifica que el plano tangente a la superficie en el punto (a,b,c) contiene a todos los
vectores tangentes a la superficie en dicho punto. El cálculo del plano tangente depende de
cómo venga dada la superficie. Consideremos los tres casos posibles.


La superficie viene dada por ecuaciones paramétricas.


Sea S= γ(A) donde A⊂ R2 y


γ(s, t) = (x(s, t),y(s,t),z(s,t)) = x(s,t)i +y(s,t)j +z(s,t)k


Para calcular el plano tangente en un punto γ(s0,t0) = (a,b,c)∈S, basta darse cuenta de que
las curvas α(s) = γ(s, t0) y β(t) = γ(s0, t) están contenidas en Sy pasan por el punto (a,b,c). Los
vectores tangentes a dichas curvas en (a,b,c) vienen dados por


α ′(s0) =
∂γ
∂s


(s0, t0) =


(
∂x
∂s


(s0, t0),
∂y
∂s


(s0,t0),
∂z
∂s


(s0,t0)


)
=


∂x
∂s


(s0,t0)i +
∂y
∂s


(s0,t0)j +
∂z
∂s


(s0,t0)k


β ′(t0) =
∂γ
∂t


(s0, t0) =


(
∂x
∂t


(s0, t0),
∂y
∂t


(s0,t0),
∂z
∂t


(s0,t0)


)
=


∂x
∂t


(s0,t0)i +
∂y
∂t


(s0,t0)j +
∂z
∂t


(s0,t0)k


que son los vectores columna de la matriz jacobiana de γ en (s0,t0). Se supone que dichos vectores


son linealmente independientes pues en otro caso el plano tangente a Sen (a,b,c) no está defini-


do. El plano tangente a Sen (a,b,c) es la traslación a dicho punto del plano vectorial engendrado
por estos dos vectores. En consecuencia, el plano tangente tiene las ecuaciones paramétricas
siguientes:


(x,y,z) = γ(s0, t0)+s
∂γ
∂s


(s0,t0)+ t
∂γ
∂t


(s0,t0), (s,t∈R)


La superficie está dada implícitamente.


Se trata de una superficie de la forma S= {(x,y,z)∈R3 : g(x,y,z) = 0} donde g es un cam-
po escalar de tres variables. Para calcular el plano tangente a S en un punto (a,b,c)∈S, bas-
ta observar que el vector gradiente de g calculado en (a,b,c) es ortogonal a todo vector tan-
gente a S en (a,b,c). Ello es consecuencia de que si α : [a,b] → R3 es una curva contenida en
la superficie S que pasa por el punto α(t0) = (a,b,c), entonces se tiene que g(α(t)) = 0 para
todo t ∈ [a,b], por lo que la derivada de la función compuesta g(α(t)) es idénticamente nu-
la, es decir


〈
(∇g)(α(t))


∣∣α ′(t)
〉


= 0 para todo t ∈ [a,b]. En particular, para t = t0 obtenemos que〈
∇g(a,b,c)


∣∣α ′(t0)
〉


= 0.


Deducimos que el plano tangente a Sen (a,b,c) es el plano que tiene como vector ortogonal
∇g(a,b,c) y que pasa por el punto (a,b,c). Se supone que ∇g(a,b,c) , (0,0,0) pues en otro caso,


el plano tangente en (a,b,c) no está definido. En consecuencia, el plano tangente es el plano de
ecuación cartesiana


〈
∇g(a,b,c)


∣∣(x−a,y−b,z−c)
〉
=


∂g
∂x


(a,b,c)(x−a)+
∂g
∂y


(a,b,c)(y−b)+
∂g
∂z


(a,b,c)(z−c) = 0
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La superficie es la gráfica de una función.


Sea S= {(x,y, f (x,y))∈R3 : (x,y)∈A} donde A ⊂ R2 y f : A → R es un campo escalar de dos
variables. Entonces dicha superficie está definida implícitamente por la ecuación g(x,y,z) =


f (x,y)− z = 0. Como consecuencia de lo visto en el punto anterior, el plano tangente en un
punto (a,b,c) = (a,b, f (a,b))∈Ses el plano de ecuación


〈
∇g(a,b,c)


∣∣(x−a,y−b,z− f (a,b))
〉


= 0


y, como, ∇g(a,b,c) =


(
∂ f
∂x


(a,b),
∂ f
∂y


(a,b),−1


)
, se sigue que la ecuación del plano tangente es


z−c=
∂ f
∂x


(a,b)(x−a)+
∂ f
∂y


(a,b)(y−b)


Observa que Stiene como ecuaciones paramétricas γ(x,y) = (x,y, f (x,y)) por lo que los vectores(
1,0,


∂ f
∂x


(a,b)


)
y
(


0,1,
∂ f
∂y


(a,b)


)
son tangentes a Sen el punto (a,b,c). Puedes comprobar que


el vector
(


∂ f
∂x


(a,b),
∂ f
∂y


(a,b),−1


)
es ortogonal a dichos vectores, como debe ser según lo dicho


anteriormente.


Si g(x,y,z) es un campo escalar, las superficies de ecuación implícita g(x,y,z) = c o, lo que es
igual g(x,y,z)−c= 0, donde c es una constante, se llaman superficies de nivel (cuando el campo
se interpreta como un potencial se llaman superficies equipotenciales). De lo dicho antes, se
sigue que el vector gradiente ∇g(x,y,z) es ortogonal en todo punto (x,y,z) (en el que ∇g(x,y,z) , 0)


a la superficie de nivel que pasa por dicho punto.


Una forma interesante de ver la gráfica de una función es mediante curvas de nivel. Por es-
te método lo que se hace es representar la gráfica de una función en R3 proyectando sobre el
plano XY las curvas intersección de dicha superficie con planos paralelos al plano XY ( curvas
de nivel). Las curvas de nivel unen los puntos de la superficie que tienen la misma altura. Estás
acostumbrado a ver estas representaciones porque los mapas topográficos representan el relie-
ve del terreno por curvas de nivel. Esta representación permite ver las zonas donde la función
varía más rápidamente porque las curvas de nivel están más próximas entre sí.


5.1.1.1. Ejercicios


1. Calcula las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a cada una de las siguientes
superficies en el punto Po indicado.


z2−2x2−2y2−12= 0, P0 = (1,−1,4)


z− log(x2 +y2) = 0, P0 = (1,0,0)


x2 +y2 +z3−2x+4y+3z+1= 0, P0 = (3,4,−3)


4−x2−4z2 = y, P0 = (0,0,1)


z(xy−1)− (x+y) = 0, P0 = (1,2,3)


z+ez+2x+2y−x2−y2−3 = 0, P0 = (1,1+
√


e,1)


γ(u,v) = (u+v)i +ucosvj +vsenuk , P0 = (1,1,0)


γ(u,v) = (u+v,3u2,u−v), P0 = (2,3,0)


2. Halla la ecuación de la tangente en el punto (3,−2,1) a la curva dada como intersección
del elipsoide x2 +4y2+2z2 = 27y el hiperboloide x2 +y2−2z2 = 11.
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3. Calcula la ecuación de la recta tangente a la curva definida por la intersección de las su-
perficies z= xy, x2 +y2−2z= 4 en el punto (3,1,3). Comprueba el resultado expresando
la curva por sus ecuaciones paramétricas.


4. Calcula la ecuación de la recta tangente a la curva definida por la intersección de las su-
perficies 4xz= (x+z)y, 3z2 +y= 5x en el punto (1,2,1).


5.2. Área de una superficie


Sea una superficie S= γ(A) donde γ(s,t) = (x(s,t),y(s,t),z(s,t)) = x(s,t)i +y(s,t)j +z(s,t)k y A es
un subconjunto de R2 que, por sencillez, supondremos que es de la forma A = [a,b]× [c,d]. En
todo lo que sigue se supone que la parametrización γ es buena en el sentido de que recubre la


superficie una sola vez. Esto es tanto como exigir que γ sea una función inyectiva aunque puede
permitirse que en Shaya algunas curvas que se recubran más de una vez por γ.


Consideremos particiones a= s0 < s1 < s2 < .. . < sn−1 < sn = b y c= t0 < t1 < t2 < .. . < tm−1 < tm = d


de los intervalos [a,b] y [c,d] respectivamente. Tenemos que


S= γ(A) = γ
( ⋃


16 j6n
16k6m


[sj−1,sj ]× [tk−1,tk]


)
=
⋃


16 j6n
16k6m


γ
(
[sj−1,sj ]× [tk−1,tk]


)


Teniendo en cuenta la propiedad aditiva del área, se sigue que


Área(S) =
n∑


j=1


m∑


k=1


Área
(
γ
(
[sj−1,sj ]× [tk−1,tk]


))
(5.1)


A continuación calcularemos de forma aproximada el área de un pequeño trozo de la superficie.
Para ello sean h y k números “muy pequeños” y consideremos el trozo de superficie
S0 = γ


(
[s0,s0 + h]× [t0, t0 + k]


)
. Aproximaremos dicha superficie por el paralelogramo con vér-


tice en γ(s0, t0) engendrado por los vectores v1 = γ(s0 +h,t0)− γ(s0,t0) y v2 = γ(s0,t0 +k)− γ(s0,t0).
Sabemos que el área de dicho paralelogramo viene dada por la norma del producto vectorial de
v1 por v2. Teniendo en cuenta la definición de derivada parcial, podemos hacer las siguientes
aproximaciones:


v1≃ h
∂γ
∂s


(s0,t0), v2≃ k
∂γ
∂t


(s0,t0)


por lo que


‖v1×v2‖ ≃ hk


∥∥∥∥
∂γ
∂s


(s0,t0)
∂γ
∂t


(s0,t0)


∥∥∥∥


Observa que lo que estamos haciendo es aproximar el área de S0 por el área de un paralelogra-
mo contenido en el plano tangente a S0 en el punto γ(s0,t0). Es decir, para medir el área de S0 lo
que hacemos es sustituir S0 por su proyección sobre dicho plano tangente.


Esto no debe de extrañarte. Tú vives sobre la superficie de la tierra que es parecida a una
esfera pero te comportas como si vivieras sobre un plano: el plano tangente a la Tierra en tu
lugar de residencia. Por ejemplo, para medir el área de una región cuadrada cuyo lado es de 5
kilómetros, no se tiene en cuenta la pequeña curvatura de dicha región y afirmamos que el área
es de 25 kilómetros cuadrados; lo que hacemos es aproximar un trozo de la esfera “Tierra” por
un trozo de su plano tangente. El error que se comete es muy pequeño. Si pudiéramos tapizar
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la superficie de la Tierra con teselas de 1 centímetro de lado, bastaría conocer cuántas teselas
se necesitan para tener una buena aproximación del área de la superficie total de la Tierra. La
siguiente gráfica ilustra estas ideas.


Figura 5.1: Aproximación local de una superficie por su plano tangente


Teniendo ahora en cuenta la igualdad (5.1), deducimos que


Área(S)=
∑


16 j6n
16k6m


Área
(
γ
(
[sj−1,sj ]× [tk−1,tk]


))
≃
∑


16 j6n
16k6m


(sj −sj−1)(tk−tk−1)


∥∥∥∥
∂γ
∂s


(sj−1,tk−1)×
∂γ
∂t


(sj−1,tk−1)


∥∥∥∥


En el límite estas sumas convergen a la integral doble
!


A


∥∥∥ ∂γ
∂s(s,t)×


∂γ
∂t (s,t)


∥∥∥ d(s,t) . Esto lleva a


definir el área de una superficie Sdada paramétricamente por


Área(S) =


"
A


∥∥∥∥
∂γ
∂s


(s,t)× ∂γ
∂t


(s,t)


∥∥∥∥ d(s,t) (5.2)


El vector
∂γ
∂s


(s, t)× ∂γ
∂t


(s, t) recibe el nombre de producto vectorial fundamental.


Si la superficie es la gráfica de una función S= {(x,y, f (x,y))∈R2 : (x,y)∈A} donde A⊂ R2 y
f : A→ R es un campo escalar de dos variables, entonces dicha superficie tiene como ecuacio-
nes paramétricas γ(x,y) = (x,y, f (x,y)) por lo que ∂γ


∂x(x,y) =
(


1,0, ∂ f
∂x (x,y)


)
, ∂γ


∂y(x,y) =
(


0,1, ∂ f
∂y (x,y)


)
.


En este caso tenemos que


Área(S) =


"
A


∥∥∥∥
∂γ
∂x


(x,y)× ∂γ
∂y


(x,y)


∥∥∥∥ d(x,y) =


"
A


√
1+


(
∂ f
∂x


(x,y)


)2


+


(
∂ f
∂y


(x,y)


)2


d(x,y) (5.3)


5.2.1. Ejercicios


1. Calcula las siguientes áreas.


a) De la parte del plano
x
a


+
y
b


+
z
c


= 1, (a > 0,b > 0,c > 0) que se encuentra en el primer
octante.


b) De la gráfica de la función f : A → R2, definida por f (x,y) = x2 + y2 para todo (x,y)∈A
donde A es el círculo de centro el origen y radio 1.
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c) De la parte de la semiesfera z =
√


R2−x2−y2 limitada por el cilindro circular recto
x2 +y2 = r2 (se supone que R> r).


d) De la superficie (un toro) S= γ([0,2π]× [0,2π]) donde


γ(s, t) = ((R+ r cost)coss,(R+ r cost)sens, r sent) (0 < r < R)


e) De la parte de la esfera x2+y2+z2 = a2 que se encuentra dentro del cilindro
x2


a2 +
y2


b2 = 1,


b6 a, z> 0.


f) De la superficie r(u,v) = ucosvi +usenvj +vk, 06 u6 1, 06 v6 π.


g) De la superficie r(u,v) = uvi +(u+v)j +(u−v)k, donde u2+v2 6 1.


5.3. Integral de superficie de un campo escalar


Supongamos ahora que f es un campo escalar definido en una región del espacio que con-
tiene a la superficie S= γ(A). Para definir la integral de f sobre S, procedemos como antes di-
vidiendo la superficie en pequeños parches Sj ,k = γ


(
[sj−1,sj ]× [tk−1,tk]


)
, evaluamos la función f


en un punto de cada parche, por ejemplo en γ(sj−1,tk−1), y formamos la suma


∑n
j=1


∑m
k=1 f


(
γ(sj−1,tk−1)


)
Área


(
γ([sj−1,sj ]× [tk−1,tk])


)
≃


≃∑n
j=1


∑m
k=1(sj −sj−1)(tk− tk−1) f


(
γ(sj−1,tk−1)


)∥∥∥∥
∂γ
∂s


(sj−1,tk−1)×
∂γ
∂t


(sj−1,tk−1)


∥∥∥∥


En el límite estas sumas convergen a la integral doble
!


A
f
(
γ(s,t)


)∥∥∥ ∂γ
∂s(s,t)×


∂γ
∂t (s,t)


∥∥∥ d(s,t) . De-


finimos, por tanto, la integral del campo escalar f sobre la superficie Scomo


"
S


f (x,y,z)dS =


"
A


f
(
γ(s,t)


)∥∥∥∥
∂γ
∂s


(s,t)× ∂γ
∂t


(s,t)


∥∥∥∥ d(s,t) (5.4)


En el caso particular de que la superficie sea la gráfica de una función S= {
(
x,y,h(x,y)


)
∈R3 :


(x,y)∈A} donde A⊂ R2 y h : A→ R es un campo escalar de dos variables, tenemos que


"
S


f (x,y,z)dS =


"
A


f
(
x,y,h(x,y)


)
√


1+


(
∂h
∂x


(x,y)


)2


+


(
∂h
∂y


(x,y)


)2


d(x,y) (5.5)


Te recuerdo que estamos suponiendo que todas las funciones que consideramos son de clase
C1, es decir que tienen derivadas parciales de primer orden continuas. Las superficies defini-
das por funciones de clase C1 que tienen plano tangente en todo punto se llaman superficies
suaves. Con frecuencia es preciso calcular integrales sobre superficies que tienen aristas y no
son suaves pero que son suaves a trozos esto es, que se obtienen “pegando” varias superficies
suaves; por ejemplo, la superficie formada por las caras de un poliedro. En tal caso, la integral
sobre una superficie suave a trozos se define como la suma de las integrales sobre cada una
de las superficies suaves que la forman.


Naturalmente, el valor de la integral (5.4) no debe depender de la forma en que represente-
mos la superficie. Efectivamente, esto es así debido a una propiedad muy especial del producto
vectorial.
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Sea pues, una superficie Sdada por γ(s,t) = (x(s,t),y(s,t),z(s,t)) donde (s,t)∈A⊂ R2, e intro-
duzcamos parámetros nuevos (u,v) por s= α(u,v), t = β(u,v) donde (u,v)∈B siendo B = {(u,v) :
(α(u,v),β(u,v))∈A}. Pongamos φ(u,v) = γ(α(u,v),β(u,v)) la nueva parametrización de S. Proba-
remos que


"
A


f (γ(s, t))
∥∥∥∥


∂γ
∂s


(s, t)× ∂γ
∂t


(s, t)


∥∥∥∥ d(s,t) =


"
B


f (φ(u,v))


∥∥∥∥
∂φ
∂u


(u,v)× ∂φ
∂v


(u,v)


∥∥∥∥ d(u,v) (5.6)


En virtud del teorema del cambio de variables, tenemos que


"
A


f (γ(s,t))
∥∥∥∥


∂γ
∂s


(s,t)× ∂γ
∂t


(s,t)


∥∥∥∥ d(s,t) =


=


"
B


f (φ(u,v))


∥∥∥∥
∂γ
∂s


(α(u,v),β(u,v))× ∂γ
∂t


(α(u,v),β(u,v))


∥∥∥∥
∣∣∣∣
∂(α,β)


∂(u,v)


∣∣∣∣ d(u,v)


Donde hemos representado por
∂(α,β)


∂(u,v)
el determinante jacobiano de la transformación. La


igualdad (5.6) la obtenemos ahora como consecuencia de la siguiente igualdad


∂φ
∂u


(u,v)× ∂φ
∂v


(u,v) =
∂(α,β)


∂(u,v)
∂γ
∂s


(α(u,v),β(u,v))× ∂γ
∂t


(α(u,v),β(u,v))


que tú mismo puedes comprobar o hacerlo con el programa Mathematica.


5.3.1. Ejemplos


5.1 Ejemplo (Centro de masa de una superficie). Sea S= γ(A) una superficie y sea ρ : S→R una
función continua que representa la densidad superficial de una lámina cuya forma es la de la
superficie S, es decir, ρ(x,y,z) es la densidad de Sen el punto (x,y,z)∈Smedida en unidades de
masa por superficie (por ejemplo, en gr/cm2). La masa total de la superficie viene dada por la
integral de superficie de la función ρ sobre S. El centro de masa de Ses el punto (a,b,c) definido
por


a =


"
S
xρ(x,y,z)dS


"
S


ρ(x,y,z)dS


, b =


"
S
yρ(x,y,z)dS


"
S


ρ(x,y,z)dS


, c =


"
S
zρ(x,y,z)dS


"
S


ρ(x,y,z)dS


Cuando la densidad es constante el centro de masas se denomina centroide (que es una pro-
piedad geométrica de la superficie). �


5.2 Ejemplo (Fórmula de Pappus para el área de una superficie de revolución). Este resultado
establece que el área de la superficie de revolución obtenida girando una curva plana simple
alrededor de una recta que no la corta situada en su mismo plano es igual al producto de la
longitud de la curva por la longitud de la circunferencia que describe el centroide de la misma.


Vamos a probar la afirmación anterior. Supongamos, por comodidad, que la curva está con-
tenida en el plano XZy viene dada por α(t) = (x(t),z(t)) donde a6 t 6 b. Suponemos también que
z(t) > 0 para todo t ∈ [a,b]. Observa que estas hipótesis no son restrictivas pues el caso general
puede reducirse a éste mediante un giro y una traslación que son movimientos del espacio que
conservan las áreas. Al girar la curva alrededor del eje X se obtiene una superficie de revolución
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Sque está dada por γ(s, t) = (x(t),z(t)coss,z(t)sens) para a6 t 6 b, 06 s6 2π. Deducimos que, el
área de la superficie Sviene dada por


Área(S)=


"
A


∥∥∥∥
∂γ
∂s


(s, t)× ∂γ
∂t


(s, t)


∥∥∥∥ d(s, t) =


2πw


0


[
bw


a


z(t)
√


x′(t)2 +z′(t)2dt


]
ds = 2π


bw


a


z(t)
√


x′(t)2 +z′(t)2 dt


Recordemos que la segunda coordenada del centroide de la curva α viene dada por


β =


w


α
zds


w


α
ds


=


w


α
zds


λ(α)
=


bw


a


z(t)
√


x′(t)2 +z′(t)2dt


λ(α)


donde λ(α) es la longitud de la curva α. Concluimos que Área(S) = 2πβλ(α) y 2πβ es la longitud
de la circunferencia que recorre el centroide al girar la curva alrededor del eje X. �


El siguiente resultado, aunque no está directamente relacionado con este tema, lo incluyo
aquí por complitud.


5.3 Ejemplo (Fórmula de Pappus para el volumen de un sólido de revolución). El volumen
de un sólido de revolución obtenido girando una figura plana alrededor de una recta que no la
corta situada en su mismo plano es igual al producto del área de la figura plana por la longitud
de la circunferencia que describe el centroide de la misma.


Vamos a probar la afirmación anterior. Supongamos, por comodidad, que la figura plana,
F , está contenida en el plano XZ y su frontera es una curva dada por α(t) = (x(t),z(t)) donde
a6 t 6 b. Suponemos también que x(t) > 0 para todo t∈[a,b]. Observa que estas hipótesis no son
restrictivas pues el caso general puede reducirse a éste mediante un giro y una traslación que
son movimientos del espacio que conservan los volúmenes. Al girar la figura plana, F , alrededor
del eje Z se obtiene un sólido de revolución Ω que está limitado por la superficie dada por
γ(s,t) = (x(t)coss,z(t)sens,z(t)) para a6 t 6 b, 06 s6 2π.


El volumen de Ω viene dado por
#


Ω 1d(x,y,z) . Haciendo un cambio de variables a coorde-
nadas cilíndricas, tenemos que Volumen(Ω) =


#
Ω d(x,y,z) =


#
B


ρd(ρ,θ,z) donde


B = {(ρ,θ,z) : (ρcosθ,ρsenθ,z)∈Ω} = {(ρ,θ,z) : (ρ,z)∈F,06 θ 6 2π}


En consecuencia, usando el teorema de Fubini, tenemos que


Volumen(Ω) =


$
Ω


d(x,y,z) =


$
B


ρd(ρ,θ,z) =


2πw


0


["
F


ρd(ρ,z)


]
dθ =


= 2π
"


F
ρd(ρ,z) = 2πα


"
F


d(ρ,z) = 2παÁrea(F)


donde


α =


"
F


ρd(ρ,z)


"
F


d(ρ,z)


es la abscisa del centroide de F. �
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5.3.2. Ejercicios


Hacer los ejercicios propuestos en el libro de James Stewart Cálculo Multivariable 4Ed., en
la sección 16.7 (página 1103), ejercicios 5-18.


1. Calcula el centroide de la semiesfera x2 +y2+z2 = R2, z> 0.


2. Calcula la masa de un embudo delgado en forma de cono z =
√


x2 +y2, 1 6 z6 4, cuya
función de densidad es ρ(x,y,z) = 10−z (gr/cm2).


5.4. Integral de superficie de un campo vectorial


Sea S= γ(A) una superficie donde γ(s,t) = (x(s,t),y(s,t),z(s,t)) = x(s,t)i + y(s,t)j + z(s,t)k y A


es un subconjunto de R2. Sea F(x,y,z) = P(x,y,z)i + Q(x,y,z)j + R(x,y,z)k un campo vectorial de
tres variables definido en un abierto de R3 que contiene a la superficie S. Recuerda que para
definir la integral de F sobre una curva lo que se hacía era considerar un campo de vectores
sobre la curva, a saber, el campo vectorial que a cada punto de la curva hace corresponder el
vector tangente unitario en dicho punto. Ahora necesitamos hacer algo parecido. Necesitamos
definir un campo vectorial de tres variables sobre la superficie S. Puesto que en un punto de una
superficie hay muchos vectores tangentes pero hay solamente dos vectores normales unitarios
opuestos entre sí, parece natural elegir uno de dichos vectores en cada punto de la superficie y
de esta forma obtenemos un campo vectorial que podremos multiplicar escalarmente por F lo
que nos va a llevar a la integral que queremos definir.


Nos vemos así llevados a la necesidad de elegir en cada punto de una superficie uno de los
dos vectores unitarios normales a la superficie en dicho punto. Representaremos por n(x,y,z) un
vector normal unitario a Sen el punto (x,y,z)∈S. El otro vector normal unitario será −n(x,y,z).


5.4 Definición. Diremos que una superficie Ses orientable cuando es posible definir un campo
vectorial continuo sobre Sque a cada punto de Sasigne uno de los vectores unitarios normales
en dicho punto. Cuando dicho campo vectorial existe se llama una orientación de S.


Es claro que una superficie “de un solo trozo” orientable tiene dos posibles orientaciones.


Las superficies orientables tienen dos caras porque, intuitivamente, lo que hace una orien-
tación es definir en cada punto de la superficie una dirección hacia arriba que es aquella direc-
ción en la que apunta el vector normal y la dirección opuesta define una dirección hacia abajo.
Por tanto podemos distinguir una cara de Shacia arriba y otra cara de Shacia abajo. La mayoría
de las superficies usuales son orientables pero hay algunas superficies que no lo son y suelen
llamarse superficies de una sola cara. La más conocida es la llamada banda de Moebius. Aquí la
tienes.
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Figura 5.2: Una superficie no orientable


Se dice que la superficie S= γ(A) es simple cuando la función γ es inyectiva en A. La banda
de Moebius no es una superficie simple.


Supuesto que Ses una superficie suave y simple, se verifica que la función definida para todo
(x,y,z)∈Spor


n(x,y,z) =


∂γ
∂s


(s, t)× ∂γ
∂t


(s,t)
∥∥∥∥


∂γ
∂s


(s, t)× ∂γ
∂t


(s,t)


∥∥∥∥
donde γ(s,t) = (x,y,z)∈S (5.7)


es continua sobre Spor lo que la superficie Ses orientable. La orientación definida por (5.7) se
dice que está inducida por la parametrización γ. En particular, si la superficie es la gráfica de
una función S= {


(
x,y,h(x,y)


)
∈R3 : (x,y)∈A} donde A⊂R2 y h : A→R es un campo escalar de dos


variables, entonces dicha superficie tiene como ecuaciones paramétricas γ(x,y) =
(
x,y,h(x,y)


)


(y es simple y suave) por lo que ∂γ
∂x(x,y) =


(
1,0, ∂h


∂x(x,y)
)


, ∂γ
∂y(x,y) =


(
0,1, ∂h


∂y(x,y)
)


. En este caso
tenemos que


n
(
x,y,h(x,y)


)
=


∂γ
∂x


(x,y)× ∂γ
∂y


(x,y)
∥∥∥∥


∂γ
∂x


(x,y)× ∂γ
∂y


(x,y)


∥∥∥∥
=


−∂h
∂x


(x,y)i − ∂h
∂y


(x,y)j +k
√(


∂h
∂x


(x,y)


)2


+


(
∂h
∂y


(x,y)


)2


+1


(5.8)


Cuando la superficie está definida implícitamente por una ecuación, es decir, se trata de una
superficie de la forma S= {(x,y,z)∈R3 : g(x,y,z) = 0} donde g es un campo escalar de tres varia-
bles cuyo gradiente no se anula nunca en S, entonces una orientación en Sviene dada por


n(x,y,z) =
∇g(x,y,z)


‖∇g(x,y,z)‖ (5.9)


5.5 Definición. La integral de un campo vectorial F(x,y,z) = P(x,y,z)i +Q(x,y,z)j +R(x,y,z)k so-
bre una superficie Sque suponemos simple y suave, se define por


"
S
F.dS =


"
S
F
(
γ(s,t)


)
.n
(
γ(s,t)


)
dS (5.10)


donde n
(
γ(s, t)


)
viene dado por la igualdad (5.7) en el caso de que S= γ(A) o por la igualdad (5.8)


en el caso de que Ssea la gráfica de una función h.


Es decir, la integral de superficie de un campo vectorial sobre una superficie S es igual a
la integral de superficie del campo escalar F


(
γ(s,t)


)
.n
(
γ(s,t)


)
sobre S. Teniendo en cuenta la


definición de integral de superficie de un campo escalar, cuando S= γ(A) tenemos que
"


S
F.dS =


"
A


F
(
γ(s,t)


)
.


(
∂γ
∂s


(s,t)× ∂γ
∂t


(s,t)


)
d(s,t) (5.11)
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y cuando Ses la gráfica de una función h tenemos que
"


S
F.dS =


"
A


F
(
x,y,h(x,y)


)
.


(
−∂h


∂x
(x,y)i − ∂h


∂y
(x,y)j +k


)
d(x,y)


"
A


(
−P
(
x,y,h(x,y)


)∂h
∂x


(x,y)−Q
(
x,y,h(x,y)


)∂h
∂y


(x,y)+R
(
x,y,h(x,y)


))
d(x,y) (5.12)


En física suele llamarse a la integral
!


S
F.dS flujo de F a través de S.


Con frecuencia es preciso calcular integrales sobre superficies que tienen aristas y no son
suaves ni orientables en el sentido que acabamos de definir pero que son suaves y orientables a
trozos esto es, que se obtienen “pegando” varias superficies suaves y orientables; por ejemplo,
la superficie formada por las caras de un poliedro. En tal caso, la integral de un campo vectorial
sobre una superficie suave y orientable a trozos se define como la suma de las integrales
sobre cada una de las superficies suaves y orientables que la forman.


Para una superficie cerrada, esto es una superficie que es la frontera de un dominio aco-
tado en R3, se conviene que la orientación positiva es aquella en la que los vectores normales
apuntan siempre hacia el exterior de la superficie. Si una superficie cerrada viene dada por
una parametrización, puede ocurrir que la orientación inducida por dicha parametrización no
sea la orientación positiva. Cuando esto ocurre basta intercambiar las variables para que la
orientación inducida sea la orientación positiva.


5.6 Ejemplo (Flujo de un campo vectorial a través de una superficie). Consideremos que el
campo v es el campo de velocidades de un fluido que se mueve en una región del espacio, esto
es, v(x,y,z) es el vector velocidad, del fluido en el punto (x,y,z). Suponemos, por comodidad, que
la velocidad no depende del tiempo sino solamente de las coordenadas espaciales del punto,
es decir, que se trata de un fluido estacionario (en el caso general en que la velocidad también
depende del tiempo, las consideraciones que siguen permanecen válidas en cada instante t).
Supongamos también que usamos el metro como unidad de longitudes y el segundo como
unidad de tiempo.


Consideremos una superficie S orientada por un campo de vectores normales unitarios
n(x,y,z). Suponemos que dicha superficie no impide el paso del fluido el cual puede fluir libre-
mente a través de ella. Queremos calcular el volumen total de fluido que atraviesa la superficie
por unidad de tiempo, es decir, el flujo (volumétrico) del fluido a través de S. Es evidente que di-
cho flujo depende de la posición de la superficie respecto al campo de velocidades del fluido, el
flujo será máximo cuando el campo sea normal a la superficie y será nulo cuando el campo sea
tangente a la superficie. Es por ello por lo que precisamos tener una orientación en la superficie
pues de esta forma podemos precisar la posición de Srespecto al campo de velocidades.


Consideremos el caso más simple en que la superficie Ses un paralelogramo plano engen-
drado por los vectores a y b y el campo de velocidades, v, es constante. En este caso tan sencillo,
el flujo a través de Ses igual al volumen (con signo) del paralelepípedo engendrado por los vec-
tores a, b y v, que sabemos es igual al producto mixto v.(a×b). Pues el fluido que en un instante
dado se encuentra en el paralelogramo, al cabo de un segundo se encontrará en otro parale-
logramo trasladado del primero mediante el vector v. Recuerda que a×b es un vector normal
a Scuya norma es igual al área de S. El número v.(a×b) se expresa en metros cúbicos por se-
gundo. El signo de dicho número indica si el flujo es saliente (signo positivo cuando el vector
v y el vector a×b forman un ángulo agudo, esto es apuntan en la misma dirección) o entrante
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(signo negativo cuando el vector v y el vector a×b forman un ángulo mayor de 90 grados, esto
es apuntan en direcciones opuestas).


Volviendo al caso general, el vector v(x,y,z) puede descomponerse en cada punto (x,y,z) de
la superficie Scomo suma de dos vectores ortogonales de los cuales uno de ellos está en el plano
tangente a Sen el punto considerado y el otro se obtiene como la proyección ortogonal del vec-
tor sobre el vector normal unitario n(x,y,z), es decir, es el vector


(
v(x,y,z).n(x,y,z)


)
n(x,y,z). La


componente tangente a Sno atraviesa dicha superficie (lo que hace es establecer una circula-


ción del fluido sobre la misma) y su contribución al flujo es nula. Por ello, para calcular el flujo
solamente se considera la componente del campo v(x,y,z) que es normal a la superficie, esto
es, el vector


(
v(x,y,z).n(x,y,z)


)
n(x,y,z). Ya puedes suponer lo que sigue: dividimos la superficie


en pequeños parches y aproximamos el área de cada parche como lo hemos hecho al definir la
integral de superficie y en cada uno de esos parches aproximamos el flujo por el volumen de un
paralelepípedo engendrado por los vectores tangentes a la superficie en un punto del parche y
el vector


(
v(x,y,z).n(x,y,z)


)
n(x,y,z) calculado en ese punto; hacemos la correspondiente suma y


obtenemos una aproximación del flujo a través de S. Estas aproximaciones convergen a la in-
tegral de superficie del campo v(x,y,z) sobre S. Por tanto, el flujo a través de Sviene dado por!


S
v.dS.


Las consideraciones anteriores también sirven para justificar que el flujo de masa a través
de Sviene dado por


!
S


ρv.dS, donde ρ(x,y,z) es la función de densidad del fluido.


El flujo de un campo vectorial a través de una superficie tiene gran importancia en el estudio
de campos eléctricos y campos magnéticos. Si E es un campo eléctrico, la integral de superfi-
cie
!


S
E.dS se llama flujo eléctrico de E a través de S. La ley de Gauss establece que la carga


eléctrica neta que hay en el interior de una superficie cerrada viene dada por Q = ε0
!


S
E.dS. �


5.4.1. Ejercicios


Hacer los ejercicios propuestos en el libro de James Stewart Cálculo Multivariable 4Ed., en
la sección 16.7 (página 1103), ejercicios 19-28.
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Teoremas de Stokes y de Gauss


6.1. Teorema de Stokes


El teorema de Stokes es una generalización del teorema de Green para superficies en el es-
pacio: el teorema de Green establece una igualdad entre integrales dobles e integrales de línea
y el teorema de Stokes establece una igualdad entre integrales de superficie e integrales de lí-
nea. Veremos que en el caso particular de que la superficie sea una superficie plana situada en
el plano XY con normal unitaria igual a k el teorema de Stokes se convierte en el teorema de
Green.


Sea S una superficie que suponemos orientada por un campo continuo de vectores que a
cada punto (x,y,z)∈Shace corresponder un vector unitario normal a Sque notaremos n(x,y,z).
Suponemos que la superficie Ses una superficie abierta y representamos por ∂Ssu borde. Ob-
serva que ∂S puede ser una curva cerrada o puede estar formado por varias curvas cerradas
disjuntas (por ejemplo, la superficie Spuede ser un trozo de cilindro circular recto sin tapade-
ras en cuyo caso su borde son dos circunferencias).


La orientación en Sdefinida por el campo de vectores normales n(x,y,z) induce una orienta-
ción en ∂Sque se llama orientación inducida. En términos familiares, la orientación inducida
en ∂Ses aquella en la que al recorrer caminando ∂Sen el sentido que indica el vector tangente
en cada punto de ∂Sy con la cabeza apuntando en el sentido que indica el vector normal n, la
superficie Squeda a nuestra izquierda.


Una definición matemática más precisa de lo que se entiende por orientación inducida es la
siguiente. Sea P∈∂Sun punto en el borde de la superficie S. La curva ∂Stiene en P dos vectores
normales unitarios que son tangentes a la superficie Sen P; estos vectores son opuestos entre
sí. Sea N uno de dichos vectores. Representemos por H el plano tangente a S en P. Sea B(P,ε)
una bola centrada en P de radio ε > 0 suficientemente pequeño. Definamos G= B(P,ε)∩S, y sea
D =


∏
H(G) la proyección ortogonal de G sobre H. Observa que


∏
H deja invariante a N y a P


porque ambos están en H. Además, como
∏


H conserva la ortogonalidad, el vector N es normal
en el punto P a la curva (∂S)H =


∏
H


(
∂S∩B(P,ε)


)
. Observa que D es un dominio plano y que


(∂S)H es parte de ∂D. Pues bien, si el vector N es la normal interior a ∂D en P (en el sentido que
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definimos al estudiar el teorema de Green) se dice que N es el vector unitario normal a ∂Sen P


que apunta hacia dentro de S. La orientación inducida en ∂Spor la orientación dada de la su-
perficie Ses aquella en la que, notando por N(x,y,z) el vector unitario normal que apunta hacia
dentro de Sy por T(x,y,z) el vector tangente unitario a ∂Sen el punto (x,y,z)∈∂S, se verifica que
la base ortonormal {T(x,y,z),N(x,y,z),n(x,y,z)} tiene determinante positivo (de hecho igual a
1) para todo (x,y,z)∈∂S. Observa que, cualquiera sea el vector tangente unitario T(x,y,z) se tiene
que N(x,y,z) = n(x,y,z)×T(x,y,z) o N(x,y,z) = −n(x,y,z)×T(x,y,z).


Cuando Ses una superficie suave y orientable a trozos se conviene en que la orientación de
cada parte suave y orientable de Sse haga de forma que en cada curva γ, que sea frontera común
de dos partes suaves orientables, las respectivas orientaciones inducidas en γ sean opuestas.


Las siguientes gráficas te ayudarán a entender estas ideas.


En todos los casos se han representado en rojo los vectores normales a ∂Sque apuntan hacia
dentro de S, en verde los vectores normales que orientan la superficie y en azul los vectores
tangentes a ∂Sque proporcionan en cada caso la orientación inducida en ∂S.


Observa que las orientaciones inducidas en ∂Spor las orientaciones de las semiesferas su-
perior e inferior son opuestas. En el caso del cilindro su borde está formado por dos circunfe-
rencias cuyas orientaciones son opuestas. La última de las superficies está formada pegando
dos superficies (un casquete esférico y un cono) orientables cuyas orientaciones se eligen de
forma que induzcan orientaciones opuestas en su borde común.
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Comprueba que en todos los casos si andas sobre la curva borde en el sentido que indica
su tangente (vector azul) y con tu cabeza apuntando en el sentido que indica la normal que
orienta la superficie (vector verde), la superficie queda a tu izquierda.


El teorema de Stokes afirma que el flujo del rotacional de un campo a través de una superficie


suave y orientable a trozos es igual a la circulación del campo en el borde de la misma.


6.1 Teorema (Teorema de Stokes). Sea S una superficie suave y orientable a trozos con una


orientación definida por el campo de vectores normales unitarios n(x,y,z) y representemos por


∂S+ el borde de Scon la orientación inducida. Sea F un campo vectorial de clase C1 definido en


un abierto que contenga a S. Entonces se verifica que


w


∂S+


F.dr =


"
S
rotF.ndS (6.1)


Un caso frecuente es cuando la superficie Sviene dada en la forma S= γ(A) donde A⊂ R2 y
para (s,t)∈A es


γ(s, t) = (x(s, t),y(s,t),z(s,t)) = x(s,t)i +y(s,t)j +z(s,t)k


y la orientación de Sviene dada por


n(x,y,z) =


∂γ
∂s


(s, t)× ∂γ
∂t


(s,t)
∥∥∥∥


∂γ
∂s


(s, t)× ∂γ
∂t


(s,t)


∥∥∥∥
donde γ(s,t) = (x,y,z)∈S


Consideremos en el espacio de los parámetros la orientación positiva s− t es decir, el eje de
abscisas representa la variable sy el de ordenadas la variable t. En esta situación se verifica que
la orientación positiva de la frontera de A (en el sentido que vimos al estudiar el teorema de
Green) se corresponde con la orientación inducida en ∂S. Esto quiere decir que si s= s(u), t = t(u)


donde a6 u6 b, son las ecuaciones paramétricas de la frontera de A con la orientación positiva,
que notaremos ∂A+, entonces Γ(u) = γ(s(u),t(u)) es una representación paramétrica de ∂S+.


El teorema de Green es un caso particular del teorema de Stokes. Supongamos que nuestra
superficie es un dominio plano D contenido en el plano XY y que la orientamos por la normal
al plano XY en la dirección del eje Z positivo. Es claro que en esta situación la normal unitaria
es k = (0,0,1) y que el borde de D con la orientación inducida es precisamente el borde de D


orientado positivamente (en el sentido que vimos al estudiar el teorema de Green) que repre-
sentamos por ∂D+. Sea F(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) un campo vectorial definido en D. Aplicando el
teorema de Stokes al campo vectorial F3(x,y,z) = (P(x,y),Q(x,y),0) obtenemos


w


∂D+


F3.dr =


"
D


rotF3.k dS


Es claro que w


∂D+


F3.dr =
w


∂D+


P(x,y)dx+Q(x,y)dy


Por otra parte tenemos que


rotF3(x,y,z).k =
∂Q
∂x


(x,y)− ∂P
∂y


(x,y)
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Concluimos que


w


∂D+


P(x,y)dx+Q(x,y)dy=


"
D


(
∂Q
∂x


(x,y)− ∂P
∂y


(x,y)


)
d(x,y)


6.2. Teorema de la divergencia


Ya conocemos una versión del teorema de la divergencia para campos vectoriales de dos
variables. En la generalización de dicho teorema para campos vectoriales de tres variables se
consideran dominios regulares en R3. Recuerda que un dominio es un conjunto abierto y co-
nexo. La frontera de un dominio acotado es una superficie cerrada. Sea D un dominio acotado
en R3, diremos que D es un dominio regular cuando su frontera, que representaremos por ∂D,
esté formada por trozos de superficies que tienen plano tangente en todo punto. No exclui-
mos la posibilidad de que en las uniones de dichas superficies haya aristas en cuyos puntos
no esté definido un plano tangente. El interior de una esfera o de un ortoedro son ejemplos de
dominios regulares el segundo de ellos con aristas.


Las superficies cerradas que son frontera de un dominio regular se orientan mediante la
normal exterior, concepto éste que, aunque tiene un significado intuitivo para las superficies
cerradas más usuales, es fácil de precisar matemáticamente. En cada punto de ∂D (excepto
quizás en las aristas si las hay, pero estos conjuntos de puntos son tan pequeños que no influyen
para nada en la integral) están definidas dos normales unitarias que son opuestas una de otra.
Sea x∈∂D y sea N un vector normal a ∂Sen x. Se dice que N es normal exterior a ∂Sen x si para
δ > 0 suficientemente pequeño y para 0 < t < δ se verifica que:


x− tN∈D, x+ tN < D


condiciones que expresan que si a partir del punto x nos desplazamos un poquito en la direc-
ción de N salimos de D y si nos desplazamos en la dirección opuesta a N entramos en D. Se
verifica que ∂D es una superficie orientable y suave a trozos y la aplicación x → n(x) que a ca-
da punto x∈∂D (con la salvedad indicada) hace corresponder la normal exterior a ∂D en dicho
punto define una orientación que se llamará la orientación positiva de ∂D.


6.2 Teorema (Teorema de la divergencia). Sea D un dominio regular en R3, F un campo vec-


torial de clase C1 definido en un abierto que contiene a D∪ ∂D y consideremos la superficie ∂D


orientada positivamente. Entonces se verifica que


"
∂D


F.ndS =


$
D


divF(x,y,z)d(x,y,z) (6.2)


Es decir, el flujo del campo F a través de la frontera ∂D del dominio D es igual a la integral de la


divergencia del campo en D.


Este teorema relaciona una integral de superficie con una integral de volumen. El teorema
de la divergencia tiene dos autores Gauss y Ostrogradsky; los textos atribuyen su autoría a uno
u otro según las simpatías del autor de turno aunque lo más justo, como hacen muchos textos,
sería llamarle teorema de Gauss-Ostrogradsky.
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Aplicando el teorema de la divergencia al dominio B(x,ε) formado por una bola de centro x
y radio ε se deduce fácilmente que


lı́m
ε→0


1
Vol(B(x,ε))


"
∂B(x,ε)


F.ndS = divF(x,y,z)


lo que permite interpretar la divergencia como el límite del flujo por unidad de volumen. Cla-
ramente, cuando divF(x,y,z) > 0 entonces para todo ε > 0 suficientemente pequeño se tiene
que


!
∂B(x,ε) F.ndS > 0 de modo que el flujo neto a través de ∂B(x,ε) es en sentido hacia afue-


ra. Análogamente, cuando divF(x,y,z) < 0 el flujo neto a través de ∂B(x,ε) es en sentido hacia
dentro.


6.3. Aplicaciones de los teorema de Stokes y de la divergencia


Este apartado sigue muy de cerca los apuntes de Análisis del profesor de la Universidad de
Valencia Dr. Carlos Ivorra. Puedes descargar dichos apuntes y otros muchos, todos ellos exce-
lentes, de su página Web http://www.uv.es/∼ivorra.


El rotacional en hidrodinámica


Empezaremos viendo una interpretación de la circulación de un campo en el contexto de
la hidrodinámica. Supongamos que V es el campo de velocidades de un fluido. Esto significa
que si liberamos una partícula de masa despreciable en un punto p el fluido la arrastrará con
velocidad V(p) (no excluimos que V pueda depender del tiempo además de hacerlo de la po-
sición). Supongamos ahora que en el fluido situamos una bolita sujeta por una varilla rígida a
un eje, respecto al cual puede girar a lo largo de una circunferencia de radio r. Es claro que si
la bolita se encuentra en el punto p el fluido la hará moverse con velocidad igual a la proyec-
ción de V(p) sobre la recta tangente a la circunferencia en p, pues la componente normal de
la velocidad será cancelada por las fuerzas que mantienen rígida a la varilla que sujeta la bola.
Imaginemos ahora que el eje sujeta a la varilla por el centro y que ésta tiene una bolita en cada
brazo como se muestra en la siguiente figura. Si las bolitas se encuentran en los puntos p1 y


p1p2


v1


v2 VHp1L


VHp2L


p2, entonces su velocidad (que en módulo ha de ser la misma para ambas a causa de la rigidez
de la varilla) estará determinada por los vectores V(p1) y V(p2). Al igual que en el caso anterior
en realidad dependerá sólo de las proyecciones v1 = V(p1).T(p1)T(p1) y v2 = V(p2).T(p2)T(p2)


(donde hemos notado por T(p) el vector tangente unitario a la circunferencia en el punto p).
Por ejemplo, en el caso indicado en la figura, donde V(p1).T(p1) = 2 y V(p2).T(p2) = 1, la velo-
cidad resultante será el promedio de ambas: la varilla girará en sentido contrario a las agujas
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del reloj con velocidad (2− 1)/2 = 1/2. La justificación de esto es la siguiente. Se trata de un
problema de conservación de la cantidad de movimiento. De hecho es equivalente al siguiente:
dos cuerpos de la misma masa se aproximan frontalmente de modo que sus velocidades son v1


y v2. Si tras el choque se mueven conjuntamente, ¿ a qué velocidad lo hacen? La respuesta es
que la cantidad de movimiento del sistema es mv1 + mv2 al principio y 2mv al final. Igualando
resulta que v = (v1 + v2)/2. El fluido comunica una cantidad de movimiento a las bolitas y la
varilla se limita a unificar las velocidades sin alterar la cantidad de movimiento.


Supongamos ahora que en vez de una varilla con dos bolitas tenemos un molinillo con n


aspas. Entonces el valor numérico de la velocidad resultante será


1
n


(V(p1).T(p1)+V(p2).T(p2)+ · · ·+V(pn).T(pn))


Que podemos escribir en la forma


1
2π r


(
2π r
n


V(p1).T(p1)+
2πr
n


V(p2).T(p2)+ · · ·+ 2πr
n


V(pn).T(pn)


)


donde r es el radio de la circunferencia. Esto equivale a considerar la circunferencia dividida
en n partes iguales de longitud ∆s= 2πr/n, multiplicar la longitud de cada parte por el valor de
V.T en uno de sus puntos, sumar y luego dividir el resultado entre la longitud completa de la
circunferencia. Finalmente, si en lugar de un molinillo ponemos un disco Sde radio r, el valor
numérico de la velocidad que le imprimirá el fluido vendrá dado por


v =
1


2πr


w


C


V.T ds =
1


2πr


w


C


V.dr


La velocidad v corresponde a una velocidad angular ωr = v/r. Así pues, representando por C la
circunferencia del disco Sorientada positivamente, tenemos que


ωr =
1


2πr2


w


C


V.dr


Sea ahora n un vector unitario normal al disco. En virtud del teorema de Stokes se verifica que


w


C


V.dr =


"
S
rotV.ndS


Si el centro del disco es el punto p y el radio r es suficientemente pequeño se verifica que
"


S
rotV.ndS≃ πr2 rotV(p).n


y por tanto


ωr =
1


2πr2


w


C


V.dr =
1


2πr2


"
S
rotV.ndS≃ 1


2
rotV(p).n


En el límite se tiene la igualdad


lı́m
r→0


ωr =
1
2


rotV(p).n


Así pues, la velocidad angular que adquirirá la rueda es (aproximadamente) la mitad de la pro-
yección del rotacional sobre el eje de giro. Claramente el rotacional indica la dirección en que
hemos de situar el eje para que la velocidad de rotación sea máxima.
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La ecuación de continuidad


Sea V(x,y,z, t) el campo de velocidades de un fluido y sea ρ(x,y,z,t) su densidad (en general
ambos dependen de la posición (x,y,z) y del tiempo t). Sea p = (x,y,z) un punto cualquiera y S


una esfera de centro p. La cantidad de fluido contenida en Sen un instante dado es la integral
de ρ sobre la bola B de frontera S, luego la variación de esta masa (debida a la variación de la
densidad del fluido respecto al tiempo) es


d
d t


$
B


ρ(x,y,z,t)d(x,y,z) =


$
B


∂ρ
∂t


(x,y,z,t)d(x,y,z)


En la lección anterior vimos que el flujo del campo ρV a través de Sse interpreta como la masa
de fluido que sale de Spor unidad de tiempo. Sea r el radio de B y definamos


ψr(p,t) =


$
B


∂ρ
∂t


(x,y,z, t)d(x,y,z) +


"
S


ρ(x,y,z,t)V(x,y,z,t).n(x,y,z)dS =$
B


∂ρ
∂t


(x,y,z, t)d(x,y,z) +


$
B


div
(
ρ(x,y,z,t)V(x,y,z,t)


)
d(x,y,z) =$


B


(
∂ρ
∂t


(x,y,z, t)+div
(
ρ(x,y,z,t)V(x,y,z,t)


))
d(x,y,z)


donde en la segunda igualdad hemos usado el teorema de la divergencia (se entiende que el
operador divergencia indica derivación respecto a las variables espaciales x,y,z. Es claro que
ψr(p,t) es el incremento de la masa de fluido en B por unidad de tiempo menos la cantidad de
masa que entra en B a través de Spor unidad de tiempo. Por consiguiente ψr(p,t)/Vol(B) es la
cantidad de masa neta que se crea en B por unidad de tiempo y de volumen (el aumento o la
disminución de masa en B que no entra ni sale por su frontera). Un razonamiento ya varias
veces repetido permite probar fácilmente que


ψ(p, t) = lı́m
r→0


ψr(p, t)
vol(B)


=
∂ρ
∂t


(x,y,z,t)+div
(
ρ(x,y,z,t)V(x,y,z,t)


)


donde ψ(p, t) representa la cantidad de fluido que se crea alrededor de p por unidad de tiempo
y de volumen. La ecuación


ψ(p, t) = div(ρ(p,t)V(p,t))+
∂ρ
∂t


(p,t)


se denomina ecuación de continuidad de la hidrodinámica.


Los puntos donde ψ > 0 se llaman fuentes (son puntos donde aparece fluido) y los puntos
donde ψ < 0 se llaman sumideros (en los cuales desaparece fluido). Si no hay fuentes ni su-
mideros, es decir, cuando la masa neta se conserva, se tiene que ψ es idénticamente nula y la
ecuación de continuidad adopta la forma más usual


div(ρ(p,t)V(p,t))+
∂ρ
∂t


(p,t) = 0


Si la densidad ρ es constante el fluido se llama incompresible y entonces la ecuación de con-
tinuidad se reduce a ψ(p, t) = ρdivV(p,t) que nos dice que ρdivV(p,t) es igual a la cantidad de
fluido que se crea alrededor de p por unidad de masa y de volumen. Si además no hay fuentes
ni sumideros, la ecuación de continuidad se reduce a divV = 0.


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático


Prof. Javier Pérez
Cálculo vectorial. Series de fourier. Variable compleja







Aplicaciones de los teorema de Stokes y de la divergencia 75


La ley de Gauss y la ecuación de Poisson en electrostática


Recuerda que el campo eléctrico creado por una carga puntual Q situada en un punto a∈R3


viene dado por


E(x) =
1


4πε
Q


‖x−a‖3(x−a) (x∈R3,x , a)


donde ε es la permisividad del medio. Recuerda que E(x) es la fuerza que experimentaría una
carga positiva de 1 culombio que estuviera situada en el punto x. Es fácil comprobar por cálculo
directo que divE(x) = 0para todo x∈R3, x, a. En consecuencia, el teorema de la divergencia nos
dice que el flujo eléctrico neto a través de cualquier superficie cerrada que no rodee al punto a
es nulo. Observa que si la superficie cerrada contiene al punto aentonces no podemos aplicar el
teorema de la divergencia porque el campo no está definido en ningún abierto que contenga a
dicha superficie y a su interior. Estudiemos lo que ocurre en este caso. Sea Gun dominio regular
que contiene al punto a y tomemos una bola B centrada en a y de radio r > 0 de manera que
esté contenida en G. Consideremos el dominio D = G\B que se obtiene quitándole a G la bola
B. Es claro que el dominio D no contiene a y que ∂D = ∂B∪∂G. La orientación positiva en ∂G es
la misma respecto a G y respecto a D y viene dada por la normal exterior a G, mientras que la
orientación positiva en ∂B como parte de la frontera de D = G\B es la dada por el vector normal
que apunta hacia dentro de B, es decir, la opuesta a su orientación positiva como frontera de B.
En consecuencia tenemos que


0 =


$
D


divE(x)dx =


"
∂D


E(x).n(x)dS =


"
∂G


E(x).n(x)dS−
"


∂B
E(x).n(x)dS


de donde "
∂G


E(x).n(x)dS =


"
∂B


E(x).n(x)dS


Pero la última integral es inmediata porque para x∈∂B se tiene que


E(x).n(x) =
1


4πε
Q
r3 (x−a).n(x) =


1
4πε


Q
r3 (x−a).


(x−a)


r
=


1
4πε


Q
r2


luego "
∂G


E(x).n(x)dS =
1


4πε


"
∂B


Q
r2 dS =


1
4πε


Q
r2 4πr2 =


Q
ε


Este resultado se generaliza inmediatamente para el campo eléctrico producido por un número
finito, n, de cargas puntuales q j situadas en los puntos aj ∈R3. Dicho campo viene dado por la
suma vectorial de los campos creados por cada carga


E(x) =
1


4πε


n∑


j=1


q j


‖x−aj‖3 (x−aj) (x∈R3,x , aj )


Se tiene que divE(x) = 0 para todo x∈R3, x , aj . En consecuencia, el teorema de la divergencia
nos dice que el flujo neto de E a través de cualquier superficie cerrada que no encierre a nin-
guno de los puntos aj es nulo. Mientras que si la superficie Sencierra algunos de dichos puntos
y es Q la suma de las cargas que encierra se tiene que


"
S
E(x).n(x)dS =


Q
ε


Consideremos ahora que tenemos una distribución continua de cargas en un dominio regular
Ω del espacio. Es decir, tenemos una función continua ρ : Ω → R llamada densidad de carga
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que se anula fuera de Ω tal que la carga neta contenida en un conjunto E ⊂ Ω viene dada por#
E


ρ(x)dx . En este caso, la suma que corresponde a una distribución finita de cargas se con-
vierte en una integral y el campo viene dado por


E(x) =
1


4πε


$
Ω


ρ(y)


‖x−y‖3(x−y)dy (x∈R3)


donde se entiende que la integral de una función vectorial es el vector formado por la integral
de cada una de sus componentes. Fíjate en que si x∈ Ω el integrando no está definido en x
pero se demuestra que la integral tiene sentido. En este caso la ley de Gauss adopta la forma
siguiente: si D es un dominio regular con frontera S= ∂D se verifica que


"
S
E(x).n(x)dS =


1
ε


$
D


ρ(x)dx


Usando ahora el teorema de la divergencia tenemos
$


D
divE(x)dx =


1
ε


$
D


ρ(x)dx


o lo que es igual $
D


(
divE(x)− ρ(x)


ε


)
dx = 0


Como esta igualdad tiene que ser válida para todo dominio regular D, concluimos que


divE(x) =
ρ(x)


ε


Es sabido que el campo eléctrico es conservativo. En el caso que nos ocupa se verifica que la
función


V(x) =
1


4πε


$
Ω


ρ(y)


‖x−y‖ dy (x∈R3)


es una función potencial para E, es decir, se verifica la igualdad E(x,y,z) = −∇V(x,y,z). En con-
secuencia


div(∇V)(x,y,z) = −ρ(x,y,z)
ε


que es la ecuación de Poisson.


Un sencillo cálculo permite comprobar que para cualquier campo escalar f de clase C2se
verifica que


div(∇ f )(x,y,z) =
∂2 f
∂x2 (x,y,z)+


∂2 f
∂y2 (x,y,z)+


∂2 f
∂z2 (x,y,z)


La expresión


∆ f (x,y,z) =
∂2 f
∂x2 (x,y,z)+


∂2 f
∂y2 (x,y,z)+


∂2 f
∂z2 (x,y,z)


se llama laplaciana del campo escalar f . El operador ∆ : f → ∆ f se llama operador de Lapla-
ce. La ecuación de Poisson para el potencial eléctrico suele escribirse en la forma condensada
∆V = −ρ/ε.
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6.4. Funciones armónicas


Sea f un campo escalar de clase C2 definido en un abierto Ω ⊂ R3. Se dice que f es una
función armónica en Ω si para todo (x,y,z)∈Ω se verifica que


∂2 f
∂x2 (x,y,z)+


∂2 f
∂y2 (x,y,z)+


∂2 f
∂z2 (x,y,z) = 0


Dicho en otras palabras, las funciones armónicas en Ω son las soluciones de la ecuación de
Laplace ∆ f (x,y,z) = 0 en Ω.


Es fácil comprobar que la función f definida para todo (x,y,z) , (0,0,0) por


f (x,y,z) =
1


‖(x,y,z)‖ =
1√


x2 +y2+z2


es armónica en R3 \ {(0,0,0)}.


El teorema de la divergencia para un campo conservativo F(x,y,z) = −∇ f (x,y,z) adopta la
forma "


∂D
F(x,y,z).ndS = −


"
∂D


∇ f (x,y,z).ndS = −
"


∂D


∂ f
∂n


(x,y,z)dS =#
D


divF(x,y,z)d(x,y,z) = −
#


D
div∇ f (x,y,z)d(x,y,z) = −


#
D


∆ f (x,y,z)d(x,y,z)


Esto es "
∂D


∂ f
∂n


(x,y,z)dS =


$
D


∆ f (x,y,z)d(x,y,z)


donde hemos tenido en cuenta que el producto escalar del gradiente de un campo escalar por
un vector unitario es igual a la derivada de dicho campo escalar en la dirección dada por dicho
vector, por ello ∇ f (x,y,z).n = ∂ f


∂n (x,y,z) es la derivada de f en el punto (x,y,z) en la dirección de
la normal exterior a la superficie ∂D en dicho punto.


En particular, deducimos que para toda función f armónica en un abierto que contenga al
dominio regular D y a su frontera se verifica que


"
∂D


∂ f
∂n


(x,y,z)dS = 0


6.4.1. Ejercicios


Hacer los ejercicios propuestos en el libro de James Stewart, Cálculo Multivariable 4Ed., en
las secciones 16.8 (ejercicios 2-6, 7-10, 13-15 de la página 1109) y 16.9 (ejercicios 3-6, 7-16, 19-28
páginas 1116 y 1117).


1. Sea S la parte del paraboloide z= x2 +y2 que queda bajo el plano z= 2x, y sea r la curva
intersección de ambos. Calcular la circulación del campo vectorial F(x,y,z) = (z,x,y) a lo
largo de r .


a) Usando el teorema de Stokes (considera S orientada por la normal con componente
z> 0).


b) Directamente (considera la orientación apropiada para r ).
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2. Calcula el flujo saliente del campo F(x,y,z) = (xz,yx,zy) a través de la superficie cerrada
formada por la parte del cilindro (con sus dos tapaderas) x2 + y2 = 4 comprendida entre
los planos z= 0 y z+y= 2.


a) Directamente (elige las orientaciones adecuadas para cada superficie).


b) Usando el teorema de la divergencia.


3. Sea S la parte del paraboloide z= 4−x2−y2 que queda sobre el plano z= 4−2y, y sea r la
curva intersección de ambos. Calcula la circulación del campo vectorial F(x,y,z) = (z,x,y)
a lo largo de r .


a) Usando el teorema de Stokes (considera S orientada por la normal con componente
z> 0).


b) Directamente (considera la orientación apropiada para r ).


4. Calcula el flujo saliente del campo F(x,y,z) = (y+x,x−y,z) a través de la superficie cerrada
formada por la parte del cono z=


√
x2 +y2 que queda bajo el plano z= 1 y la parte de la


esfera x2 +y2+(z−1)2 = 1 que queda sobre dicho plano.


a) Directamente (elige las orientaciones adecuadas para cada superficie).


b) Usando el teorema de la divergencia.
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Números complejos


7.1. Operaciones básicas con números complejos


7.1 Definición. Consideremos en el conjunto R2 las operaciones de adición y producto defini-
das por


(a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d)


(a,b)(c,d) = (ac−bd,ad+bc)


Es muy fácil comprobar las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva de las opera-
ciones así definidas. El elemento neutro de la suma es (0,0) y (1,0) es la unidad del producto.
Además, (−a,−b) es el opuesto de (a,b), y todo (a,b) , (0,0) tiene inverso


(a,b)


(
a


a2 +b2 ,
−b


a2 +b2


)
= (1,0)


Todas estas propiedades se resumen diciendo que (R2,+, ·) (léase “el conjunto R2 con las ope-
raciones de adición y producto”) es un cuerpo. Dicho cuerpo se representa simbólicamente por
C y sus elementos se llaman números complejos.


7.1.1. Forma cartesiana de un número complejo


El símbolo usual (a,b) para representar pares ordenados no es conveniente para represen-
tar el número complejo (a,b). Para convencerte calcula (1,−1)4. Representaremos los números
complejos con un simbolismo más apropiado. Para ello hacemos la identificación (a,0) = a y el
número complejo (0,1) lo representaremos por i. Con ello tenemos que


i 2 = (0,1)(0,1) = (−1,0) = −1


Ahora podemos escribir


(a,b) = (a,0)+ (0,b) = (a,0)+ (b,0)(0,1) = a+bi
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Se dice que a es la parte real y b es la parte imaginaria del número complejo z = a+ ib y
escribimos a = Re(z), b = Im(z). El producto ahora es muy fácil de recordar pues


(a+ ib)(c+ id) = ac+ i2bd+ i(ad+bc) = ac−bd+ i(ad+bc)


7.1.2. Representación gráfica. Complejo conjugado y módulo de un número
complejo


Es usual interpretar el número complejo x+ iy como el vector del plano (x,y) y, en ese sen-
tido, se habla del plano complejo. El eje horizontal recibe el nombre de eje real, y el eje vertical
recibe el nombre de eje imaginario. Si z= x+ iy es un número complejo (con x e y reales), en-


z = x + i y


x


y


z̄ = x − i y


|z|


Figura 7.1: Representación de un número complejo


tonces el conjugado de zse define como: z= x− iy, y el módulo o valor absoluto de z, se define
como: |z| =


√
x2 +y2. Geométricamente z es la reflexión de z respecto al eje real, mientras que


|z| es la distancia euclídea del punto (x,y) a (0,0) o, también, la longitud o norma euclídea del
vector (x,y) (ver figura 7.1). La distancia entre dos números complejos z y w se define como
|z−w|.


La representación gráfica de la suma es conocida. Dos números complejos z= a+ ib y w =


c+ id determinan un paralelogramo cuya diagonal (ver figura 7.2) es z+w. Se comprueba fácil-


z


x


w


u


z + w


x + u


Figura 7.2: Suma de números complejos


mente que si zy w son números complejos se verifica que z= z, z+w = z+w y zw= zw.


La igualdad |z|2 = zz que se deduce directamente de la definición de módulo de un número
complejo, permite probar con facilidad que para todos z,w∈C es


a) |zw| = |z| |w| y b) |z+w| 6 |z|+ |w|
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También son de comprobación inmediata las desigualdades


máx{|Rez| , |Imz|} 6 |z| 6 |Rez|+ |Imz| (7.1)


7.1.3. Forma polar y argumentos de un número complejo


El uso de coordenadas polares en el plano facilita mucho los cálculos con productos de
números complejos. Para cualquier número complejo z= x+ iy , 0 podemos escribir


z= |z|( x
|z| + i


y
|z|)


Como (
x
|z| ,


y
|z| ) es un punto de la circunferencia unidad, puede escribirse en la forma


(
x
|z| ,


y
|z| ) = (cosϑ,senϑ)


para algún número ϑ∈R. Resulta así que


z= |z|(cosϑ+ i senϑ)


Esta forma de expresar un número complejo recibe el nombre de forma polar, cuya interpreta-
ción gráfica vemos en la figura 7.3. Dado z∈C, z, 0, hay infinitos números t∈R que verifican la


z


|z|


ϑ


Figura 7.3: Forma polar de un número complejo


igualdad z= |z| (cost,sent) cualquiera de ellos recibe el nombre de argumento de z. El conjunto
de todos los argumentos de un número complejo no nulo se representa por Arg(z).


Arg(z) = {t∈R : z= |z|(cost + i sent)}


Observa que


s, t∈Arg(z) ⇐⇒
{


cos(t) = cos(s)


sin(t) = sin(s)


}
⇐⇒ s= t +2kπ para algún k∈Z


Por tanto, conocido un argumento to∈Arg(z) cualquier otro es de la forma to + 2kπ para algún
k∈Z, es decir, Arg(z) = to +2πZ.


De entre todos los argumentos de un número complejo z, 0hay uno único que se encuentra
en el intervalo ]−π,π], se representa por arg(z) y se le llama argumento principal de z.
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No es difícil comprobar que el argumento principal de z= x+ iy , 0 viene dado por:


arg(z) =







arctg(y/x)−π si y < 0, x < 0


−π/2 si y6 0, x = 0


arctg(y/x) si x > 0


π/2 si y > 0, x = 0


arctg(y/x)+ π si y> 0, x < 0


7.1.4. Fórmula de De Moivre


Veamos cómo la forma polar permite hacer fácilmente productos de números complejos.
Consideremos dos números complejos no nulos


z= |z|(cosϑ+ i senϑ)


w = |w| (cosϕ+ i senϕ)


Entonces


zw= |z| |w| (cosϑ+ i senϑ)(cosϕ+ i senϕ) =


= |zw| [(cosϑcosϕ−senϑsenϕ)+ i(senϑcosϕ+cosϑsenϕ)] =


= |zw|(cos(ϑ+ ϕ)+ i sen(ϑ+ ϕ))


Es decir: para multiplicar dos números complejos se multiplican sus módulos y se suman sus


argumentos.


Acabamos de probar que si z,w son complejos no nulos, ϑ ∈Arg(z), ϕ ∈Arg(w), entonces
ϑ+ ϕ∈Arg(z+w). Es ahora fácil demostrar mediante inducción la siguiente fórmula, muy útil,
conocida como fórmula de De Moivre.


7.2 Proposición (Fórmula de De Moivre). Si z es un complejo no nulo, ϑ es un argumento de zy


n es un número entero, se verifica que nϑ∈Arg(zn), es decir:


zn =
(
|z|(cosϑ+ i senϑ)


)n
= |z|n (cosnϑ+ i sennϑ)


7.1.5. Raíces de un número complejo


Dados un número complejo, z, 0, y un número natural, n> 2, se verifica que hay n números
complejos w que verifican la igualdad wn = z. Dichos números se llaman raíces n-ésimas de z y
vienen dados por


zk = |z|1/n
(


cos
argz+2kπ


n
+ i sen


argz+2kπ
n


)
k = 0,1,2, . . . ,n−1


Si los representamos obtenemos n puntos sobre una circunferencia de centro (0,0) y radio n
√
|z|


que forman un polígono regular de n lados.
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Figura 7.4: Raíces novenas de la unidad


De entre todas las raíces n–ésimas de zvamos a designar con el símbolo n
√


za la raíz n-ésima
principal, que se define por


n
√


z= |z|1/n
(


cos
argz


n
+ i sen


argz
n


)


Observa que en el caso particular de que z sea un número real positivo, entonces la raíz prin-
cipal de z (considerado como número complejo) coincide con la raíz de z (considerado como
número real positivo).


En general no es cierto que dados dos números complejos z y w, el producto de las raíces
n-ésimas principales de zy de w sea igual a la raíz n-ésima principal de zw. Lo que sí es cierto es
que el producto de dos raíces n-ésimas cualesquiera de z y de w es una raíz n-ésima de zw. Por
tanto, n


√
z n
√


w, es una raíz n-ésima de zwpero no tiene por qué ser la principal. Es fácil probar
que


n
√


z n√w = n
√


zw⇐⇒−π < arg(z)+arg(w) 6 π ⇐⇒ arg(zw) = arg(z)+arg(w)


Si Rez> 0 Rew > 0, entonces −π < arg(z)+arg(w) < π por lo que, en este caso, n
√


z n
√


w = n
√


zw.


Para n = 2 y z= w = −1, tenemos que


arg(−1)+arg(−1) = 2π , 0 = arg(1) = arg
(
(−1)(−1)


)


y no se cumple la condición anterior. En este caso
√
−1


√
−1 = −1, 1 =


√
1 =


√
(−1)(−1)


es decir
√
−1


√
−1 = −1 es una raíz cuadrada de 1 (porque 1 = (−1)(−1)) pero no es la raíz


cuadrada principal de 1.


Ahora ya sabes dónde está el error en lo que sigue:


−1 = i 2 = i i =
√
−1


√
−1 =


√
(−1)(−1) =


√
1 = 1


7.1.6. Ejercicios


1. Realiza las operaciones indicadas y expresa el resultado en la forma a+ ib.


i) (7−2i)(5+3i) ii) (i −1)3 iii) (1+ i)(2+ i)(3+ i) iv)
3+ i


2+ i


v)
(4− i)(1−3i)


−1+2i
vi) (1+ i)−2 vii)


1+2i
2− i


viii) i2(1+ i)3
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2. Calcula la parte real e imaginaria de las funciones:


a) f1(z) = z2 b) f2(z) = z3 c) f3(z) =
1
z


d) f (z) =
1


1+z2 e) f4(z) =
z+ i
z− i


3. Calcula las siguientes cantidades.


a) |(1+ i)(2− i)| b)


∣∣∣∣
4−3i


2− i
√


5


∣∣∣∣ c)
∣∣(1+ i)20


∣∣ d)
∣∣∣
√


2+ i(
√


2+1)
∣∣∣


4. Calcula los números complejos z tales que
1+z
1−z


es:


a) Un número real; b) Un número imaginario puro.


5. Expresa en forma polar los siguientes números complejos.


a) −
√


3− i b) −
√


3+ i c)
3√
3+ i


d)
1+ i


√
3


(1+ i)2


6. Expresa los siguientes números en la forma a+ ib:


a) (−1+ i
√


3)11 b)
(


1+ i
1− i


)5


c)


(
1+ i


√
3


1− i


)6


d) (−
√


3+ i)13


7. Calcula arg(zw) y arg
( z


w


)
supuestos conocidos argz y argw. Sugerencia: hay que distinguir


varias posibilidades.


8. Sea z= x+ iy. Supuesto que |z| = 1, z, 1, z,−i, prueba que


arg


(
z−1
z+ i


)
=


{
π/4 si 1−x+y> 0


−3π/4 si 1−x+y< 0


9. Resuelve la ecuación cuadrática az2 +bz+c= 0 donde a,b,c, son números complejos cono-
cidos y a, 0.


10. Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:


a) z3 = 1+ i b) z4 = i c) z3 = −1+ i
√


3 d) z8 = 1 e) z2 +
√


32iz−6i = 0


11. Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:


|z+w|2+ |z−w|2 = 2(|z|2 + |w|2) (z,w∈ C)


y explica su significado geométrico.


12. Prueba que


∣∣∣∣
z−a


1−az


∣∣∣∣< 1 si |z| < 1 y |a| < 1 y también si |z| > 1 y |a| > 1.


Sugerencia: Una estrategia básica para probar desigualdades entre módulos de números
complejos consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de la desigualdad.
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13. Sea x un número real que no es múltiplo entero de 2π. Prueba las igualdades


a) 1+cosx+cos2x+ · · ·+cosnx = cos
(n


2
x
) sen


(
n+1


2
x


)


sen
(x


2


)


b) senx+sen2x+ · · ·+sennx = sen
(n


2
x
) sen


(
n+1


2
x


)


sen
(x


2


)


Sugerencia: Si llamamos A a la primera suma y B a la segunda, calcúlese A+ iB haciendo uso
de la fórmula de De Moivre.


14. Haciendo uso de la fórmula de De Moivre prueba que:


a) sen3ϕ = 3 senϕ−4 sen3ϕ, b) cos4ϕ = 8 cos4ϕ−8 cos2ϕ+1


15. Representar gráficamente los conjuntos de números complejos zque verifican:


|z−3| 6 3; 2< |z− i| 6 3; |argz| < π/6; |z− i|+ |z+ i| = 4


|z−1| = |z−2i| ;
∣∣∣∣


z− i
z+2i


∣∣∣∣= 2; Im(z2) > 6; |z− i| = Imz+1


7.2. Sucesiones y series


Esta sección tiene un propósito esencialmente teórico; voy a intentar explicarte de la for-
ma más sencilla posible los conceptos de sucesión convergente y de serie convergente. Son
conceptos fundamentales del Análisis Matemático y los encuentras en todas partes: series de
Taylor, series de Fourier, series de potencias complejas, transformada z, . . . Los procesos itera-
tivos, tan frecuentes en los algoritmos de cálculo, no son sino sucesiones. Las señales discretas
son sucesiones. La convolución de señales discretas viene dada por una serie. Las ecuaciones
en diferencias finitas están relacionadas con un tipo especial de sucesiones que se llaman recu-


rrentes. Muestreando a intervalos regulares de tiempo una señal analógica obtienes una suce-
sión. Muchas funciones importantes están definidas por medio de una serie. Por todo ello creo
que es imprescindible que tengas ideas claras sobre estos temas.


Dos conceptos son fundamentales: el de sucesión y el de límite de una sucesión convergen-
te. Empezaremos con ellos.


7.2.1. Sucesiones


Sea A un conjunto no vacío. Una sucesión de elementos de A es una aplicación del con-
junto N de los números naturales en A. Una sucesión de números reales (complejos) es una
aplicación del conjunto N de los números naturales en el conjunto R (C) de los números reales
(complejos).


Dada una sucesión ϕ :N→A suele emplearse una notación especial para representarla. Para
n∈N suele notarse ϕ(n) en la forma xn= ϕ(n) (naturalmente la letra “x” nada tiene de especial y
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puede sustituirse por cualquier otra). La sucesión misma se representa por ϕ = {xn}n∈N, es decir,
el símbolo {xn}n∈N debe interpretarse como la aplicación que a cada n∈N hace corresponder
el elemento xn. Cuando no hay posibilidad de confusión escribimos simplemente {xn} en vez
de {xn}n∈N.


En lo que sigue solamente consideraremos sucesiones de números complejos y, por tanto,
representaremos por {zn} la aplicación deN enC dada por n 7→ zn. ComoR⊂C, en el caso parti-
cular de que para todo n∈N se tenga que zn∈R entonces {zn} es una sucesión de números reales.
Es decir, las sucesiones de números complejos incluyen, como caso particular, a las sucesiones
de números reales.


Naturalmente, dos sucesiones {zn} y {wn} son iguales cuando para todo n∈N se verifica que
zn = wn. No hay que confundir la sucesión {zn}, que es una aplicación, con su conjunto imagen,
que es el subconjunto de C formado por todos los números zn, el cual se representa por {zn : n∈
N}. Por ejemplo, {(−1)n} y {(−1)n+1} son sucesiones distintas con el mismo conjunto imagen.
El número zn se llama término n-ésimo de la sucesión; para n = 1, 2, 3 se habla respectivamente
de primero, segundo, tercer término de la sucesión.


Una forma correcta de imaginar una sucesión es como un vector con infinitas componentes.
La sucesión {zn} puedes verla como el vector (z1,z2,z3, . . . ).


Introduciremos ahora una notación muy útil en lo que sigue.


Dados a∈ C y r > 0, el conjunto


D(a, r) = {z∈ C : |z−a|< r}


se llama disco abierto de centro a y radio r. Observa que un disco abierto no puede ser vacío.


Si a = α+ i β tenemos que:


D(a, r) = {x+ iy∈C : |x+ iy−α− i β| < r} =
{
(x,y)∈R2 : (x−α)2 +(y−β)2 < r 2


}


es el círculo de centro (α,β) y radio r excluida la circunferencia que lo limita.


7.3 Definición (Sucesión convergente). Se dice que una sucesión {zn} converge a un número
z∈C cuando en cualquier disco abierto D(z,ε) están todos los términos de la sucesión a partir
de uno de ellos en adelante.


Con más detalle: una sucesión {zn} se dice que converge a un número z si, dado cualquier
número real ε > 0, existe un número natural mε tal que si n es cualquier número natural mayor
o igual que mε se cumple que |zn−z| < ε. Simbólicamente:


∀ε > 0 ∃mε∈N : n>mε ⇒ |zn−z| < ε


Se dice también que el número z es límite de la sucesión {zn} y se escribe lı́m
n→∞


{zn} = z o, sim-


plemente, lı́m{zn} = z e incluso, si no hay posibilidad de confusión, {zn}→ z.


Se comprueba fácilmente que una sucesión convergente tiene un único límite.


En Matemáticas se dan definiciones para introducir nuevos conceptos y saber de qué es-
tamos hablando, pero las definiciones no suelen ser útiles para el cálculo. Por eso no debes
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preocuparte si la definición anterior te parece difícil de aplicar en casos concretos. Debes hacer
un esfuerzo por comprenderla pero no tendrás que usarla para hacer cálculos.


Observa que, en virtud de la definición dada, se verifica que


{zn}→ z ⇐⇒ |zn−z| → 0


Recordemos que máx{|Rez| , |Imz|} 6 |z| 6 |Rez|+ |Imz|. Gracias a esta desigualdad tenemos que


|Rezn−Rez|
|Imzn− Imz|


}
6 |zn−z| 6 |Rezn−Rez|+ |Imzn− Imz|


Deducimos que |zn−z| → 0 si, y sólo si, |Rezn−Rez| → 0 y |Imzn− Imz| → 0. Hemos probado así
el siguiente resultado.


7.4 Proposición. Una sucesión de números complejos {zn} es convergente si, y sólo si, las suce-


siones de números reales {Rezn} y {Imzn} son convergentes. Además, en dicho caso


lı́m{zn} = z⇐⇒ Rez= lı́m{Rezn} y Imz= lı́m{Imzn}


Gracias a este resultado el estudio de sucesiones de números complejos se reduce a estudiar
la convergencia de dos sucesiones de números reales.


El siguiente resultado relaciona las operaciones algebraicas con el concepto de límite. Su
demostración es un sencillo ejercicio.


7.5 Proposición. Si {zn}→ z y {wn}→ w, entonces {zn +wn}→ z+w y {znwn}→ zw. Además, si


zn , 0 para todo n∈N y z, 0, entonces {1/zn}→ 1/z.


El siguiente resultado es quizás el más útil para calcular límites de sucesiones de números
reales.


7.6 Proposición. Sea f una función real de variable real, y sean a,L∈R∪{+∞}∪{−∞}. Supon-


gamos que lı́mx→a f (x) = L. Entonces para toda sucesión {xn}→ a se verifica que { f (xn)}→ L.


7.2.2. Series


Dada una sucesión, {zn}, podemos formar a partir de ella otra sucesión, {Sn}, cuyos térmi-
nos se obtienen sumando consecutivamente los términos de {zn}, es decir:


S1 = z1, S2 = z1 +z2, S3 = z1 +z2+z3, . . . , Sn = z1 +z2 + · · ·+zn, . . .


La sucesión {Sn} así obtenida se llama serie de término general zn y es costumbre representarla
por


∑


n>1


zn o, más sencillamente,
∑


zn. El número Sn se llama suma parcial de orden n de la serie


∑
zn.


Ni que decir tiene que, siendo las series sucesiones, los conceptos y resultados vistos para


sucesiones conservan su misma significación cuando se aplican a series. En particular, es inne-
cesario volver a definir qué se entiende cuando se dice que una serie es “convergente”. Si una
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serie
∑


n>1


zn es convergente se usa el símbolo
∞∑


n=1


zn para representar el límite de la serie que suele


llamarse suma de la serie. Naturalmente
∞∑


n=1


zn es el número complejo definido por


∞∑


n=1


zn = lı́m{Sn} = lı́m
n→∞


n∑


k=1


zk


Como caso particular de la proposición 7.4, la serie
∑


n>1


zn converge si, y sólo si, las series de


números reales ∑


n>1


Rezn y
∑


n>1


Imzn


son convergentes. Observa que si la serie
∑


zn converge entonces la sucesión zn =
n∑


j=1


zj −
n−1∑


j=1


zj


es diferencia de dos sucesiones que convergen al mismo límite y por tanto converge a cero.


7.7 Proposición. Para que la serie
∑


zn sea convergente es necesario que lı́m{zn} = 0.


7.8 Ejemplo (Serie geométrica). Dado z∈C, la sucesión {1+z+z2+ · · ·+zn} se llama serie geo-
métrica de razón z. Observa que dicha serie se obtiene sumando consecutivamente los térmi-
nos de la sucesión


{
1,z,z2,z3, . . . ,zn, . . .


}
. Es costumbre representar la serie geométrica de razón


z con el símbolo
∑


n>0


zn. Dicha serie converge si, y sólo si, |z| < 1, en cuyo caso su límite es igual


a
1


1−z
.


Todas las afirmaciones hechas se deducen de que si z, 1, se tiene:


n∑


k=0


zk = 1+z+z2+ · · ·+zn =
1


1−z
− zn+1


1−z
(7.2)


si |z| < 1 entonces lı́m
n→∞


zn+1


1−z
= 0 y obtenemos que


∞∑


n=0


zn = lı́m
n→∞


n∑


k=0


zk =
1


1−z
(|z| < 1)


Si |z| > 1 entonces la sucesión {zn} no converge a 0, por lo que, en virtud de la proposición
anterior, deducimos que la serie


∑


n>0


zn no converge. �


Antes de ver el siguiente ejemplo hay que precisar lo que se entiende por sucesión divergente


porque este término se utiliza mal con frecuencia.


7.9 Definición (Sucesiones divergentes). Una sucesión de números reales {xn} se dice que es
positivamente divergente, y escribimos lı́m{xn} = +∞, si para todo número real K >0 existe
un número natural mK ∈N, tal que para todo n∈N con n>mK se verifica que xn>K.


Una sucesión de números reales {xn} se dice que es negativamente divergente, y escribimos
lı́m{xn} = −∞, si {−xn}→ +∞.


Una sucesión de números complejos {zn} se dice que es divergente, y escribimos lı́m{zn} = ∞


si lı́m{|zn|} = +∞.
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7.10 Ejemplo (Serie armónica). Se llama así la serie de término general 1/n; es decir, la serie∑


n>1


1
n


. Se verifica que la serie armónica diverge positivamente


∞∑


n=1


1
n


= lı́m
n→∞


{1+1/2+ · · ·+1/n}= +∞


En efecto, para todo n∈N tenemos que


logn =


nw


1


1
x


dx =


n−1∑


j=1


j+1w


j


1
x


dx 6
n−1∑


j=1


j+1w


j


1
j


dx =


n−1∑


j=1


1
j


< 1+
1
2


+ · · ·+ 1
n−1


+
1
n


y por tanto


lı́m
n→∞


{1+1/2+ · · ·+1/n} > lı́m
n→∞


logn = +∞ =⇒
∞∑


n=1


1
n


= +∞


�


7.11 Ejemplo (Serie armónica alternada). Se llama así la serie de término general
(−1)n−1


n
; es


decir, la serie
∑


n>1


(−1)n−1


n
. Se verifica que la serie armónica alternada es convergente y su suma


es igual a log2.
∞∑


n=1


(−1)n−1


n
= log2


En efecto, sustituyendo z por −x en la igualdad (7.2), obtenemos la siguiente igualdad válida
para todo n∈N y todo x,−1:


1
1+x


= 1−x+x2−x3+ · · ·+(−1)nxn +(−1)n+1 xn+1


1+x
(7.3)


integrando esta igualdad entre 0 y 1 tenemos que:


log2= 1− 1
2


+
1
3
− 1


4
+ · · ·+(−1)n 1


n+1
+(−1)n+1


1w


0


xn+1


1+x
dx =


n∑


k=1


(−1)k−1


k
+(−1)n+1


1w


0


xn+1


1+x
dx


de donde ∣∣∣∣∣log2−
n∑


k=1


(−1)k−1


k


∣∣∣∣∣=
1w


0


xn+1


1+x
dx 6


1w


0


xn+1 =
1


n+2


de donde se deduce que


lı́m
n→∞


∣∣∣∣∣log2−
n∑


k=1


(−1)k−1


k


∣∣∣∣∣= 0 =⇒ log2=


∞∑


n=1


(−1)n−1


n


�


El siguiente ejemplo te ayudará a entender el concepto de serie convergente.


Reordenando términos en la serie armónica alternada podemos obtener otra serie con dis-
tinta suma.
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Como hemos vista, la serie armónica alternada es la sucesión que se obtiene sumando conse-


cutivamente los términos de la sucesión
{


(−1)n−1


n


}
=


{
1,−1


2
,
1
3
,−1


4
,
1
5
,−1


6
,
1
7
,−1


8
,
1
9
,− 1


10
,


1
11


,− 1
12


, . . . . . .


}
(7.4)


Vamos a cambiar el orden de los términos en esta sucesión poniendo uno positivo seguido de
dos negativos manteniendo sus posiciones relativas. Obtenemos así la sucesión


{
1,−1


2
,−1


4
,
1
3
,−1


6
,−1


8
,
1
5
,− 1


10
,− 1


12
,
1
7
,− 1


14
,− 1


16
, . . . . . .


}
(7.5)


Cuya serie asociada, obtenida sumando consecutivamente sus términos, es la sucesión {Sn}
dada por:


S1 = 1


S2 = 1− 1
2


S3 = 1− 1
2
− 1


4


S4 = 1− 1
2
− 1


4
+


1
3


S5 = 1− 1
2
− 1


4
+


1
3
− 1


6


S6 = 1− 1
2
− 1


4
+


1
3
− 1


6
− 1


8
. . . . . . = . . . . . .


S9 = 1− 1
2
− 1


4
+


1
3
− 1


6
− 1


8
+


1
5
− 1


10
− 1


12
. . . . . . = . . . . . .


S3n =


n∑


j=1


(
1


2 j −1
− 1


4 j −2
− 1


4 j


)


Tenemos que


S3n = 1− 1
2
− 1


4
+


1
3
− 1


6
− 1


8
+


1
5
− 1


10
− 1


12
+ · · · · · ·+ 1


2n−1
− 1


4n−2
− 1


4n


=


(
1− 1


2


)
− 1


4
+


(
1
3
− 1


6


)
− 1


8
+


(
1
5
− 1


10


)
− 1


12
+ · · · · · ·+


(
1


2n−1
− 1


4n−2


)
− 1


4n


=
1
2
− 1


4
+


1
6
− 1


8
+


1
10


− 1
12


+ · · · · · ·+ 1
2(2n−1)


− 1
4n


=
1
2


(
1− 1


2
+


1
3
− 1


4
+


1
5
− 1


6
+ · · · · · ·+ 1


2n−1
− 1


2n


)


=
1
2


n∑


j=1


(−1) j−1


j


Deducimos que


lı́m
n→∞


S3n =
1
2


lı́m
n→∞


n∑


j=1


(−1) j−1


j
=


1
2


log2


Es claro que lı́m{S3n−S3n−1} = lı́m{S3n−S3n−2} = 0 de donde se sigue que lı́m{Sn} =
1
2


log2. Es


decir, hemos probado que la serie obtenida reordenando los términos de la serie armónica
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alternada por el criterio de sumar uno positivo seguido de dos negativos, es convergente y su


suma es
1
2


log2.


Este ejemplo pone claramente de manifiesto que la suma de una serie convergente no es
una suma en el sentido usual de la palabra, es decir, no es una suma algebraica de números.
Observa que los conjuntos de números (7.4) y (7.5) son los mismos pero las series correspon-


dientes tienen distinta suma; la primera tiene suma log2y la segunda
1
2


log2. Si la suma de una


serie consistiera en sumar los infinitos términos de una sucesión, entonces el orden en que
los sumáramos sería indiferente porque la suma de números tiene la propiedad conmutativa.
Debes tener claro, por tanto, que cuando calculas la suma de una serie no estás haciendo una
suma infinita sino que estás calculando un límite de una sucesión cuyos términos se obtiene su-
mando consecutivamente los términos de otra sucesión dada. Insisto: calcular la suma de una
serie no es una operación algebraica, no consiste en sumar infinitos términos, es un proceso
analítico que supone un límite.


7.2.2.1. La particularidad del estudio de las series


Ahora viene la pregunta del millón: si las series no son nada más que sucesiones, ¿por qué
dedicarles una atención especial? La respuesta a esta pregunta es que en el estudio de las series
hay una hipótesis implícita que los libros silencian. A saber: se supone que las series son suce-
siones demasiado difíciles de estudiar directamente. La característica que distingue el estudio
de las series es la siguiente: se trata de deducir propiedades de la serie {Sn} = {z1 +z2 + · · ·+zn},
a partir del comportamiento de {zn}; es decir, los resultados de la teoría de series dan informa-
ción sobre la sucesión {Sn} haciendo hipótesis sobre la sucesión {zn}. ¿Por qué esto es así?, ¿no
sería más lógico, puesto que lo que queremos es estudiar la serie {Sn}, hacer hipótesis directa-
mente sobre ella? La razón de esta forma de proceder es que, por lo general, no se conoce una
expresión de Sn = z1+z2 + · · ·+zn que permita hacer su estudio de forma directa; es decir, la su-
ma z1 +z2 + · · ·+zn no es posible “realizarla” en la práctica. Por ello, en el estudio de las series se
supone implícitamente que la sucesión {zn} es el dato que podemos utilizar. Naturalmente, esto
hace que el estudio de las series se preste a muchas confusiones porque, aunque su objetivo es
obtener propiedades de la serie {Sn}, las hipótesis hacen siempre referencia a la sucesión {zn}.
Si bien lo pensamos, esta forma de proceder no es del todo nueva. Ya estás acostumbrado a usar
la derivada de una función para estudiar propiedades de la función; pues bien, la situación aquí
es parecida: para estudiar la serie {z1 +z2 + · · ·+zn} (la función) estudiamos la sucesión {zn} (la
derivada). Un buen ejemplo de esto que digo son los siguientes criterios de convergencia.


7.2.3. Algunos criterios de convergencia para series de términos positivos


Una serie
∑


an tal que an > 0 para todo n∈N, se dice que es una serie de términos positivos.
Observa que una serie de términos positivos es una sucesión creciente por lo que o bien es
convergente o es positivamente divergente.


Recuerda que la serie geométrica de término general an = xn, donde x> 0, converge si
an+1


an
=


x < 1. Esto nos lleva a considerar, en el caso general de una serie de términos positivos
∑


an, el
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comportamiento de la sucesión {an+1/an}.


Criterio del cociente o de D’Alembert (1768)
Supongamos que an > 0 para todo n∈N y que existe


lı́m
an+1


an
= L∈R+


o ∪{+∞}


Entonces se verifica que:


a) Si L < 1 la serie
∑


an es convergente;


b) Si L > 1 o si L = +∞, entonces
∑


an es divergente.


Análogamente, puesto que la serie geométrica de término general an = xn, donde x > 0, con-
verge si n√an = x < 1, esto nos lleva, en el caso general de una serie de términos positivos


∑
an,


a considerar el comportamiento de la sucesión { n
√


an}.


Criterio de la raíz o de Cauchy (1821)
Supongamos que para todo n∈N es an > 0, y que existe


lı́m n
√


an = L∈R+
o ∪{+∞}.


Entonces se verifica que:


a) Si L < 1 la serie
∑


an es convergente;


b) Si L > 1 o si L = +∞, entonces
∑


an es divergente.


Unas series de términos positivos muy importantes son las siguientes.


Series de Riemann
Dado un número real α, la serie {1+ 1/2α + 1/3α + · · ·+ 1/nα} se llama serie de Riemann de
exponente α. Dicha serie es convergente si, y sólo si, α > 1.


La importancia de las series de Riemann es consecuencia del siguiente criterio de conver-
gencia.


Criterio límite de comparación
Dadas dos series de términos positivos


∑
an y


∑
bn, tales que {an/bn} → L∈R+


o ∪{+∞} se veri-
fica:


a) Si L = +∞ y
∑


bn es divergente también
∑


an es divergente.


b) Si L = 0 y
∑


bn es convergente también
∑


an es convergente.


c) Si L∈R+ las series
∑


an y
∑


bn son ambas convergentes o ambas divergentes.


Los criterios anteriores pueden aplicarse para estudiar la convergencia absoluta de una
serie. Precisemos este concepto.
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7.12 Definición. Se dice que una serie de números complejos
∑


zn es absolutamente conver-
gente si la serie de términos positivos


∑ |zn| es convergente.


El siguiente resultado es muy importante en el estudio de las series.


7.13 Proposición. Si una serie de números complejos
∑


zn es absolutamente convergente enton-


ces dicha serie también es convergente.


De hecho, el concepto de convergencia absoluta de una serie es mucho más fuerte que el
de convergencia. La serie armónica alternada es un ejemplo de serie convergente que no es
absolutamente convergente.


Cuando una serie no es absolutamente convergente se utilizan los siguientes criterios para
estudiar su convergencia.


7.14 Teorema. Sea {an} una sucesión de números reales y {zn} una sucesión de números com-


plejos.


Criterio de Dirichlet. Si {an} es monótona y converge a cero y la serie
∑


zn tiene sumas parciales


acotadas, entonces
∑


anzn converge.


Criterio de Abel. Si {an} es monótona y acotada y la serie
∑


zn converge, entonces
∑


anzn es con-


vergente.


Para estudiar la convergencia de una serie
∑


zn de números complejos lo primero que de-
bes hacer es estudiar la convergencia absoluta, es decir la convergencia de la serie de términos
positivos


∑
|zn|, para lo que se aplican los criterios de convergencia para series de términos po-


sitivos. Si la serie
∑ |zn| converge hemos acabado. Cuando la serie


∑ |zn| no converge se aplican
los criterios de Dirichlet o de Abel para estudiar directamente la convergencia de la serie


∑
zn.


7.2.4. Ejercicios


1. Estudia la convergencia de las sucesiones:


i) zn = n
√


n + inan (a∈R, |a| < 1) ii) zn =
2n


n
+


in
2n


iii) zn = n
√


a+ i sen
1
n


(a > 0) iv) zn = n sen
1
n


+5i cos
1
n


v) zn =


(
1+ i


2


)n


vi) zn =


(
1√
2


+ i
1√
2


)n


2. Sea {zn} una sucesión de números complejos no nulos y para todo n∈N sea ϕn ∈Arg(zn).
Supongamos que {ϕn}→ ϕ y {|zn|} → ρ. Justifica que la sucesión {zn}→ ρ(cosϕ+ i senϕ).


3. Calcula el límite de la sucesión zn =


(
1+


√
2+ i π


3


n


)n


.


Sugerencia: Expresa zn = |zn| (cosϕn + i senϕn) y usa el ejercicio anterior.
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4. Calcula el límite de la sucesión zn = n
(


n√
2
(


cos
π
2n


+ i sen
π
2n


)
−1
)


.


Sugerencia: Recuerda que el límite de la sucesión n
( n√2−1


)
es bien conocido.


5. Sea z∈ C, con |z| = 1, z, 1. Prueba que la sucesión {zn} no converge (¿qué pasa si supones
que converge?). Deduce que si ϕ es un número real que no es un múltiplo entero de π, las
sucesiones {cos(nϕ)} y {sen(nϕ)} no convergen.


6. Explica lo que quiere decir la igualdad siguiente.


x =
1
2
−


∞∑


k=1


sen(2kπx)
kπ


para todo x∈]0,1[


7. Estudia la convergencia de las series:


i)
∑


n>0


1
(1+ i)n ii)


∑


n>1


cosn+ i senn
n


iii)
∑


n>1


cosn+ i senn
n2 iv)


∑


n>1


cosπ
n + i senπ


n


n


v)
∑


n>1


(2+ i)n


(1+2i)n


1
n


vi)
∑


n>1


1√
n


(
1+ i


√
3


2


)n


vii)
∑


n>1


(
cos


π
n2 + i sen


π
n2


)
viii)


∑


n>0


(3+4i)n


2i(4+3i)n+7


8. Sea ρ∈R con |ρ| < 1 y ϑ∈R. Calcula los límites
∞∑


n=0


ρncos(nϑ) y
∞∑


n=0


ρnsen(nϑ).


9. Estudia la convergencia absoluta de las siguientes series.


a)
∑


n>1


zn


n!
b)
∑


n>1


(n+1)n


nn+1 zn c)
∑


n>1


nαzn


d)
∑


n>1


nn


n!
zn e)


∑


n>1


3 ·5· · ·(3n+1)


5 ·10· · ·5n
zn f)


∑


n>1


zn


1+1/2+ · · ·+1/n


Estudia en los casos c)y f), el comportamiento de la serie en los puntos de la circunferencia
unidad.


7.3. Funciones complejas


Las funciones complejas no son más que las funciones definidas en subconjuntos deR2 con
valores en R2 cuando en R2 consideramos su estructura compleja. Dado un conjunto A⊂ C, a
toda función compleja f : A → C se le asocian dos funciones reales: la función u = Re f “parte
real de f ” y la función v= Im f “parte imaginaria de f ” definidas para todo (x,y) = x+ iy∈ A por:


u(x,y) = Re f (x+ iy), v(x,y) = Im f (x+ iy)


Naturalmente, f (z) = Re f (z)+ i Im f (z).
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7.3.1. La función exponencial


Una de las formas de definir la exponencial de un número real x es mediante el límite


ex = lı́m
n→∞


(
1+


x
n


)n


Por tanto, una forma coherente de definir la exponencial de un número complejo sería calcular
el anterior límite para z= x+ iy∈C. Pues bien se puede probar con facilidad que


lı́m
n→∞


(
1+


x+ iy
n


)n


= ex(cosy+ i seny)


Definimos, por tanto, la exponencial compleja como


ex+i y = exp(x+ iy) = lı́m
n→∞


(
1+


x+ iy
n


)n


= ex(cosy+ i seny
)


Observa que
|ez | = eRez, Imz∈Arg(ez)


En particular, obtenemos la llamada fórmula de Euler :


ei t = cost + i sent (para todo t ∈ R)


que establece una relación entre la exponencial compleja y las funciones trigonométricas. De
la fórmula de Euler se deducen fácilmente las llamadas ecuaciones de Euler :


cost =
ei t +e−i t


2
, sent =


ei t −e−i t


2i
(t∈R)


Se prueba fácilmente que ez+w = ezew para todos z,w∈C. Se deduce que para todo z∈C y
todo k∈Z es


ez = ez+2kπi


Lo que nos dice que la exponencial compleja es una función periódica con período 2πi. Natu-
ralmente, esto supone una gran diferencia con la exponencial real que es una función inyectiva.
Observa que la exponencial no se anula nunca pues |ez | = eRez > 0.


7.3.2. Logaritmos complejos


Dado un número complejo z, 0, hay infinitos números complejos w que satisfacen la ecua-
ción ew = z. Cualquiera de ellos se llama un logaritmo de z. El conjunto de todos ellos lo repre-
sentaremos por Logzy es el conjunto:


Logz= {log|z|+ i(arg(z)+2kπ),k∈Z}


De entre todos ellos elegimos uno, llamado logaritmo principal, definido por


logz= log|z|+ i arg(z) para todo z∈ C∗
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Observa que cualquier otro logaritmo de z es de la forma log(z)+ i2kπ para algún entero k. Es
importante que observes que la igualdad


logzw= logz+ logw


que es válida para los logaritmos de los números reales positivos, no es siempre cierta para
números complejos. Por ejemplo:


log
(


ei 2π/3)= i
2π
3


, log
(


ei 3π/4)= i
3π
4


, log
(


ei 2π/3ei 3π/4)= log
(


ei 17π/12)= log
(


e−i7π/12)= −i
7π
12


Lo que está claro es que el número logz+ logw∈ Log(zw), es decir, logz+ logw es un logaritmo
de zwpero no tiene por qué ser el logaritmo principal de zw.


7.3.3. Potencias complejas


Recuerda que dados dos números reales a > 0 y b∈R, la potencia de base a y exponente b se
define como ab = ebloga. Ahora, dados a,b∈ C, con a, 0, sabemos que hay infinitos logaritmos
de a, todos ellos son de la forma loga+ i 2kπ, con k∈Z. Por ello, cualquier número complejo de
la forma eb(loga+i 2kπ) donde k∈Z, es una potencia de base a y exponente b. Representamos por
[ab] el conjunto de todas ellas.


[ab] =
{


eb(loga+i 2kπ) : k∈Z
}


Se destaca una:
ab = ebloga


que se llama valor principal de la potencia de base a y exponente b. Observa que si b = 1/n


donde n∈N, el número


a1/n = exp


(
1
n


loga


)
= exp


(
loga


n
+ i


arga
n


)
= |z|1/n


(
cos


arga
n


+ i sen
arga


n


)


es el valor principal de la raíz n-ésima de a que antes hemos notado por n
√


a.


7.3.4. Ejercicios


1. Expresa los 8 números ±1± i, ±
√


3± i en la forma r eiϕ.


2. Calcula el módulo y los argumentos principales de los números 1+eiϕ, 1−eiϕ, −aeiϕ, donde
|ϕ| 6 π y a > 0.


3. Calcula logzy Logzcuando zes uno de los números siguientes i, −i, e−3, e5i , 4, −5e, 1+ i.


4. Calcula log(3i)+ log(−1+ i
√


3) y log
(
3i(−1+ i


√
3)
)


. Calcula log(−1− i)− logi y log


(−1− i
i


)
.


5. Calcula [(−4)i], i−3i, [i2/π], [i i ], 12i , 31−i, ((−i)i)i , (1+ i)1+i.


6. Estudia, para z∈C∗ y n∈N, las igualdades:


a) log(exp(z)) = z; b) exp(log(z)) = z; c) log( n
√


z) =
log(z)


n
; d) log(zn) = nlog(z).


7. Explica dónde está el error en las igualdades siguientes: i = (−1)1/2 = [(−1)3]1/2 = (−1)3/2 =


i3 = −i.
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Lección8


Conceptos básicos de la teoría de Series de Fourier


8.1. Introducción


Esencialmente la teoría de Series de Fourier persigue dos propósitos:


El análisis o descomposición de una señal como suma o superposición (en general infi-
nita) de sinusoides.


La síntesis o recomposición de una señal a partir de sus sinusoides.


Habrás notado que estoy empleando la palabra “señal” como sinónimo de “función” y así lo
seguiré haciendo a lo largo de esta lección con las precisiones que considere necesarias. En
análisis armónico las señales más simples son las sinusoides a las que nos hemos referido antes.
Conviene darles un repaso.


8.1.1. Sinusoides


Una sinusoide es una señal de la forma


Asen(2πνt + φ).


El número A > 0 es la amplitud, ν > 0 es la frecuencia medida en ciclos por segundo o Hercios
(Hz), −π < φ6 π es la fase (fase inicial), ω = 2πν es la frecuencia medida en radianes por segundo
(que se llama a veces frecuencia angular). El período es el tiempo que necesita la sinusoide para
completar un ciclo completo, es decir, el período es T = 1/ν segundos.


Asen(2πν(t +1/ν)+ φ) = Asen(2πνt +2π + φ) = Asen(2πνt + φ).


En general, una función f : R→ C se dice que es periódica con período T si f (t +T) = f (t) para
todo t∈R. En tal caso cualquier múltiplo entero de T es también un período de f , esto es, f (t +


kT) = f (t) para todo t∈R,k∈Z. Por convenio, una función constante se considera periódica con
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cualquier período. Salvo este caso, cuando se dice que una función es periódica de período T se
sobreentiende que T es el número positivo más pequeño que verifica la igualdad f (t +T) = f (t)
para todo t∈R.


En la representación gráfica de la señal f (t) = Asen(2πνt + φ) se interpreta f (t) como la am-
plitud de la señal en el instante t. La amplitud A representa la máxima altura que alcanza dicha
gráfica, esto es, el máximo absoluto de la función f (el mínimo absoluto es −A). La frecuencia
es el número de veces (ciclos) que se repite la gráfica en un segundo. El período es el tiempo
necesario para que la gráfica complete un solo ciclo.


8.2. Polinomios trigonométricos y coeficientes de Fourier


Un polinomio trigonométrico de orden N es una función de la forma


N∑


n=0


Ansen(2nπt/T + φn) (8.1)


En una suma de este tipo el número T es el periodo fundamental y ν = 1/T es la frecuencia


fundamental (en hercios). A cada uno de los sumandos individuales, cuyas frecuencias son
múltiplos enteros de la frecuencia principal, se les llama armónicos. Esta forma de una suma
trigonométrica tiene la ventaja de mostrar explícitamente la amplitud y la fase de cada uno de
ellos pero es muy incómoda para los cálculos. Por ello es más frecuente escribir esta suma en
la forma:


a0


2
+


N∑


n=1


(ancos(2πnt/T)+bnsen(2πnt/T)) (8.2)


la razón de escribir el término constante en la forma a0/2 es para simplificar las fórmulas de los
coeficientes que veremos en seguida.


Se trabaja con mucha más comodidad con estas sumas si usamos la exponencial compleja.
Usando las ecuaciones de Euler tenemos que:


cos(2πnt/T) =
e2π int/T +e−2π int/T


2
, sen(2πnt/T) =


e2π int/T −e−2π int/T


2i


con ello la suma (8.2) puede ser escrita como:


N∑


n=−N


cne2π int/T (8.3)


La relación entre estas tres formas distintas de escribir una misma función viene dada por las
siguientes igualdades válidas para todo n = 1,2,3, . . . :


cn =
an− ibn


2
c−n =


an + ibn


2
(8.4)


an = Ansenφn bn = Ancosφn (8.5)


Supongamos que f es una señal que podemos representar como un polinomio trigonométrico
con periodo T:


f (t) =


N∑


n=−N


cne2π int/T
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entonces se verifica que los coeficientes en esta expresión están determinados de forma única
por f y vienen dados por:


cn =
1
T


Tw


0


e−2π int/T f (t)dt


Las consideraciones anteriores motivan a las siguientes definiciones.


8.1 Definición. Sea f : R→ C una señal de periodo T integrable en [0,T]. Se definen los coefi-


cientes de Fourier de f por:


cn =
1
T


Tw


0


e−2π int/T f (t)dt (n∈Z) (8.6)


El polinomio trigonométrico:


SN(t) =


N∑


n=−N


cne2π int/T (8.7)


donde los coeficientes cn vienen dados por (8.6), se llama polinomio de Fourier de orden N de f .
La sucesión de los polinomios de Fourier de f se llama serie de Fourier de f y la representamos
por


∑


n∈Z
cne2π int/T . Cuando dicha serie converge escribimos:


lı́m
N→∞


SN(t) =


∞∑


n=−∞
cne2π int/T


Teniendo en cuenta 8.4 se deduce que las igualdades 8.6 y 8.7 pueden escribirse de forma
equivalente:


SN(t) =
a0


2
+


N∑


n=1


(ancos(2πnt/T)+bnsen(2πnt/T)) (8.8)


donde:


an =
2
T


Tw


0


cos(2πnt/T) f (t)dt n = 0,1,2, . . . (8.9)


bn =
2
T


Tw


0


sen(2πnt/T) f (t)dt n = 1,2, . . . (8.10)


Los an se llaman coeficientes coseno y los bn coeficientes seno de f .


8.2.1. Observaciones


También se utilizan las notaciones cn( f ) y f̂ (n) para representar los coeficientes de Fourier
cn de f .


Para calcular los coeficientes de Fourier de una señal de periodo T podemos integrar en
cualquier intervalo de longitud T. Suele ser frecuente, por razones de simetría, elegir el
intervalo [−T/2,T/2].
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Observa que nada hemos dicho aún sobre la relación entre una función f y su serie de
Fourier. La pregunta £de qué modo la serie de Fourier de f representa a f ? no tiene una
respuesta fácil porque tiene muchas respuestas. Mas adelante presentaremos algunos re-
sultados en este sentido.


Observa que si cambias una función en un número finito de puntos esto no afecta para
nada a sus coeficientes de Fourier los cuales viene dados por medio de integrales. Igual-
mente, tampoco debe preocuparnos que una función no esté definida en un conjunto
finito de puntos porque eso no afecta para nada a su integrabilidad ni al valor de su inte-
gral.


A diferencia de la serie de Taylor de una función, la cual solamente está definida si dicha
función es indefinidamente derivable, la única condición para que la serie de Fourier de
una función esté definida es que la función sea integrable en un intervalo. Te recuerdo que
hay funciones integrables con infinitas discontinuidades. Es decir, el concepto de serie de
Fourier es mucho menos restrictivo que el de serie de Taylor y esa es una de las grandes
ventajas de la teoría de series de Fourier: puede aplicarse a funciones muy generales.


En contra de lo que pudiera parecer a primera vista, la hipótesis de periodicidad no es
restrictiva para la aplicación de la teoría de series de Fourier.


En efecto, si queremos representar una función f en un intervalo [a,b] por medio de una
serie de Fourier, lo único que se necesita es que dicha función esté definida y sea integra-
ble en dicho intervalo. En tal caso la serie de Fourier


∑


n∈Z
cne2π int/(b−a) cuyos coeficientes


son


cn =
1


b−a


bw


a


e−2π int/(b−a) f (t)dt (n∈Z)


representa (cuando se dan las condiciones de convergencia apropiadas) una función pe-
riódica de periodo b−a que coincide con f en el intervalo ]a,b[.


Podemos considerar esto desde otro punto de vista. Si estamos interesados en represen-
tar por medio de una serie de Fourier una función f definida e integrable en un intervalo
[a,b] podemos extender dicha función a todo R de manera que la extensión sea una fun-
ción periódica de período T = b−a. Para ello basta repetir la gráfica de f en intervalos de
longitud T = b−a (si f (b) = f (a+ T) , f (a) será preciso cambiar el valor de f en uno de
los extremos del intervalo [a,b]).


La consideración de funciones complejas, si bien desde un punto de vista teórico no pre-
senta ninguna dificultad e incluso hace que la teoría sea más elegante y fácil de desarro-
llar, desde un punto de vista práctico no añade nada pues en las aplicaciones siempre se
consideran señales reales.


8.2.2. Ejemplos


8.2 Ejemplo. Calcular la serie de Fourier de la función 2π-periódica


f (x) =


{
0, si −π < x < −π/2


1, si −π/2< x6 π
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De acuerdo con la definición de los coeficientes de Fourier


a0 =
1
π


πw


−π/2


dx=
3
2


an =
1
π


πw


−π/2


cos(nx) dx =
sen(nx)


nπ


]x=π


x=−π/2
=


sen(nπ/2)


nπ
=







(−1)
n−1


2


nπ
si n es impar


0 si n es par


bn =
1
π


πw


−π/2


sen(nx) dx =
−cos(nx)


nπ


]x=π


x=−π/2
=


−cos(nπ)


nπ
+


cos(nπ/2)


nπ
=


=







1
nπ


, si n es impar


1
nπ


[−1+(−1)n/2] si n es par


Por tanto la serie de Fourier de f es


3
4


+
1
π


(
cos(x)+sen(x)−sen(2x)− 1


3
cos(3x)+


1
3


sen(3x)+ . . .


)
=


=
3
4


+
1
π


∞∑


n>1


1
2n−1


(
(−1)n−1cos((2n−1)x)+sen((2n−1)x)−sen((4n−2)x)


)


�


8.3 Ejemplo. Sea f : [4,6] → R definida como


f (x) =


{
1, si 4 < x6 5


2, si 5 < x6 6


Vamos a calcular sus coeficientes de Fourier:


a0 =


5w


4


dx +


6w


5


2 dx = 3


Para n> 1:


an =


5w


4


cos(nπx) dx +


6w


5


2cos(nπx) dx = 0,


y


bn =


5w


4


sen(nπx)dx+


6w


5


2sen(nπx) dx =







0, si n es par
−2
nπ


, si n es impar


Por tanto la serie de Fourier de f es


3
2
− 2


π


∑


n>1


1
2n−1


sen
(
(2n−1)πx


)


�
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8.4 Ejemplo (Función impulso rectangular). Se llaman impulsos rectangulares las señales que
son nulas salvo en un determinado intervalo de tiempo en el que son constantes. El ejemplo
típico es la función Π : R→ R


Π(x) =


{
1, si |x| < 1/2


0, en otro caso


Con más generalidad, dado un número a > 0 podemos considerar la función Πa definida por
Πa(x) = Π(x/a), con lo que


Πa(x) =


{
1, si |x| < a/2


0, en otro caso


Dado un número T > a podemos considerar la extensión periódica de Πa con periodo T cuya
gráfica es de la forma


-5 -3 -1 1 3 5


1


Figura 8.1: Periodización con periodo 4 de Π2


Llamemos f a dicha función. Los coeficientes de Fourier de f son


cn =
1
T


T/2w


−T/2


f (t)e−2π int/T dt =
1
T


a/2w


−a/2


e−2π int/T dt =
−1


2π in


[
e−2π int/T


]t=a/2


t=−a/2
=


=
−1
πn


(
e−π ina/T −eπ ina/T


2i


)
=


sen(πna/T)


πn


para n distinto de cero, y


c0 =
1
T


T/2w


−T/2


f (t)dt =
1
T


a/2w


−a/2


1dt =
a
T


.


�


8.5 Ejemplo (Función triangular). La función “triangular” es la función Λ :R→ R definida por


Λ(x) =


{
1−|x| si |x| 6 1,


0 para |x| > 1.


Con más generalidad, dado un número a > 0 podemos considerar la función Λa definida por
Λa(x) = Λ(x/a), con lo que


Λa(x) =







1−
∣∣∣x
a


∣∣∣ , si |x| 6 a


0, para |x| > a.
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-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8


1


Figura 8.2: Periodización de periodo 3 de Λ1/2


Dado un número T > 0 podemos considerar la extensión periódica de Λa con periodo T.


Calculemos sus coeficientes de Fourier.


cn =
1
T


T/2w


−T/2


f (t)e−2π int/T dt =


0w


−a


(
1+


t
a


)
e−2π int/T dt +


aw


0


(
1− t


a


)
e−2π int/T dt =


=
2
T


aw


0


(
1− t


a


)
cos(2πnt/T)dt =


2
T


T
2πn


([(
1− t


a


)
sen(2πnt/T)


]t=a


t=0
+


1
a


aw


0


sen(2πnt/T)dt


)
=


=
T(1−cos(2πna/T))


2π2n2a
=


sen2(πna/T)


π2n2a/T
.


Es inmediato comprobar que


c0 =
1
T


T/2w


−T/2


f (t) dt t =
a
T


.


�


8.2.3. Series de Fourier seno y coseno


Los coeficientes seno de una función par son nulos y los coeficientes coseno de una función
impar son nulos. Esto lleva a definir las series de Fourier seno y coseno de una función como
sigue.


Sea f una función definida e integrable en el intervalo [0,L]. Podemos extender f al intervalo
[−L,L] de las formas siguientes:


f1(x) =


{
− f (−x), −L 6 x < 0


f (x), 06 x6 L


y


f2(x) =


{
f (−x), −L 6 x < 0


f (x), 06 x6 L


Es claro que f1 es impar y f2 es par y coinciden con f en [0,L]. La función f1 es llamada la
extensión impar de f y f2 es llamada la extensión par de f .


La serie de Fourier de la extensión de período 2L de f1 se llama la serie de Fourier seno de
f y viene dada por:


∑


n>1


bnsen(πnt/L), bn =
2
L


Lw


0


f (t)sen(πnt/L)dt
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La serie de Fourier de la extensión de período 2L de f2 se llama la serie de Fourier coseno


de f y viene dada por:


a0


2
+
∑


n>1


ancos(πnt/L), an =
2
L


Lw


0


f (t)cos(πnt/L)dt


8.2.4. Convergencia de las series de Fourier


Una función f se dice que es continua a trozos en un intervalo [a,b] si hay una partición
a = x0 < x1 < x2 < .. . < xn−1 < xn = b del intervalo [a,b] de forma que


f es continua en cada intervalo ]xi ,xi+1[, para i = 0,1,2, . . . ,n−1, y


f tiene límites laterales en los puntos xi , i = 0,1, . . . ,n.


Diremos que una función f es derivable a trozos en un intervalo [a,b] si hay una partición
a = t0 < t1 < t2 < .. . < tm−1 < tm = b del intervalo [a,b] de forma que


f es derivable en cada intervalo ]ti ,ti+1[, para i = 0,1,2, . . . ,m−1, y


La función derivada f ′ tiene límites laterales en los puntos ti , i = 0,1, . . . ,m.


Diremos que una función es suave a trozos en un intervalo [a,b] si es derivable a trozos en
dicho intervalo y su derivada es continua a trozos.


Toda función derivable a trozos en un intervalo también es continua a trozos en dicho in-
tervalo. Las funciones continuas a trozos en un intervalo son integrables en dicho intervalo.
Además, la integral la podemos calcular como suma de integrales en cada uno de los intervalos
donde la función es continua.


El siguiente resultado nos dice que en condiciones razonablemente generales la serie de
Fourier de una función converge puntualmente a dicha función.


8.6 Teorema (Riemann, Dirichlet). Sea f : R→ C una señal periódica con período T derivable a


trozos en [0,T]. Entonces se verifica que:


1. En todo punto t∈R donde f sea continua


∞∑


n=−∞
cne2π int/T = f (t)


2. Si f no es continua en un punto t entonces se verifica que:


∞∑


n=−∞
cne2π int/T =


f (t+)+ f (t−)


2


donde f (t+) y f (t−) son, respectivamente, los límites por la derecha y por la izquierda de f


en t.


En particular, una función continua y derivable a trozos está determinada de manera única por


su serie de Fourier.


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático


Prof. Javier Pérez
Cálculo vectorial. Series de fourier. Variable compleja







Ejercicios 105


8.2.5. Ejercicios


1. a) Sea f (t) = sen(t/3)+sen(t/4). ¿Es f periódica? En caso afirmativo, ¿cuál es su período?


b) Sea f (t) = sen(λ t)+sen(µt). Prueba que para que f sea periódica es necesario y sufi-
ciente que λ/µ sea un número racional.


c) £Es periódica la función f (t) = sen(10t)+sen
(
(10+ π)t


)
?


2. Considera las distintas formas de escribir la serie de Fourier de una función real periódica
de período 1:


a0


2
+


∞∑


n=1


ancos(2πnt)+bnsen(2πnt)


∞∑


n=−∞
cne2π int


a0


2
+


∞∑


n=1


Ansen(2πnt+ φn)


Indica con detalle cómo se pasa de una a otra, es decir, las relaciones que hay entre los
distintos coeficientes.


3. Sea f una señal derivable a trozos, cn sus coeficientes de Fourier, an s y bn sus coeficientes
coseno y seno respectivamente. Justifica las siguientes afirmaciones:


a) f es real ⇐⇒ c−n = cn (n∈N) ⇐⇒ an∈R, bn∈R (n∈N)


b) f es par c−n = cn (n∈N) ⇐⇒ bn = 0 (n∈N)


c) f es impar ⇐⇒ c−n = −cn (n∈N) ⇐⇒ an = 0 (n∈N)


d) f real y par ⇐⇒ c−n = cn∈R (n∈N)


e) f real e impar ⇐⇒ c−n = −cn∈ iR (n∈N)


4. Da una demostración aceptable de la igualdad de Parseval:


1
T


Tw


0


| f (t)|2 dt =
∞∑


n=−∞
|cn|2


5. Prueba que si f : R→ C es una función suave a trozos se verifica que f̂ ′ (k) = ik f̂ (k) para
todo k∈Z. En otros términos: la serie de Fourier de la derivada de f se obtiene derivando
término a término la serie de Fourier de f .


6. Sea f :R→C periódica y suave a trozos. Definamos F(x) =


xw


0


f (t)dt para todo x∈R. Prueba


que la función G : R→ C dada por G(x) = F(x)− f̂ (0)x, es periódica y expresa sus coefi-
cientes de Fourier por medio de los de f .


7. Calcula las series de Fourier de las extensiones periódicas de las siguientes funciones:


f (x) =


{
0, −π < x < 0


π, 06 x6 π
f (x) =


{
0, −2 < x < 0


x, 06 x6 2
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8. Calcula la serie de Fourier coseno de la función f (x) = x para x∈ [0,π].


9. Calcula la serie de Fourier seno de la función f (x) = 1 para x∈ [0,π].


10. Calcula la serie de Fourier seno de la función f (x) = cosx para x∈ [0,π].


11. Sea a∈R, a, 0. Si los coeficientes de Fourier de una señal f son cn, £cuáles son los coefi-
cientes de Fourier de la señal trasladada g(t) = f (t −a)? £Y los de la señal h(t) = f (at)?.


12. Calcula las series de Fourier de las funciones |sent| y |cost|.


13. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la función de período 1 dada por f (t) = t para
06 t < 1 y f (t +1) = f (t) para todo t∈R, justifica la igualdad


∞∑


n=1


(−1)n+1


2n+1
=


π
4


Utiliza la igualdad de Parseval para deducir que


∞∑


n=1


1
n2 =


π2


6


14. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la función de período 2π dada por f (t) = t2


para −π 6 t 6 π y f (t +2π) = f (t) para todo t∈R, justifica la igualdad


∞∑


n=1


(−1)n+1


n2 =
π2


12


15. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la función de período 2 dada por f (t) = |t | para
−16 t 6 1 y f (t +2) = f (t) para todo t∈R, justifica la igualdad


∞∑


n=1


1
(2n−1)2 =


π2


8


16. Dado a∈R, a < Z, se define la función de período 2 f (t) = eiπat para −16 t < 1 y f (t) =


f (t +2). Calcula la serie de Fourier de f y utiliza la igualdad de Parseval para deducir que


∞∑


n=−∞


1
(a−n)2 =


π2


sen2(πa)


17. Sea f (x) = x(1−x), (06 x6 1) y consideremos la extensión impar de f de período 2.


a) Calcula la serie de Fourier seno de f .


b) Justifica que
∞∑


n=0


1
(2n+1)4 =


π2


96
.


c) Calcula la serie de Fourier coseno de f ′(x) = 1−2x, (06 x6 1); y la serie de Fourier de
f ′′(x) = −2.


d) deduce de lo anterior que:


∞∑


n=0


1
(2n+1)2 =


π2


8
,


∞∑


n=0


(−1)n


2n+1
=


π
4
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8.3. Geometría de las series de Fourier


La teoría de las series de Fourier está estrechamente relacionada con los aspectos algebrai-
cos y geométricos de los espacios euclídeos. Lo característico de la geometría euclídea es el
concepto de ortogonalidad o perpendicularidad y sus consecuencias.


8.7 Definición. Representaremos por L2(a,b) el espacio de las funciones f : R→ C que son pe-
riódicas con periodo b−a y de cuadrado integrable en [a,b]. Este conjunto con las operaciones
usuales de suma de funciones y producto por escalares complejos es un espacio vectorial com-
plejo.


Para todo par de funciones f ,g∈L2(a,b) definimos su producto escalar por:


( f | g) =
1


b−a


bw


a


f (t)g(t)dt (8.11)


y definimos la norma de f ∈L2(a,b) por:


‖ f‖ =
√


( f | f ) =


√√√√ 1
b−a


bw


a


| f (t)|2 dt (8.12)


8.8 Definición. Dos funciones f ,g∈L2(a,b) se llaman ortogonales si ( f | g) = 0 en cuyo caso
escribimos f⊥g. Un conjunto de funciones B ⊂ L2(a,b) se dice ortogonal si para cada par de
elementos distintos f ,g∈B se tiene que f⊥g. Si, además para toda función f ∈B es ‖ f‖ = 1 se
dice que B es un conjunto ortonormal de funciones. Un conjunto ortonormal, B, con la pro-
piedad de que la única función que es ortogonal a todas las funciones del mismo es la función
nula, se llama una base ortonormal.


8.9 Ejemplo. En el espacio L2(0,T) un ejemplo de base ortonormal de funciones especialmente
importante es la formada por las exponenciales complejas:


E =
{


e2π int/T : n∈Z
}


Otro ejemplo de base ortonormal es la formada por las funciones trigonométricas:


T =
{


1,
√


2cos(2nπ t/T),
√


2sen(2nπ t/T) : n∈N
}


De hecho, tenemos las siguientes igualdades:


1
T


Tw


0


cos(2nπ t/T)cos(2mπ t/T)dt =







0 si n,m
1
2


si n = m, 0


1 si n = m= 0


1
T


Tw


0


sen(2nπ t/T)sen(2mπ t/T)dt =







1
2


si n = m, 0


0 en otro caso


1
T


Tw


0


sen(2nπ t/T)cos(2mπ t/T)dt = 0 ∀n,m∈N


�
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8.10 Proposición. Supongamos que B = {ek : 16 k6 n} es un conjunto de n funciones ortonor-


males en L2(a,b) y sea M el subespacio vectorial engendrado por B. Dada una función f ∈ L2(a,b)


la función:


PM( f ) =


n∑


j=1


( f | ej)ej


se llama la proyección ortogonal de f sobre M y tiene las propiedades siguientes:


1. PM( f )∈M.


2. f −PM( f ) es ortogonal a M.


3. mı́n{‖ f −g‖ : g∈M} = ‖ f −PM( f )‖


Demostración. La primera afirmación es evidente porque por su definición PM( f ) es combina-
ción lineal de los vectores ek que forman una base de M.


Para probar la segunda afirmación basta observar que:


( f −PM( f ) | ek) = ( f | ek)−
n∑


j=1


( f | ej)(ej | ek) = ( f | ek)− ( f | ek) = 0


lo que prueba que f −PM( f ) es ortogonal a los vectores ek y, por tanto, también es ortogonal a
cualquier combinación lineal de ellos, es decir, a cualquier vector de M.


Para probar el punto 3 basta observar que para toda g∈M se verifica que los vectores f −
PM( f ) y PM( f )−g son ortogonales, por lo que:


‖ f −g‖2 = ‖( f −PM( f ))+ (PM( f )−g)‖2 = ‖ f −PM( f )‖2 +‖PM( f )−g‖2
> ‖ f −PM( f )‖2


Deducimos que ‖ f −PM( f )‖ 6 ‖ f −g‖ y que la igualdad se da si, y sólo si, g = PM( f ). �


Particularicemos el resultado anterior al espacio L2(0,T) cuando se consideran conjuntos
ortonormales particulares.


Dado N∈N, consideremos el conjunto ortonormal


EN =
{


e2π int/T : −N 6 n6 N
}


En este caso, representando por en la función t 7→ e2π int/T , esto es en(t) = e2π int/T , la proyección
ortogonal de f sobre EN es la función


N∑


k=−N


( f | ek)ek(t)=
N∑


k=−N


1
T


(
Tw


0


f (t)ek(t)dt


)
ek(t)=


N∑


k=−N


1
T


(
Tw


0


f (t)e−2π i kt/T dt


)
e2π i kt/T =


N∑


k=−N


ck e2π i kt/T


Donde los coeficientes ck viene dados por (8.6). Pero esta función es justamente el polinomio
de Fourier (8.7) de orden N de f .


Dado N∈N, consideremos el conjunto ortonormal


TN =
{


1,
√


2sen(2πnt/T),
√


2cos(2πnt/T) : −N 6 n6 N
}
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En este caso, poniendo por un(t) =
√


2cos(2πnt/T) y vn(t) =
√


2sen(2πnt/T), tenemos que la
proyección ortogonal de f sobre TN es la función


( f | 1)+


N∑


n=1


( f | un)un(t)+


N∑


n=1


( f | vn)vn(t) =


=
1
T


Tw


0


f (t)dt +


N∑


n=1


1
T


(
Tw


0


f (t)
√


2cos(2πnt/T)dt


)
√


2cos(2πnt/T) +


+
N∑


n=1


1
T


(
Tw


0


f (t)
√


2sen(2πnt/T)dt


)
√


2sen(2πnt/T) =


=
a0


2
+


N∑


n=1


ancos(2πnt/T)+


N∑


n=1


bnsen(2π int/T)


Donde los coeficientes an,bn viene dados por (8.9) y (8.10). Pero esta función es justamente el
polinomio de Fourier (8.8) de orden N de f .


El siguiente resultado es uno de los más notables de la teoría de series de Fourier.


8.11 Teorema (Teorema de Riesz-Fisher). Para toda función f ∈L2(a,b) se verifica que su serie


de Fourier converge a f en la norma de L2(a,b):


lı́m
N→∞


∥∥∥∥∥ f (t)−
N∑


k=−N


ck e2π i kt/(b−a)


∥∥∥∥∥= 0 ⇐⇒ lı́m
N→∞


bw


a


∣∣∣∣∣ f (t)−
N∑


k=−N


ck e2π i kt/(b−a)


∣∣∣∣∣


2


dt = 0.


La convergencia en la norma de L2(a,b) se llama convergencia en media cuadrática . Ter-
minaremos esta sección con un resultado muy útil conocido con el nombre de “igualdad de
Parseval”.


8.12 Proposición (Igualdad de Parseval). Para toda función f ∈L2(a,b) se verifica que


1
b−a


bw


a


| f (t)|2 dt =


∞∑


n=−∞
|cn|2 (8.13)


La igualdad de Parseval 8.13 tiene una interpretación interesante. El número |cn|2 se inter-


preta como la energía del armónico cneint , mientras que la integral
1
2π


πw


−π
| f (t)|2 dt se interpreta


como la energía de la señal (en este sentido se dice que las funciones de L2(−π,π) tienen ener-
gía finita). La igualdad de Parseval expresa, pues, que la energía de la señal es igual a la suma de
las energías de sus armónicos componentes.


8.3.1. Suavidad de una señal y convergencia de su serie de Fourier


La primera afirmación del siguiente resultado es consecuencia directa de la igualdad de
Parseval.


8.13 Proposición. Sean {cn} los coeficientes de Fourier de una función f .


1. Si f es una función de cuadrado integrable, en particular si es continua a trozos, se verifica


que lı́m{cn} = 0.
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2. Si f tiene k−1 derivadas continuas y tiene derivada de orden k continua a trozos entonces


se verifica que lı́m nkcn = 0.


8.3.2. Espectro, dominio del tiempo y dominio de la frecuencia


Una señal analógica dada por medio de una función f (t) se dice que está dada en el dominio


del tiempo. Supongamos que dicha señal es T-periódica y derivable a trozos, entonces


f (t) =


∞∑


n=−∞
cne2π int/T


en todo punto de continuidad de f . Las frecuencias de los armónicos complejos que forman
esta serie son n/T. El espectro de f se define como el conjunto de pares {(n/T,cn) : n∈Z}. El co-
nocimiento del espectro de la señal determina a dicha señal. Podemos considerar una función
f̂ definida en el conjunto de las frecuencias {n/T : n∈Z} por f̂ (n/T) = cn. Se suele decir que di-


cha función representa a la señal f en el dominio de la frecuencia. La “gráfica” de la función
∣∣∣ f̂
∣∣∣


se llama el espectro de amplitudes, y la “gráfica” de la función arg f̂ se llama el espectro de fases.


Recuerda que si la serie de Fourier la escribimos en la forma


∞∑


n=0


Ansen(2nπνt + φn)


donde An > 0 es la amplitud del armónico n-ésimo y φn es su fase, entonces, en virtud de las
igualdades 8.4 y 8.5, se verifica que cn = −i


2 Anei φn = 1
2Anei(φn−π/2); y eligiendo φn ∈]−π/2,3π/2]


resulta que φn − π/2 = arg(cn), lo que justifica la terminología empleada. Ten en cuenta que
para una señal real se verifica siempre que cn = c−n lo que explica el aspecto de las siguientes
“gráficas”. El espectro de amplitudes consiste en líneas espectrales regularmente espaciadas


− 3
T − 2


T − 1
T 0 1


T
2
T


3
T


4
T


|c−3|


|c−2|
|c−1|


|c0|


|c1|
|c2|


|c3| |c4|


Figura 8.3: Espectro de amplitudes


− 3
T


− 2
T


− 1
T


0 1
T


2
T


3
T


φ−3


φ−2


φ−1


φ1


φ2


φ3


Figura 8.4: Espectro de fases
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en las frecuencias n/T. Para n = 1 y n = −1 las líneas corresponden a la frecuencia fundamental.
Las demás líneas son llamadas armónicos de la señal.


Lo interesante de estas representaciones es que para manipular una señal analógica es más
fácil hacerlo en el dominio de la frecuencia. Por ejemplo, si la señal es un sonido las frecuencias
bajas corresponden a los tonos graves y las altas a los agudos, mientras que las amplitudes
representan la intensidad del sonido del armónico correspondiente.


8.3.3. Ejercicios


1. Usando las propiedades algebraicas del producto escalar en L2(0,T), prueba las siguientes
igualdades:


a) ‖ f +g‖2 = ‖ f‖2 +‖g‖2 +2Re( f | g)


b) ‖ f +g‖2 +‖ f −g‖2 = 2‖ f‖2 +2‖g‖2


c) ‖ f − ig‖2 = ‖ f‖2 +‖g‖2−2Im( f | g)


d) 4( f | g) =
(
‖ f +g‖2−‖ f −g‖2)+ i


(
‖ f + ig‖2−‖ f − ig‖2)


2. Comprueba que el conjunto formado por las funciones trigonométricas:


{1,cos(2πnt/T),sen(2πnt/T) : n∈N}


es ortogonal en L2(0,T).


8.4. Introducción a la Transformada de Fourier Discreta


Usualmente lo que conocemos de una señal es una muestra, esto es, una señal podemos
verla como un vector cuyas componentes son valores de la señal en determinados instantes.
Si el tamaño de la muestra es N, este vector está en el espacio vectorial N-dimensional CN. En
términos muy generales puede afirmarse que el análisis de esta señal consiste en representarla
en diferentes bases deCN. Estas bases se eligen de forma que la correspondiente representación
pueda ser fácilmente interpretada y proporcione información útil sobre la señal. Un ejemplo de
esto es la Transformada de Fourier Discreta que vamos a ver a continuación.


Supongamos que conocemos N muestras de una señal periódica f de período T las cuales se
han tomado en instantes tk igualmente espaciados a lo largo de un período, es decir, tk = kT/N,
donde k = 0,1,2, . . . ,N−1. Conocemos, pues, los N números1:


f (kT/N) = yk, k = 0,1,2, . . . ,N−1


y sabemos que f tiene período T. Usando esta información queremos calcular una buena apro-


ximación de los coeficientes de Fourier de f .


Como tenemos N datos parece lógico calcular N coeficientes cn. Sabemos que bajo hipótesis
muy generales se verifica que lı́m{cn}= 0, esto es, la sucesión de los coeficientes de Fourier con-
verge a cero. Por ello los coeficientes más significativos vienen al principio. Teniendo esto en


1Es usual en este contexto trabajar con índices que empiezan en 0. La gran mayoría de los textos lo hacen así.
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cuenta, vamos a tratar de calcular los coeficientes cn para n = −N/2, . . . ,N/2−1 (o un intervalo
centrado si N es impar). Este cálculo podemos hacerlo de dos formas.


Calculando de forma aproximada el valor de la integral


cn =
1
T


Tw


0


f (t)e−2iπnt/T dt


Para ello podemos proceder como sigue:


cn =


N−1∑


k=0


1
T


(k+1)T/Nw


kT/N


f (t)e−2iπnt/T dt ≈
N−1∑


k=0


1
N


f (kT/N)e−2iπnk/N


lo que nos lleva a tomar como una aproximación de los coeficientes cn los números


c′n =
1
N


N−1∑


k=0


ykω−nk donde ω = e2iπ/N, −N
2
6 n6


N
2
−1 (8.14)


Otra forma de proceder es calcular coeficientes ĉn por la condición de que el polinomio
trigonométrico


P(t) =


N/2−1∑


n=−N/2


ĉne2iπnt/T


interpole a f en los puntos tk, es decir, verifique que P(kT/N) = yk para k = 0,1,2, . . . ,N−1. Pues
bien, se comprueba que ĉn = c′n para −N


2 6 n6 N
2 −1. Definiendo


Yn =







c′n 06 n6
N
2
−1


c′n−N
N
2
6 n6 N−1


Podemos escribir (8.14) en la forma


Yn =
1
N


N−1∑


k=0


ykω−nk n = 0,1,2, . . . ,N−1, ω = e2iπ/N (8.15)


Definamos


ωk =
(
1,ωk,ω2k, . . . ,ωk(N−1)


)
, k = 0,1,2, . . . ,N−1 ω = e2iπ/N


Recuerda que en CN el producto escalar euclídeo está dado por:


(z | w) =


N−1∑


j=0


zjwj z = (z0,z1, . . . ,zN−1), w = (w0,w1, . . . ,wN−1)


Teniendo en cuenta que ωN = 1, es fácil comprobar que los vectores ω k (0 6 k 6 N − 1) son
ortogonales y tienen norma igual a


√
N. Dichos vectores forman una base ortogonal de CN.


Observa que podemos escribir las igualdades (8.15) en la forma


Yn =
1
N


(y | ωn), y = (y0,y1, . . . ,yN−1), ωn = (1,ωn,ω2n, . . . ,ω(N−1)n), ω = e2iπ/N (8.16)


de donde se deduce fácilmente que (Y0,Y1, . . . ,YN−1) son las coordenadas del vector y = (y0,y1, . . . ,yN−1)


en la base ω k (06 k6 N−1)
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8.14 Definición. La transformación F : CN → CN que a un vector y = (y0,y1, . . . ,yN−1)∈CN ha-
ce corresponder el vector Y = (Y0,Y1, . . . ,YN−1)∈CN dado por las igualdades (8.15) se llama la
Transformada de Fourier Discreta (DFT) en CN.


La DFT es una biyección lineal de CN en CN cuya inversa viene dada por


yn =


N−1∑


k=0


Ykωnk n = 0,1,2, . . . ,N−1, ω = e2iπ/N


8.4.1. Observaciones


La definición que hemos dado de la DFT es la más usual aunque adolece de cierta falta
de simetría debido al factor de escala 1/N que figura en la transformada directa pero no
en su inversa. De hecho, la definición de la DFT puede variar de unos textos a otros. Es
frecuente ortonormalizar la base formada por los vectores ω k, esto es, considerar la base
ortonormal formada por los vectores 1√


N
ω k. Con ello se consigue que en las fórmulas


anteriores figure como factor de escala en ambas 1/
√


N.


Aunque hemos supuesto al principio que el vector y se obtenía tomando N valores igual-
mente espaciados de una función periódica a lo largo de un período, es claro que se tra-
taba nada más que de una motivación inicial. La TFD (transformada de Fourier discreta)
no tiene ninguna limitación: el vector y puede ser cualquier elemento de CN. De hecho,
la TFD se utiliza para intentar averiguar las frecuencias presentes en series de datos de
cualquier naturaleza. Pero hay un convenio que se sigue siempre cuando se trabaja con la
TFD y que consiste en considerar que el vector y = {y0,y1,y2, . . . ,yN−1} es una muestra de


una sucesión infinita periódica de período N. Es decir, dado un entero arbitrario k∈Z, defi-
nimos yk = yq donde 06 q6N−1 es el resto de la división de k por N. Con este convenio es
inmediato comprobar que el vector Y = F (y) verifica que Yk+N = Yk, es decir, es periódico
con período N. Esta propiedad se expresa diciendo que la TFD transforma señales periódi-


cas discretas en el dominio del tiempo en señales periódicas discretas en el dominio de la


frecuencia.


El espectro de la señal y es el conjunto {(n/N,Yn) : n∈Z}. Los espectros de amplitudes y de
fases son, respectivamente, los conjuntos {(n/N, |Yn|) : n∈Z} y {(n/N,Arg(Yn)) : n∈Z}. Di-
chos conjuntos suelen representarse por segmentos de línea que unen los puntos (n/N,0)


con los puntos del espectro correspondiente. Debido a la periodicidad de los Yn es sufi-
ciente representar dichos espectros para N valores consecutivos de n.


Para señales y reales se verifica que Y−n = Yn donde la barra indica complejo conjugado.
ComoY−n =YN−n haciendo n= N/2−k obtenemos que YN/2+k =YN/2−k de donde se deduce
que ∣∣YN/2+k


∣∣=
∣∣YN/2−k


∣∣ y Arg(YN/2+k) = Arg(YN/2−k) = −Arg(YN/2−k)


esto es el espectro de amplitudes es simétrico respecto a N/2 y el espectro de fases es
antisimétrico respecto a N/2. Por esta razón, como en la práctica siempre se trabaja con
señales reales, es costumbre representar solamente la mitad más uno de los puntos de
dichos espectros correspondientes a los valores 0,1,2, . . . ,N/2. Los cuales son suficientes
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para recuperar la señal original combinándolos con sus conjugados que representan fre-
cuencias negativas.


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático


Prof. Javier Pérez
Cálculo vectorial. Series de fourier. Variable compleja







Observaciones 115


Hay una estrecha analogía entre la DFT y las series de Fourier.


• Series de Fourier.


◦ Se considera una señal continua en el dominio del tiempo, f , con período T y,
por tanto, con frecuencia 1/T expresada en Hercios (ciclos por segundo).


◦ Se trata de descomponer dicha señal como una serie de señales con frecuencias
n/T (múltiplos enteros de la frecuencia fundamental). La señal modelo con fre-
cuencia n/T (ciclos por segundo) es sen(2πnt/T). La forma compleja de dicha
señal es la función en(t) = e2π int/T .


◦ El peso que la componente de frecuencia n/T tiene en nuestra señal viene dado
por el producto escalar:


( f | en) =
1
T


Tw


0


f (t)e−2π int/T dt


◦ La serie que representa a la señal f es
∞∑


n=−∞
( f | en)e2π i kt/T . Dicha serie proporcio-


na el espectro de la señal y constituye la representación de la señal en el dominio
de la frecuencia.


◦ En el contexto de las series de Fourier las igualdades:


f̂ (n) =
1
T


Tw


0


f (t)e−2πint/T dt (8.17)


f (t) =
∞∑


n=−∞
f̂ (n)e2πint/T (8.18)


se llaman, respectivamente, las ecuaciones de análisis y de síntesis.


• Transformada de Fourier Discreta.


◦ Se considera una señal discreta y = (y0,y1, . . .yN−1) formada por N valores que se
interpretan como un período de una señal discreta periódica de período N.


◦ Se trata de descomponer dicha señal como una suma de señales con frecuen-
cias n/N (múltiplos enteros de la frecuencia fundamental 1/N). La señal conti-


nua modelo con frecuencia n/N (ciclos por segundo) es sen(2πnt/N). La forma
compleja de dicha señal es e2π int/N. Puesto que de la señal original solamente
conocemos un período formado por N valores consecutivos, lo que hacemos es
discretizar la señal e2π int/N evaluándola en t = 0,1,2, . . . ,N−1 y obtenemos así el
vector


ωn = (1,e2π in/N,e2π in2/N, . . . ,e2π in (N−1)/N)


◦ El peso que la componente de frecuencia n/N tiene en nuestra señal viene dado
por el producto escalar:


(y | ωn) =
1
N


N−1∑


k=0


yk e−2iπnk/N


◦ La suma que representa a la señal discreta y es
∑N−1


n=0 (y | ωn)ωn. Dicha suma se
interpreta como la representación de la señal en el dominio de la frecuencia.
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◦ Los coeficientes Yn se llaman coeficientes espectrales de la señal y. Las igualdades:


Yn =
1
N


N−1∑


k=0


yk e−2iπnk/N, n = 0,1,2, . . . ,N−1 (8.19)


yn =


N−1∑


k=0


Yk e2iπnk/N, n = 0,1,2, . . . ,N−1 (8.20)


se llaman, respectivamente, la ecuación de análisis y la ecuación de síntesis. La
frecuencia fundamental en (8.20) es ω = 1/N.


8.4.2. Convolución y DFT


Como acabamos de explicar, interpretamos los elementos de CN como sucesiones periódi-
cas con período N. Esto justifica la siguiente definición.


Dado y = (y0,y1, . . . ,yN−1)∈CN y un entero arbitrario k∈Z, definimos yk = yq donde 0 6 q 6


N−1 es el resto de la división de k por N.


Se define la convolución2 (llamada a veces convolución circular o periódica o cíclica) de dos
elementos deCN, x = (x0,x1, . . . ,xN−1) e y = (y0,y1, . . . ,yN−1) como el elemento z= (z0,z1, . . . ,zN−1)


de CN definido por:


zk =


N−1∑


q=0


xqyk−q k∈Z


Es inmediato que zk es una sucesión periódica con período N. Escribiremos simbólicamente
z = x⊙y.


Fijado un vector y = (y0,y1, . . . ,yN−1), la aplicación que a un vector x = (x0,x1, . . . ,xN−1) hace
corresponder el producto de convolución z = y⊙ x es una aplicación lineal de CN en CN que
podemos escribir en forma matricial como sigue:






z0


z1


z2
...


zN−1






=






y0 yN−1 yN−2 · · · y1


y1 y0 yN−1 · · · y2


y2 y1 y0 · · · y3
...


...
...


. . .
...


yN−1 yN−2 yN−3 · · · y0










x0


x1


x2
...


xN−1






(8.21)


Las propiedades del producto de convolución se deducen fácilmente de la siguiente impor-
tante propiedad.


Dados dos vectores a = (a0,a1, . . . ,aN−1) y b = (b0,b1, . . . ,bN−1) en CN notaremos por ab∈CN


su producto puntual:
ab = (a0b0,a1b1, . . . ,aN−1bN−1)


8.15 Proposición. Sean x = (x0,x1, . . . ,xN−1), y = (y0,y1, . . . ,yN−1) vectores en CN. Entonces se ve-


rifica que:


F
(
x⊙y


)
= NF (x)F (y), F (xy) = F (x)⊙F (y) (8.22)


2Este es uno de los distintos tipos de convolución más frecuentes. Las operaciones de convolución son muy usadas
en el procesamiento de señales digitales. Los tipos de filtros más frecuentes actúan sobre la señal de entrada “input”
haciendo una convolución con la función “respuesta impulsiva” del filtro.
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8.4.2.1. Ejercicios


1. Comprueba que los vectores


ωk =
(
1,ωk,ω2k, . . . ,ωk(N−1)


)
, k = 0,1,2, . . . ,N−1 ω = e2iπ/N


forman una base ortogonal de CN.


2. Recuerda que consideramos los elementos de CN como sucesiones periódicas con perío-
do N. Explícitamente: dado y = (y0,y1, . . . ,yN−1)∈CN y un entero arbitrario k∈Z, definimos
yk = yq donde 0 6 q 6 N− 1 es el resto de la división de k por N. Por ejemplo, y−1 = yN−1,
y−2 = yN−2, yN = y0, yN+1 = y1.


Se dice que la sucesión (yn) es par si y−n = yn y se dice que es impar si y−n = −yn para todo
n∈Z.


Supongamos que (yn)
F7−→ (Yn). Prueba que:


a) (y−n)
F7−→ (Y−n)


b) (yn)
F7−→ (Y−n)


c) (y−n)
F7−→ (Yn)


d) (yn) es par (impar) ⇐⇒ (Yn) es par (impar).


e) (yn) es real ⇐⇒ Y−n = Yn para todo n∈Z.


f ) (yn) es real y par ⇐⇒ (Yn) es real y par.


g) (yn) es real e impar ⇐⇒ (Yn) es imaginario puro e impar.


3. Calcula la transformada de Fourier discreta de las siguientes sucesiones:


a) (1,1,1,1,1,1,1,1)


b) (1,1,1,1,0,0,0,0)


c) (0,0,1,1,1,1,0,0)


d) (1,1,−1,1,−1,1,−1,1)


e) (0,0,1,0,0,0,1,0)


4. Justifica que
N−1∑


n=0


|Yn|2 =
1
N


N−1∑


n=0


|yn|2.


5. Sea Z = F (F (y)). Calcula las componentes Zk de Z en función de las componentes yn de
y.


8.5. Transformada de Fourier


8.16 Definición. La transformada de Fourier de una función f :R→C es la función f̂ = Ff : R→ C
definida por:


f̂ (s) = Ff (s) =


∞w


−∞
e−2πist f (t)dt (s∈R) (8.23)


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático


Prof. Javier Pérez
Cálculo vectorial. Series de fourier. Variable compleja







Transformada de Fourier 118


Comentarios


Usaremos las notaciones f̂ y Ff para representar la transformada de Fourier de la señal f .
A veces conviene escribir Ff en la forma F( f ) para indicar claramente que Ff es la trans-
formada de Fourier de la función f .


El parámetro “s” en la definición 8.23 se interpreta como frecuencias. La función f̂ se
interpreta como la representación de la señal f en el dominio de la frecuencia.


La transformada de Fourier convierte una señal, f (t), dada en el dominio del tiempo en
otra señal, f̂ (s), en el dominio de la frecuencia.


Representaremos por L1(R) el espacio de todas las funciones f :R→C tales que
∞w


−∞
| f (t)| dt <


∞. Para que la definición 8.23 tenga sentido es condición suficiente que f ∈L1(R).


Para calcular la transformada de Fourier de una función tenemos libertad para modifi-
car como queramos dicha función en un conjunto siempre que ello no afecte al valor de
la integral. Por ejemplo, podemos cambiar el valor de la función en cualquier conjunto
finito de puntos. Por eso, para calcular la transformada de Fourier de una función no es
imprescindible que la función esté definida en todoR, es suficiente, por ejemplo, que esté
definida en todo R excepto en un conjunto finito de puntos.


No hay acuerdo unánime sobre la definición de la transformada de Fourier. Algunos deta-
lles sobre los que los distintos autores no se ponen de acuerdo son: el signo en la exponen-
cial, multiplicar la integral por 1/2π o por 1/


√
2π, incluir o no incluir 2π en el exponente


de la exponencial.


La transformada inversa de Fourier


La transformada de Fourier permite analizar una señal f por sus componentes de frecuen-
cia. El conjunto Ω( f ) =


{
s∈R : f̂ (s) , 0


}
se llama espectro continuo de la señal f . Cada fre-


cuencia s∈Ω( f ) tiene como amplitud
∣∣∣ f̂ (s)


∣∣∣ y su fase es arg f̂ (s). La señal f queda caracterizada


completamente por f̂ en el sentido de que el conocimiento de f̂ permite recuperar f .


8.17 Definición. La transformada inversa de Fourier de una función g : R→ C es la función
ǧ : R→ C definida por:


ǧ(t) =


∞w


−∞
e2π i st g(s)ds (t∈R) (8.24)


Es usual usar la notación ǧ = F−1g para representar la transformada de Fourier inversa de g.
Se verifica el siguiente importante resultado.


8.18 Teorema (de inversión de Fourier). Si f es una señal suave a trozos tal que f ∈ L1(R) y


también f̂ ∈L1(R), se verifica que:


f (t+)+ f (t−)


2
=


∞w


−∞
e2π i st f̂ (s)ds (t∈R) (8.25)
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En particular, en todo punto t∈R en el que f sea continua es


f (t) =


∞w


−∞
e2π i st f̂ (s)ds (8.26)


La igualdad (8.23) se llama la ecuación de análisis y la igualdad (8.26) se llama ecuación


de síntesis. Observa que la ecuación de síntesis permite reconstruir una señal no periódica a
través de sus componentes de frecuencia y puede verse como una “versión continua” de la
representación de una señal periódica por su serie de Fourier.


Explícitamente, la igualdad (8.26) afirma que:


f (t) =


∞w


−∞


[ ∞w


−∞
e−2π i su f (u)du


]
e2π i st ds (8.27)


Evidentemente, es más cómodo escribir esta igualdad en la forma:


f = F
−1(Ff ) (8.28)


Es notable la simetría que hay entre la transformada de Fourier y su inversa: solamente se
diferencian por un cambio de signo en la exponencial. De hecho, se verifica también la igual-
dad:


g = F(F−1g) (8.29)


La transformada de Fourier es una operación que regulariza y suaviza las funciones. Esto es
lo que dice el siguiente resultado.


8.19 Teorema. La transformada de Fourier de una señal integrable, f ∈L1(R), es una función


continua, acotada y lı́m
t→±∞


Ff (s) = 0.


8.5.1. Propiedades de la transformada de Fourier


Algunas de las propiedades que siguen son generales, es decir, se satisfacen solamente con
la hipótesis de que las funciones que en ellas intervienen estén en L1(R) para que sus corres-
pondientes transformadas estén definidas. Otras propiedades requieren hipótesis adicionales
en las que no vamos a entrar. Te aconsejo que aprendas estas propiedades como un formalismo
útil para calcular transformadas de Fourier. Para ello tendrás que memorizar las transformadas
de Fourier de unas pocas funciones básicas y a partir de ellas aplicando las propiedades que
siguen, sin necesidad de calcular integrales, podrás deducir las transformadas de Fourier de
muchísimas funciones más.


Linealidad. La transformada de Fourier es un operador lineal. Esto quiere decir que si α y β son
números y f , g señales, se verifica la igualdad:


F(α f + βg) = αFf + βFg


Propiedades de simetría
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De las definiciones dadas para la transformada de Fourier y su inversa:


Ff (s) =


∞w


−∞
e−2π i st f (t)dt =


∞w


−∞
cos(2πst) f (t)dt − i


∞w


−∞
sen(2πst) f (t)dt


F
−1f (s) =


∞w


−∞
e2π i st f (t)dt =


∞w


−∞
cos(2πst) f (t)dt + i


∞w


−∞
sen(2πst) f (t)dt


y teniendo en cuenta que el coseno es par y el seno impar, se deducen las siguientes propieda-
des de simetría.


1. Ff (s) = F−1f (−s).


2. Regla de inversión. F (Ff )(s) = f (−s).


3. Si la función f es par entonces se tiene que:


∞w


−∞
sen(2πst) f (t)dt = lı́m


a→+∞


aw


−a


sen(2πst) f (t)dt = 0


por lo que


Ff (s) = F
−1f (s) =


∞w


−∞
cos(2πst) f (t)dt = 2


∞w


0


cos(2πst) f (t)dt


y la transformada de Fourier de f coincide con su transformada inversa y es una función
par.


4. Análogamente, si f es impar su transformada de Fourier también es impar y:


Ff (s) = −F
−1f (s) = i


∞w


−∞
sen(2πst) f (t)dt = 2i


∞w


0


sen(2πst) f (t)


5. Si f es real entonces Ff (−s) = Ff (s).


6. Si f es real y par su transformada de Fourier también es real y par.


7. Si f es real e impar su transformada de Fourier es impar y toma valores imaginarios puros.


Las siguientes dos propiedades se obtienen fácilmente con un sencillo cambio de variable.


Traslación en el tiempo. Dado un número a∈R y una señal f , definimos la señal τa f por:


τa f (t) = f (t −a)


Se verifica que:
τ̂a f (s) = e−2π ias f̂ (s)


Es decir, una traslación en el tiempo produce un cambio de fase en la transformada.


Cambio de escala o dilatación. Dado un número a∈R∗ y una señal f , definimos la señal σa f


por:
σa f (t) = f (at)
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Se verifica que:


σ̂a f (s) =
1
|a| f̂


( s
a


)


Es decir una dilatación (a> 1) o una compresión (a< 1) en el dominio del tiempo se correspon-
de con una compresión o dilatación en el dominio de la frecuencia más un cambio de escala.


Propiedad de modulación. Dado a∈R, y una señal f , se verifica que la transformada de Fourier
de la función g(t) = e2π iat f (t) es la función τa f̂ .


Esta propiedad es inmediata pues:


ĝ(s) =


∞w


−∞
e−2π i st f (t)e2π iat dt =


∞w


−∞
e−2π i(s−a)t f (t)dt = f̂ (s−a)


La aplicación de la transformada de Fourier para resolver ecuaciones diferenciales se basa
en la siguiente propiedad.


Propiedad de derivación


F( f ′)(s) = 2πisFf (s) F(−2iπ t f (t))(s) = (Ff )′(s)


Igualdad de Parseval
∞w


−∞
f (t)g(t)dt =


∞w


−∞
Ff (s)Fg(s)ds


En particular
∞w


−∞
| f (t)|2 dt =


∞w


−∞
|Ff (s)|2 ds


8.5.2. Ejemplos


8.20 Ejemplo (La función pulso rectangular). Es la función dada por


Π(t) =


{
1 |t| < 1/2


0 |t| > 1/2


Para calcular su transformada de Fourier no es preciso definir dicha función en los puntos ± 1
2


pero, para recuperar esta función por medio de una transformada de Fourier es necesario defi-
nir su valor en dichos puntos igual a 1/2. Como se trata de una función par su transformada de
Fourier viene dada por:


Π̂(s) = 2
∞w


0


Π(t)cos(2πst)dt = 2
1/2w


0


cos(2πst)dt = 2


[
sen(2πst)


2πs


]t=1/2


t=0
=


sen(πs)
πs


�
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8.21 Ejemplo (La función “cardinal seno” o “función de muestreo”). Es la función dada para
todo t∈R por


senc(t) =
sen(π t)


π t
por supuesto, senc(0) = 1.


La transformada de Fourier de esta función se deduce fácilmente de que, según acabamos
de ver, Π̂ = sency, como la función Π es par, obtenemos


Fsenc= F (F Π) = F (F−1Π) = Π.


�


8.22 Ejemplo (Decaimiento exponencial truncado). Es la función dada por


f (t) =


{
0, t 6 0
e−t , t > 0


Podemos calcular su transformada de Fourier directamente:


f̂ (s) =


∞w


−∞
e−2π i st f (t)dt =


∞w


0


e(−2π i s−1)t dt =


[
−e−t e−2π i s


1+2π is


]t→+∞


t=0
=


1
1+2π is


�


8.23 Ejemplo (La función de Laplace). Es la función dada por


g(t) = e−|t |


Para calcular su transformada de Fourier observamos que g(t) = f (t)+ f (−t) donde f es el
decaimiento exponencial truncado. Deducimos que:


ĝ(s) = f̂ (s)+ f̂ (−s) =
1


1+2π is
+


1
1−2π is


=
2


1+4π2s2


�


8.24 Ejemplo (La función gausiana unidad). Es la función definida por:


f (t) = e−π t2


Esta función tiene la notable propiedad de ser invariante para la transformada de Fourier: su
transformada de Fourier es ella misma. Para calcularla podemos usar el hecho de que f ′(t) =


−2πt f (t) y tomar transformadas de Fourier en ambos lados de esta igualdad con lo que, en
virtud de la propiedad de derivación, resulta:


2πis f̂ (s) =
1
i


f̂ ′(s)


Es decir
f̂ ′(s)+2πsf̂ (s) = 0


Deducimos de aquí que la función f̂ (s)eπs2
tiene derivada nula por lo que


f̂ (s) = f̂ (0)e−πs2
= e−πs2


= f (s)


Donde hemos usado el resultado bien conocido f̂ (0) =


∞w


−∞
e−π t2 dt = 1.


�
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8.5.3. Ejercicios


1. Supongamos que reproduces en un magnetofón una cinta a velocidad doble de la velo-
cidad a que se ha grabado. Interpreta lo que ocurre mediante la propiedad de cambio de
escala o dilatación de la transformada de Fourier.


2. Utilizando las propiedades de la transformada de Fourier, calcula, sin hacer integrales, la
transformada de Fourier de las siguientes funciones:


a) Πa(t) =


{
1, |t | < a/2
0, |t | > a/2


b) f (t) = Π
(
(t −b)/c


)
donde Π es la función “pulso rectangular”.


c) f (t) es una función escalonada f (t) =


m∑


k=1


akΠ
(


x−bn


cn


)
.


d) f (t) =







1, 0 < x < 1
2, 1 < x < 2
0, x < 0 o x > 2


e) f (t) =


{
cos(πt), |t | < a/2
0, |t | > a/2


f ) f (t) =
1√
2πσ


e−(t−µ)2/2σ2


g) f (t) = cos(2πβt)e−π(x/α)2


h) f (t) =
1


1+2πit


i) f (t) = 2t e−πt2


3. Calcula mediante integración la transformada de Fourier de la “función triángulo” defini-
da por:


Λ(t) =


{
1−|t | , |t | 6 1
0, |t | > 1


4. a) Supuesto conocida la transformada de Fourier de una señal f , calcula la transforma-
da de Fourier de la señal g(t) = f (t)cos(2πat).


b) Calcula la señal (en el dominio del tiempo) cuya transformada de Fourier tiene la
gráfica siguiente.


-6 -4 -2 2 4 6


1


8.6. Convolución y transformada de Fourier


Procesar una señal consiste en modificar sus componentes de frecuencia. Si la señal es
analógica y su transformada de Fourier es


f̂ (s) =
∣∣∣ f̂ (s)


∣∣∣ei ϑ(s)
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donde ϑ(s) = arg f̂ (s), podemos estar interesados en modificar las amplitud
∣∣∣ f̂ (s)


∣∣∣, o las fases


arg f̂ (s) correspondientes a cada frecuencia s, para obtener una nueva señal que podemos re-
presentar en la forma:


ρ(s)
∣∣∣ f̂ (s)


∣∣∣ei ϕ(s) ei ϑ(s)


donde la función ρ(s) > 0 da cuenta del cambio producido en la amplitud, y la función ei ϕ(s)


da cuenta del cambio producido en la fase. Esto nos lleva a considerar la función ρ(s)ei ϕ(s) y a
concluir que f̂ (s)ρ(s)ei ϕ(s) es la transformación más general que podemos hacer sobre nues-
tra señal modificando amplitudes y fases. Es natural interpretar la función ρ(s)ei ϕ(s) como la
transformada de Fourier de una señal analógica g(t), por tanto g(t) = F−1(ρ(s)ei ϕ(s))(t), y a pre-
guntarnos qué operación debemos hacer con las señales f (t) y g(t) para obtener una nueva
señal cuya transformada de Fourier sea precisamente ĝ(s) f̂ (s). Está claro que dicha operación
será el modelo más general del procesamiento de señales. Calculemos ĝ(s) f̂ (s).


ĝ(s) f̂ (s) =


∞w


−∞
g(t)e−2πi st dt


∞w


−∞
f (x)e−2πi sx dx =


∞w


−∞


[ ∞w


−∞
g(t)e−2πi st e−2πi sx dt


]
f (x)dx =


=


∞w


−∞


[ ∞w


−∞
g(t)e−2πi s(t+x) dt


]
f (x)dx =


∞w


−∞


[ ∞w


−∞
g(u−x) f (x)e−2πi su du


]
dx =


=


∞w


−∞


[ ∞w


−∞
f (x)g(u−x)e−2πi su dx


]
du =


∞w


−∞


[ ∞w


−∞
f (x)g(u−x)dx


]
e−2πi su du


Pero esto que hemos obtenido es justamente la transformada de Fourier de la función


h(u) =


∞w


−∞
f (x)g(u−x)dx


8.25 Definición. La convolución de dos señales f y g es la función


h(t) =


∞w


−∞
g(t −x) f (x)dx t∈R


dicha función se representará por f ∗g y se llama la convolución de f y g.


Deducimos de lo anterior el siguiente resultado que expresa que la convolución en el domi-
nio del tiempo se corresponde con la multiplicación en el dominio de la frecuencia.


8.26 Teorema (de convolución). F( f ∗g)(s) = Ff (s)Fg(s).


Teniendo en cuenta la simetría entre la transformada de Fourier y su inversa, también se
verifica la igualdad:


F
−1( f ∗g) = (F−1f )(F−1g)


y, lo que es más interesante:
F( f g) = Ff ∗Fg


es decir, la multiplicación en el dominio del tiempo se corresponde con la convolución en el
dominio de la frecuencia.
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8.6.1. ¿Qué es la convolución?


Es la segunda vez que aparece en este curso la operación de convolución. En la lección an-
terior vimos la convolución cíclica de dos señales periódicas discretas y ahora surge la convo-
lución de dos señales continuas no periódicas. Entre ambas hay ciertas analogías y ambas se
comportan igual respecto a las respectivas transformadas de Fourier discreta o continua. No
son estos los únicos tipos de convolución que se consideran. La convolución de funciones es
una herramienta muy versátil que tiene distintos significados en distintos campos y no admi-
te una interpretación única. Se trata de una operación que no es fácilmente visualizable y que
tiene cierta complicación: para calcular el valor de la convolución de dos funciones en un so-
lo punto hay que usar todos los valores de ambas funciones y realizar una integración. En la
figura 8.5 tienes un intento de visualización del cálculo de la convolución de la función pulso
rectangular, Π, consigo misma en el punto x = 0.75.


-2 -1 0.75 2 -2 -1 0.75 2


-2 -1 0.75 2 -2 -1 0.75 2


Figura 8.5: Gráficas de Π(x) (azul), Π(0.75−x) (verde), Π(x)Π(0.75−x) (azul), Π∗Π(x) (rojo). El punto azul es el valor
Π∗Π(0.55)


Observa que aunque la función pulso rectangular es discontinua en los puntos ±1/2su con-
volución es la función triángulo que es continua. Esta es una propiedad importante de la con-
volución: la convolución de dos funciones es una función al menos tan buena como la mejor de


ambas.


Podemos ver la convolución como una operación para promediar y suavizar una función
por medio de otra. Consideremos que g es una función positiva, concentrada cerca de 0, con
área total igual a 1:


∞w


−∞
g(x)dx = 1


Por ejemplo, g podría ser una campana de Gauss alta y estrecha centrada en 0. En tal caso, la
función x 7→ g(t−x) está concentrada cerca de t y sigue teniendo área total 1. La integral


∞w


−∞
g(t −x) f (x)dx


puede interpretarse como un promedio de los valores de f (x) cerca de x = t ponderado por
los valores de x 7→ g(t − x). Si nos movemos a otro punto t ′ cercano a t y calculamos el valor,
f ∗g(t ′), de la convolución en t ′, repetiremos la operación anterior, es decir, calcularemos una
media ponderada de los valores de f cerca de t ′ y dicha media incluirá, si t ′ está cerca de t,
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valores de f que ya se usaron en el anterior promedio. Por ello, cabe esperar que los valores de
la convolución f ∗g(t) y f ∗g(t ′) estén más próximos que f (t) y f (t ′). Es decir, f ∗g(t) suaviza f .


Por otra parte, este proceso de promediar y regularizar es lo que hacen los instrumentos de
medida. Por ejemplo, cuando usamos un termómetro para medir la temperatura en un punto
del espacio lo que estamos midiendo realmente es un promedio. Eso se debe a que el termóme-
tro no mide la temperatura solamente en un punto, sino que la información que proporciona
es realmente un promedio de las temperaturas en una pequeña región del espacio. La manera
de realizar este promedio depende de las características físicas del instrumento y dicho prome-
dio se realiza de igual forma en cualquier punto donde situemos el termómetro. De esta forma
se entiende que los datos que proporciona el termómetro son el resultado de una convolución
de la función temperatura con otra función, que podemos interpretar como una función de
densidad de probabilidad - una gausiana -, que es característica del instrumento concreto que
usemos. Cuanto más preciso sea el termómetro más alta y estrecha será esta gausiana y más
“concentrada” será la lectura que se realice.


Las razones anteriores explican por qué la convolución aparece en contextos tan diversos.
En algunas aplicaciones como, por ejemplo, en restauración de imágenes, lo que se quiere es
invertir el proceso antes descrito, es decir, se dispone de una señal f que está “contaminada”
por su convolución con otra señal g de manera que lo que nosotros recibimos es la señal h =


f ∗g. La señal g se interpreta como un “ruido” y pueden hacerse hipótesis sobre su naturaleza
para intentar separar la señal f del ruido g que la “contamina”. En estos casos lo que se quiere
es invertir un proceso de convolución.


Aquí puedes ver dos fotografías de una comadreja. La primera de ellas está “corrida” debido
a un pequeño movimiento de la cámara que tomó la foto. Esto es una convolución. La segunda
es el resultado de someter los datos de la foto a una de-convolución.
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8.6.1.1. Propiedades de la convolución


La operación de convolución se comporta de forma parecida a la multiplicación. Concreta-
mente, se verifican las siguientes propiedades:


Conmutativa. f ∗g = g∗ f .


Asociativa. ( f ∗g)∗h= f ∗ (g∗h).


Distributiva. ( f +g)∗h= f ∗h+g∗h.


La última propiedad es inmediata y las otras dos son consecuencia fácil del teorema de
convolución.


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático


Prof. Javier Pérez
Cálculo vectorial. Series de fourier. Variable compleja







Convolución y Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (LTI) 127


8.6.2. Convolución y Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (LTI)


Un sistema es cualquier proceso que transforma señales de entrada en señales de salida. En
términos matemáticos, podemos representar un sistema por un operador L que al actuar sobre
una señal x produce una señal y, lo que se escribe y = Lx.


Como puedes ver el concepto de “sistema” es muy general. Ejemplos de sistema son:


Los instrumentos que usamos para comunicarnos: teléfonos, radios, televisores, cámaras
fotográficas,... Todos ellos aceptan cierto tipo de señales de entrada y producen nuevas
señales de salida.


Todo proceso matemático en el que una función se transforme en otra. Por ejemplo, las
ecuaciones diferenciales, la convolución con una función dada.


Se distinguen distintos tipos de sistemas según el tipo de señal de entrada y de salida. Los más
interesantes para nosotros son:


Sistemas analógicos los que transforman señales analógicas en señales analógicas.


Sistemas discretos los que transforman señales discretas en señales discretas.


Para que un concepto tan general sea realmente útil hay que suponer que se cumplen ciertas
propiedades.


8.6.2.1. Propiedades de los sistemas


Linealidad. Se dice que un sistema L es lineal cuando es aditivo y homogéneo, es decir,
cualesquiera sean las señales de entrada x e y y los números α,β se verifica que:


L(αx+ βy) = αLx+ βLy


Esta propiedad suele llamarse principio de superposición.


Invariancia en el tiempo. Se dice que un sistema L es invariante en el tiempo si un ade-
lanto o retraso de la señal de entrada produce el mismo efecto en la señal de salida.


Representando por τax la señal (τax)(t) = x(t − a), la invariancia en el tiempo se expresa
por la igualdad:


L(τax) = τaLx


De manera más explícita, si es y(t) = (Lx)(t) la señal transformada de x y es
z(t) = (L(τax))(t) la señal transformada de τax, se verifica que z(t) = y(t −a).


Estabilidad. Se dice que un sistema L es estable cuando es lineal y continuo. Matemá-
ticamente esto se expresa por la igualdad (que en cada caso concreto debe dotarse de
significado matemático preciso):


L


( ∞∑


n=0


xn


)
=


∞∑


n=0


Lxn
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También suele expresarse la estabilidad por la condición de que el sistema transforme
señales acotadas (Bounded Inputs) en salidas acotadas (Bounded Outputs). A estos siste-
mas les llaman BIBO en los textos de procesamiento de señales.


Causalidad. Se dice que un sistema L es causal cuando se verifica que


u(t) = v(t) ∀t < t0 =⇒ (Lu)(t) = (Lv)(t) ∀t < t0


Dicho en términos familiares, un sistema es causal cuando su respuesta depende sola-
mente del pasado.


Un sistema LTI es un sistema lineal invariante en el tiempo.


Un filtro es un sistema LTI que además es estable.


Nuestro propósito es ver que los filtros lo que hacen es una convolución de la señal de entra-
da con una función que se llama la respuesta impulsiva del filtro. Consideremos primero filtros
discretos y después filtros analógicos.


8.6.2.2. Respuesta impulsiva de un filtro discreto


Representaremos las señales discretas por funciones definidas en Z con valores enC. Dadas
dos señales u,v : Z→ C se define su convolución como la señal zdada por


z(n) =


∞∑


k=−∞


u(k)v(n−k) (n∈Z)


supuesto, claro está, que dicha serie converge para todo n∈Z. La señal zse llama la convolución


de las señales u y v y se representa por u∗ v. Esta convolución de sucesiones tiene análogas
propiedades a la convolución de funciones por medio de una integral.


La señal δ : Z→ C definida por δ(n) = 0 para n, 0 y δ(0) = 1 se llama señal impulso unidad


o señal delta de Dirac discreta. Dada una señal discreta x : Z→ C, para todo n∈Z se verifica la
igualdad:


x(n) =


∞∑


k=−∞


x(k)δ(n−k)


pues dicha suma consta realmente de un único sumando no nulo que se obtiene para k = n.
Representaremos por δk la función δk(n) = δ(n− k), es decir, con la notación ya usada varias
veces, δk = τkδ. La igualdad anterior nos dice que la sucesión de funciones xN =


∑N
k=−N x(k)δk


converge puntualmente a la función x.


Supongamos ahora que L : X →Y un filtro donde X e Y son espacios vectoriales normados
de sucesiones y que se verifica que xN converge a x en la norma de X (es decir, ‖xN −x‖ → 0).
Entonces, la linealidad y continuidad de L permite escribir:


Lx = L


(
lı́m


N→∞


N∑


k=−N


x(k)δk


)
= lı́m


N→∞


N∑


k=−N


x(k)Lδk =


∞∑


k=−∞


x(k)Lδk
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Como L es invariante en el tiempo se verifica que Lδk = L(τkδ) = τk(Lδ). Poniendo y = Lx, y
llamando h = Lδ, la igualdad anterior nos dice que para todo n∈Z se verifica que:


y(n) =
∞∑


k=−∞


x(k)(τkh)(n) =
∞∑


k=−∞


x(k)h(n−k)


Es decir, y = x∗ h. En consecuencia, la función h, que es es la respuesta del filtro a la función
impulso unidad, caracteriza al filtro. Dicha función se llama la función respuesta impulsiva del
filtro.


8.6.2.3. Respuesta impulsiva de un filtro analógico


Para un filtro analógico se demuestra que hay una función h llamada la respuesta impulsiva


del filtro con la propiedad de que la respuesta, y(t), del filtro a una entrada x(t), viene dada por
la convolución


y(t) =


∞w


−∞
x(s)h(t −s)ds = (x∗h)(t)


Resulta así que todo filtro actúa por convolución.
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Funciones holomorfas. Integración en el campo complejo


9.1. Derivada de una función de variable compleja


En lo que sigue, representaremos por Ω un conjunto abierto en C. Se dice que una función
f : Ω → C es derivable en un punto a∈ A si existe el límite


lı́m
z→a


f (z)− f (a)


z−a
∈ C.


El valor de dicho límite se representa por f ′(a) y se llama derivada de f en el punto a.


La única novedad de la definición es que se está utilizando el producto complejo y eso,
como veremos, hace que la condición de derivabilidad en sentido complejo sea mucho más
fuerte que la derivabilidad para funciones reales.


Observa que hay una completa analogía formal entre el concepto de función derivable para
funciones de variable compleja y para funciones reales de una variable real. Por ello, las re-
glas de derivación conocidas para funciones de una variable real son también válidas, con las
mismas demostraciones, para funciones de variable compleja.


9.1 Proposición (Reglas de derivación). Sean dos funciones f ,g : Ω → C. Entonces:


En todo punto z∈Ω donde f y g sean derivables se verifica que las funciones f + gy f g son


derivables y


( f +g) ′(z) = f ′(z)+g′(z), ( f g) ′(z) = f ′(z)g(z)+ f (z)g′(z)


Si g(z), 0para todo z∈Ω entonces en todo punto z∈Ω donde f y g sean derivables se verifica


que la función f/g es derivable y


(
f
g


)′
(z) =


f ′(z)g(z)− f (z)g′(z)
(
g(z)


)2


130







Ecuaciones de Cauchy-Riemann 131


Regla de la cadena. Sean f : Ω→C y g : B→C tales que f (Ω)⊆B, y consideremos la función


compuesta h = g◦ f : Ω → C. Supongamos que f es derivable en z∈Ω y g es derivable en


w = f (z)∈B. entonces h es derivable en zy


h′(z) = g′( f (z)
)


f ′(z) = g′(w) f ′(z)


9.1.1. Ecuaciones de Cauchy-Riemann


El siguiente resultado pone de manifiesto que la derivabilidad compleja es mucho más res-
trictiva de lo que puede parecer a primera vista.


9.2 Teorema (Relación ente la derivabilidad compleja y la diferenciabilidad real). Sea Ω ⊂ C
un conjunto abierto, a un punto de Ω y f : Ω → C una función de Ω en C. Notemos a = α + i β,


u(x,y) = Re f (x+ iy), v(x,y) = Im f (x+ iy). Equivalen las siguientes afirmaciones:


i) f es derivable (en sentido complejo) en a = α+ i β.


ii) Las funciones u(x,y) = Re f (x+ iy), v(x,y) = Im f (x+ iy) son diferenciables en (α,β) y además


∂u
∂x


(α,β) =
∂v
∂y


(α,β)


∂u
∂y


(α,β) = −∂v
∂x


(α,β)







Ecuaciones de Cauchy–Riemann


En caso de que se cumplan i) y ii) se tiene


f ′(a) = f ′(α+ i β) =
∂u
∂x


(α,β)+ i
∂v
∂x


(α,β)


Este resultado explica porqué si defines, sin pensarlo mucho, una función compleja en la
forma f (x+ iy) = u(x,y)+ iv(x,y) lo más probable es que, a pesar de lo buenas que puedan ser las
funciones u y v, la función así definida no sea derivable. Pues las funciones u y v no tienen por
qué verificar las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Esto indica (aunque esta es una idea difícil
de precisar) que las funciones complejas derivables son “auténticas funciones complejas” en el
sentido de que si la función f (x+ iy) = u(x,y)+ iv(x,y) es derivable entonces la expresión u(x,y)+
iv(x,y) debe depender únicamente de la variable z. Los siguientes ejemplos son ilustrativos.


9.3 Ejemplos.


f (x+ iy) = x no es derivable en ningún punto.


f (z) = z|z|2 sólo es derivable en cero.


f (x+ iy) = ex(cosy+ i seny) es derivable en todo C y f ′(z) = f (z) para todo z∈C.


9.1.2. Propiedades de las funciones holomorfas


9.4 Definición. Sea Ω un abierto deC. Una función f : Ω →C se dice que es holomorfa en Ω si f
es derivable en todo punto de Ω. En tal caso la función definida para z∈Ω por z 7→ f ′(z) se llama
función derivada de f . Notaremos por H (Ω) el conjunto de todas las funciones holomorfas en
Ω. Las funciones holomorfas en todo el plano complejo se llaman funciones enteras.
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9.5 Ejemplos.


Las funciones polinómicas, es decir, las funciones de la forma


p(z) = c0 +c1z+c2z2 + · · ·+cnzn


donde ck∈C para 06 k6 n, son funciones enteras. La función derivada de p viene dada por


p′(z) = c1 +2c2z+3c3z2 + · · ·+ncnz
n−1 (z∈C)


Las funciones racionales, es decir, las funciones de la forma R(z) =
p(z)
q(z)


donde p(z) y


q(z) son funciones polinómicas, son holomorfas en su dominio natural de definición Ω =


{z∈C : q(z) , 0}. La función derivada de Rviene dada por


R′(z) =
p′(z)q(z)− p(z)q′(z)


q(z)2 (z∈Ω)


La función exponencial compleja, exp(z) = ez, es una función entera y exp′(z) = exp(z)
para todo z∈C.


La función logaritmo principal, logz, es una función holomorfa en el dominio Ω = C \
{x∈R : x6 0} y su derivada viene dada por


log ′(z) =
1
z


La función logz es discontinua en los puntos del eje real negativo porque en ellos el argu-
mento principal salta de −π a π.


9.6 Proposición. Una función holomorfa en un dominio cuya derivada es nula en todo punto


es constante.


9.7 Corolario. Si dos funciones holomorfas tienen la misma derivada sobre un dominio y coin-


ciden en un punto son iguales.


La siguiente proposición vuelve a poner de manifiesto que la condición de que una función
sea holomorfa es mucho más restrictiva que la derivabilidad real.


9.8 Proposición. Sea Ω un dominio y f ∈ H (Ω). Equivalen las siguientes afirmaciones:


(I) Re f es constante en Ω


(II) Im f es constante en Ω


(III) La función compleja conjugada de f , f̄ , es holomorfa en Ω


(IV) f es constante en Ω


(V) | f | es constante en Ω


Observa que estas propiedades de las funciones holomorfas están muy lejos de ser ciertas
para funciones reales diferenciables. Por ejemplo, dada una función de R2 en R2 diferenciable
que no se anule nunca, dividiéndola por su norma obtenemos una función diferenciable cuyo
módulo (norma euclídea) es constante.
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9.2. Series de potencias complejas


Dada una sucesión de números complejos {cn}n∈No y un número a∈ C, la sucesión
{


c0 +c1(z−a)+c2(z−a)2+ · · ·+cn(z−a)n}


se representa por
∑


n>0


cn(z− a)n y se llama serie de potencias centrada en a. La sucesión {cn}


recibe el nombre de sucesión de coeficientes de la serie.


9.9 Lema. Supongamos un número positivo ρ > 0 tal que la serie
∑


n>0


|cn|ρn sea convergente. En-


tonces se verifica que la serie
∑


n>0


cn(z−a)n converge absolutamente en el disco D(a,ρ).


Dada una serie de potencias
∑


n>0


cn(z−a)n puede ocurrir:


1) La serie solamente converge para z = a. En este caso se dice que la serie de potencias es
trivial.


2) La serie converge absolutamente para todo z∈C.


3) Hay un número 0< R< +∞ tal que la serie converge absolutamente en D(a,R) y no converge
para |z−a| > R. El disco D(a,R) se llama disco de convergencia de la serie.


Al número R se le llama radio de convergencia de la serie. En el caso 1) convenimos en que
R= 0 y en el caso 2) R= +∞.


Dada una serie de potencias no trivial, llamaremos dominio de convergencia de la serie al
conjunto


Ω = C si R= +∞


Ω = D(a,R) si R∈R+


Para obtener el radio de convergencia de una serie de potencias de forma práctica podemos
aplicar alguno de los criterios siguientes.


9.10 Teorema (Criterio del cociente o de D’Alembert). Dada una sucesión de números comple-


jos {cn} supuesto que


cn , 0 para todo n a partir de un índice en adelante, y que


|cn+1|
|cn|


−→ L ∈ R+
0 ∪{+∞}


entonces R= 1/L con los convenios: R= 0 si L = +∞ y R= +∞ si L = 0.


Demostración. Para obtener este resultado basta aplicar el criterio del cociente a la serie
∑


n>0


|cn(z−a)n|.


Tenemos ∣∣cn+1(z−a)n+1
∣∣


|cn(z−a)n| =
|cn+1|
|cn|


|z−a| −→ L |z−a|


Deducimos que:
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Si L |z−a| < 1 la serie converge.


Si L |z−a| > 1 la serie no converge.


y concluimos que R= 1/L con los convenios anteriores. X


De forma análoga se obtiene el siguiente resultado.


9.11 Teorema (Criterio de la raíz o de Cauchy). Si { n
√
|cn|} → L ∈ R+


0 ∪{+∞} entonces R= 1/L
con los mismos convenios anteriores.


El siguiente lema es muy útil para calcular la suma de algunas series.


9.12 Lema (de Abel). Supongamos que la serie
∑


n>0


cnzn converge en un punto z0 de la frontera de


su disco de convergencia. Entonces se verifica que:


lı́m
r→1


0<r<1


∞∑


n=0


cn(r z0)
n =


∞∑


n=0


cnzn
0


9.13 Teorema (de derivación de una serie de potencias). Sea aun número complejo,
∑


n>0


cn(z−a)n


una serie de potencias no trivial y Ω su dominio de convergencia. Sea f : Ω → C la función suma


de la serie, esto es,


f (z) =


∞∑


n=0


cn(z−a)n z∈ Ω


Entonces f es indefinidamente derivable en Ω y para cada k∈N su derivada k-ésima se obtiene


derivando k veces la serie término a término, esto es:


f (k)(z) =
∞∑


n=k


n(n−1) · · ·(n−k+1)cn(z−a)n−k z∈Ω


En particular f (k)(a) = k! ck o, lo que es lo mismo


ck =
f (k)(a)


k!
para todo k∈N∪{0}


9.14 Definición. Sea f una función indefinidamente derivable en un abierto Ω ⊂ C y sea a∈Ω.
La serie de potencias


∑


n>0


f (n)(a)


n!
(z−a)n


se llama serie de Taylor de f en el punto a.


9.15 Corolario. Las únicas series de potencias no triviales son series de Taylor (de su función


suma).


El siguiente resultado es uno de los resultados más sorprendentes de la teoría de funciones
holomorfas. Para que comprendas bien su alcance conviene que tengas en cuenta los siguien-
tes ejemplos.
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Una función real derivable una vez pero no dos veces derivable.


Sea f : R→ R la función dada por:


f (x) =


{
−x2/2 si x < 0


x2/2 si x> 0


La función f es derivable y su derivada viene dada por:


f ′(x) =


{
−x si x < 0


x si x> 0


Es decir, f ′(x) = |x|, que no es derivable en x = 0.


Una función real indefinidamente derivable cuya serie de Taylor en un punto no converge
a la función.


Sea f : R→ R la función dada por:


f (x) =


{
exp(−1/x2) si x < 0


0 si x> 0


La función f es indefinidamente derivable y sus derivadas en x = 0 son todas nulas,
f (n)(0) = 0 para todo n∈N. Por tanto la serie de Taylor de f en x = 0 es la serie nula. Sin
embargo f no es nula en ningún intervalo abierto que contenga a 0.


El siguiente resultado nos dice que para funciones complejas derivables estas situaciones
no se pueden dar.


9.16 Teorema (Teorema de Taylor). Sea Ω ⊂ C un abierto y f : Ω → C una función derivable


(holomorfa) en Ω. Entonces se verifica que:


a) f es indefinidamente derivable en Ω;


b) Para cada punto a∈Ω la serie de Taylor de f en a converge por lo menos en el disco más


grande centrado en a y contenido en Ω y su suma en dicho disco es igual a f . Es decir


f (z) =


∞∑


n=0


f (n)(a)


n!
(z−a)n para todo z∈D(a, r) ⊂ Ω


Este resultado pone de manifiesto la gran diferencia que hay entre la derivabilidad en el
campo real y en el campo complejo.


Del teorema de Taylor puede deducirse el siguiente útil resultado.


9.17 Lema (Lema de Riemann). Si una función compleja es continua en un abierto y sabemos


que es derivable en todos los puntos de dicho abierto excepto en un conjunto finito de puntos (en


los que sólo sabemos que es continua) entonces se verifica que dicha función es derivable en todos


los puntos del abierto.
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9.2.1. Ejercicios


1. Estudia la convergencia de las siguientes series de potencias.


a)
∑


n>1


zn


n!
b)
∑


n>1


(n+1)n


nn+1 zn c)
∑


n>1


nαzn


d)
∑


n>1


nn


n!
zn e)


∑


n>1


3 ·5· · ·(3n+1)


5 ·10· · ·5n
zn f)


∑


n>1


zn


1+1/2+ · · ·+1/n


Estudia en los casos c)y f), el comportamiento de la serie en los puntos de la circunferencia
unidad.


2. Expresa
1
z


como suma de una serie de potencias centrada en un punto a , 0 e indica en


dónde es válida dicha igualdad.


3. Expresa
1


(1−z)3 como suma de una serie de potencias.


4. Sea la serie de potencias
∑


n>0


(
(−1)n


(n+1)2n −
n
3n


)
zn. Calcula su dominio de convergencia y su


suma.


5. Prueba que


log(1+z) =


∞∑


n=1


(−1)n+1


n
zn ∀z∈ D(0,1)


a) Deduce que para todo θ ∈]−π,π[ se tiene:


∞∑


n=1


(−1)n+1


n
cos(nθ) = log


(
2cos


θ
2


)
;


∞∑


n=1


(−1)n+1


n
sen(nθ) =


θ
2


.


b) Cambiando zpor −z, deduce que para todo θ ∈]0,2π[ se tiene:


∞∑


n=1


cos(nθ)


n
= − log


(
2 sen


θ
2


)
;


∞∑


n=1


sen(nθ)


n
=


π−θ
2


.


6. Dada la serie de potencias
∑


n>1


(
n2+


1
n


)
(z−1)n


Calcula su radio de convergencia y su suma.


7. Calcula el desarrollo de Taylor en a = 0 de la función


f (z) =
z2−3z+1
z2−5z+6


e indica su dominio de convergencia.


Sugerencia. Usa la descomposición en fracciones simples.


8. Sea la serie de potencias
∑


n>0


(2n+1−n)zn. Calcula su dominio de convergencia y su suma.
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9.3. Integración en el campo complejo


Una curva en C no es más que una curva en R2 cuando los vectores de R2 los vemos como
números complejos. Concretamente, una curva en C es una aplicación continua γ : [a,b] → C.
Dicha función será de la forma γ(t) = x(t)+ iy(t). Hay que distinguir entre la curva y su imagen


(también llamada traza o soporte), que notaremos por γmb∗ = γ([a,b]). Al punto γ(a) se le llama
punto inicial de la curva γ y a γ(b) punto final. Ambos reciben el nombre de extremos de la


curva.


Se dice que γ es una curva cerrada cuando sus extremos coinciden, esto es, γ(a) = γ(b).


Diremos que una curva es regular si la aplicación que la define es derivable con derivada
continua, esto es, es de clase C 1.


9.18 Definición (Curvas regulares a trozos o caminos). Una curva γ : [a,b] → C es regular a
trozos, y la llamaremos un camino, si hay una partición de [a,b], a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b


de manera que γ |[tk−1,tk] es regular para 16 k6 n.


9.19 Definición. Sea γ : [a,b]→ C un camino y f : γ∗ → C una aplicación continua. Definimos la
integral de f a lo largo del camino γ como el número complejo


w


γ
f (z)dz =


bw


a


f
(
γ(t)


)
γ ′(t)dt


Pongamos f (z) = f (x+ iy) = u(x,y)+ iv(x,y) y γ(t) = x(t)+ iy(t) donde a6 t 6 b. Tenemos que


w


γ
f (z)dz =


bw


a


f
(
γ(t)


)
γ ′(t)dt =


bw


a


(
u
(
x(t),y(t)


)
+ iv


(
x(t),y(t)


))(
x′(t)+ iy ′(t)


)
dt =


=


bw


a


(
u
(
x(t),y(t)


)
x′(t)−v


(
x(t),y(t)


)
y′(t)


)
dt + i


bw


a


(
u
(
x(t),y(t)


)
y′(t)+v


(
x(t),y(t)


)
x′(t)


)
dt =


=
w


γ
u(x,y)dx−v(x,y)dy + i


w


γ
v(x,y)dx +u(x,y)dy =


w


γ
F.dr + i


w


γ
G.dr (9.1)


Donde las dos últimas integrales son las integrales de línea (en el sentido real que ya conoce-
mos) de los campos vectoriales de dos variables F(x,y)=


(
u(x,y),−v(x,y)


)
, G(x,y)=


(
v(x,y),u(x,y)


)


a lo largo del camino γ(t) = (x(t),y(t)). Por tanto, calcular una integral de línea compleja equi-
vale a calcular dos integrales de línea reales. En consecuencia, las integrales de línea complejas
se comportan como las integrales de línea de campos vectoriales en R2.


La siguiente acotación básica es muy útil.


9.20 Proposición (Acotación básica).
∣∣∣∣
w


γ
f (z)dz


∣∣∣∣ 6máx{| f (z)| : z∈ γ∗}ℓ(γ)


Donde hemos representado por ℓ(γ) la longitud de γ.
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9.3.1. Existencia de primitivas


9.21 Definición. Dada una función f : Ω → C, se dice que F es una primitiva de f en Ω, si F es
holomorfa en Ω, y F ′(z) = f (z) para todo z∈Ω.


Observaciones


� Recuerda que, como consecuencia del Teorema Fundamental del Cálculo, toda función real
continua en un intervalo tiene primitivas. La cosa es completamente diferente para funciones
complejas. Una condición necesaria que tiene que cumplir una función compleja f : Ω → C para


tener primitivas es que sea holomorfa. Pues si F es una primitiva de f en Ω, entonces F ′ = f


en Ω, y sabemos, por el teorema de Taylor, que toda función holomorfa es indefinidamente
derivable, luego F ′ = f es derivable, esto es, f es holomorfa en Ω. Pero esta condición necesaria


no es suficiente como enseguida veremos.


Un caso fácil en el que puede asegurarse la existencia de primitivas es el siguiente.


9.22 Proposición. La función suma de una serie de potencias no trivial tiene primitivas en el


dominio de convergencia de la serie.


Demostración. Supongamos que
∑


n>0cn(z− a)n es una serie de potencias no trivial. Sea Ω su


dominio de convergencia y para z∈ Ω sea ϕ(z) =
∞∑


n=0


cn(z−a)n la función suma. El teorema de


derivación de series de potencias nos dice que la función F(z) =
∑∞


n=0
cn


n+1
(z− a)n+1 es una


primitiva de ϕ en Ω. X


Como consecuencia de este resultado y del teorema de Taylor deducimos el siguiente resul-
tado.


9.23 Corolario. Toda función holomorfa en un abierto Ω tiene primitivas en cualquier disco


contenido en Ω.


El cálculo de una integral curvilínea es inmediato si se conoce una primitiva de la función
que integramos.


9.24 Teorema (Regla de Barrow para integrales curvilíneas). Sea Ω⊂Cun abierto, f una función


continua en Ω y supongamos que hay una función F ∈ H (Ω) tal que F ′(z) = f (z) para todo z∈ Ω.


Sea γ : [a,b] → C un camino en Ω (esto es, γ∗ ⊂ Ω), entonces
w


γ
f (z)dz = F


(
γ(b)


)
−F


(
γ(a)


)


Demostración. No es restrictivo suponer que γ tiene derivada continua en [a,b]. Por la regal de
la cadena tenemos que para todo t∈ [a,b] se verifica


(F ◦ γ)′(t) = F ′(γ(t)
)
γ ′(t) = f


(
γ(t)


)
γ ′(t)


Luego, por la regla de Barrow para funciones de variable real, tenemos


w


γ
f (z)dz =


bw


a


f
(
γ(t)


)
γ ′(t)dt = F


(
γ(b)


)
−F


(
γ(a)


)
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como pretendíamos demostrar. X


Deducimos de aquí otra condición necesaria para la existencia de primitivas.


9.25 Corolario (Condición necesaria para la existencia de primitivas). Si una función continua


f en un abierto Ω admite una primitiva en Ω, entonces la integral curvilínea de f es la misma


para todos los caminos en Ω que tienen los mismos puntos inicial y final. En particular, para todo


camino cerrado γ en Ω se verifica que
r


γ f (w) dw= 0.


9.26 Ejemplo. Sea f (z) =
1
z


para z∈ C∗. Tenemos que


w


C(0,1)


f (z)dz =


πw


−π


1
ei t i eit dt = 2πi , 0


luego f no tiene primitiva en C∗.


Observa que f es una función holomorfa en el dominio C∗. �


El anterior corolario nos dio una condición necesaria para la existencia de primitiva de una
función. Esta condición es también suficiente.


9.27 Teorema (Caracterización de existencia de primitivas). Sea f una función continua en un


abierto Ω. Equivalen las siguientes afirmaciones:


a) f tiene primitivas en Ω.


b) La integral de f sobre todo camino cerrado en Ω es nula.


Este resultado recuerda a la caracterización de los campos vectoriales conservativos. Aca-
bamos de ver que el hecho de que una función sea holomorfa en un dominio no garantiza que
dicha función tenga primitivas en dicho dominio. La situación aquí es muy parecida a lo que
ocurría con los campos vectoriales localmente conservativos. De hecho, tenemos el siguiente
resultado.


9.28 Proposición. Sea f : Ω → C holomorfa en Ω. Pongamos f (x+ iy) = u(x,y)+ iv(x,y), y sean


F(x,y) =
(
u(x,y),−v(x,y)


)
, G(x,y) =


(
v(x,y),u(x,y)


)
. Entonces se verifica que los campos vectoriales


F y G son localmente conservativos en Ω.


Demostración. Basta tener en cuenta las ecuaciones de Cauchy–Riemann:


∂u
∂x


(x,y) =
∂v
∂y


(x,y) − ∂v
∂x


(x,y) =
∂u
∂y


(x,y) (x,y)∈Ω (9.2)


La primera de ellas nos dice que G es localmente conservativo, y la segunda nos dice que F es
localmente conservativo en Ω. X


El siguiente resultado deja ya claras las cosas.


9.29 Teorema. Toda función holomorfa en un dominio simplemente conexo tiene primitivas en


dicho dominio.
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Demostración. Sea Ω un dominio simplemente conexo en C. Intuitivamente, Ω es un dominio
“sin agujeros”. Sea f ∈H (Ω), f (x+ iy) = u(x,y) + iv(x,y), y sea γ un camino de Jordan cerrado
contenido en Ω. Por ser Ω simplemente conexo, la región interior del camino γ queda dentro
de Ω. Llamemos D a dicha región. En esta situación, podemos aplicar el teorema de Green a
los campos vectoriales F(x,y) =


(
u(x,y),−v(x,y)


)
, G(x,y) =


(
v(x,y),u(x,y)


)
(pues tiene derivadas


parciales continuas en un abierto que contiene a D∪ γ∗) y, teniendo en cuenta las condiciones
de Cauchy–Riemann (9.2), obtenemos que


w


γ
F.dr =


"
D


(
−∂v


∂x
(x,y)− ∂u


∂y
(x,y)


)
d(x,y) = 0


w


γ
G.dr =


"
D


(
∂u
∂x


(x,y)− ∂v
∂y


(x,y)


)
d(x,y) = 0


Teniendo en cuenta la definición de integral de línea compleja (9.1), se sigue que
r


γ f (z)dz = 0.


Podemos ahora aplicar el teorema (9.27) que nos dice que f tiene primitivas en Ω. X


Este resultado nos dice que si Ω es un dominio simplemente conexo, entonces se verifica
que w


γ
f (z)dz = 0


para toda función f ∈H (Ω) y para todo camino cerrado γ en Ω.


9.3.2. Índice de un punto respecto a un camino cerrado


Vamos a cambiar ahora el punto de vista y, en vez de fijarnos en el dominio Ω, vamos a
fijarnos en el camino γ.


Problema. Sea Ω un abierto cualquiera enC. ¿Qué condiciones debe verificar un camino cerrado


γ en Ω para que la integral de toda función holomorfa en Ω sobre dicho camino γ sea nula?


Por ejemplo si Ω =C∗, y γ =C(0,1) (la circunferencia unidad), entonces γ es un camino en Ω,
la función f (z) = 1/zes holomorfa en Ω, y


r
γ f (z)dz = 2πi , 0. Por tanto este camino no satisface


lo que queremos. Observa que este camino rodea un punto (el origen) que está fuera de Ω.


Veamos que el problema que hemos planteado tiene mucho interés. Supongamos que γ
es un camino cerrado en un abierto Ω y se verifica que


w


γ
f (z)dz = 0 para cualquier función f


holomorfa en Ω . Sea f una función holomorfa en Ω y elijamos un punto z∈ Ω por el que no
pasa el camino γ, esto es z< γ∗. Dicho punto estará fijo en lo que sigue. La aplicación h : Ω → C
dada por


h(w) =







f (w)− f (z)
w−z


w, z


f ′(z) w = z


es holomorfa en Ω (pues es continua en Ω y holomorfa en Ω\{z} por lo que el lema de Riemann
(9.17) nos asegura que es holomorfa en todo Ω) y deberá ser


w


γ
h(w)dw = 0. Tenemos así que


0 =
w


γ
h(w)dw =


w


γ


f (w)− f (z)
w−z


dw =
w


γ


f (w)


w−z
dw− f (z)


w


γ


1
w−z


dw
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de donde


f (z)
w


γ


1
w−z


dw =
w


γ


f (w)


w−z
dw (z∈Ω\ γ∗) (9.3)


Observa que esta es una fórmula de representación pues permite calcular los valores de f en
puntos z∈Ω \ γ∗ conocidos los valores de f sobre el camino γ∗. Dicha fórmula nos dice que
los valores de una función holomorfa en un dominio están determinados de manera única
en cuanto que los conozcamos sobre los puntos de una curva. Claro está, que para que esta
fórmula sea eficaz debemos saber lo que significa la integral


w


γ


1
w−z


dw


De hecho, nuestro próximo objetivo es calcular esta integral.


9.30 Proposición. Sea γ : [a,b] → C un camino cerrado en C, para cada punto z∈C por el que no


pasa el camino γ, esto es z< γ∗, definimos


F(z) =
1


2π i


w


γ


1
w−z


dw (z∈C\ γ∗) (9.4)


Entonces se verifica que F(z) es un número entero.


Demostración. Llamemos σ(t) = γ(t)−zal camino trasladado de γ. Tenemos que


F(z) =
1


2π i


w


γ


1
w−z


dw =
1


2π i


w


σ


1
w


dw =
1


2π i


bw


a


σ ′(t)
σ(t)


dt


Observa que σ(t) , 0 para todo t ∈ [a,b]. No es restrictivo suponer que γ, y por tanto también σ,
tiene derivada continua en [a,b]. Haciendo el cociente indicado, podremos escribir


σ ′(t)
σ(t)


= α(t)+ iβ(t)


donde α y β serán funciones continuas reales en [a,b]. Sabemos que una función real continua
e un intervalo tiene primitivas. Sean A(t), B(t) primitivas de α y β en [a,b]. Definamos h(t) =


A(t)+ iB(t). Tenemos que


h′(t) = A′(t)+ iB ′(t) = α(t)+ iβ(t) =
σ ′(t)
σ(t)


Es decir, h(t) es una primitiva de la función que integramos, por lo que


F(z) =
1


2π i


bw


a


σ ′(t)
σ(t)


dt =
h(b)−h(a)


2π i
(9.5)


Calculemos h(b)−h(a). Tenemos que


d
dt


(
e−h(t) σ(t)


)
= e−h(t)(−h′(t)σ(t)+ σ ′(t)


)
= e−h(t)


(
−σ ′(t)


σ(t)
σ(t)+ σ ′(t)


)
= 0


Deducimos que e−h(t) σ(t) = e−h(a) σ(a) para todo t ∈ [a,b]. Como h está determinada salvo una
constante aditiva, podemos suponer que e−h(a) σ(a) = 1. Hemos obtenido que


σ(t) = e−h(t) t∈ [a,b]
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Esto nos dice que h(t) es un logaritmo de σ(t) y, por tanto, tiene que ser de la forma h(t) =


log(|σ(t)|) + i θ(t), donde θ(t) es un argumento de σ(t), θ(t)∈Arg(σ(t)). Además como h es de-
rivable, las funciones log(|σ(t)|) y θ(t) han de ser derivables y, por tanto, continuas. Resulta así
que


h(b)−h(a) = log(|σ(b)|)+ iθ(b)− log(|σ(a)|)+ iθ(a) = i(θ(b)−θ(a))


Donde hemos tenido en cuenta que, al ser la curva γ cerrada, σ(a) = γ(a)−z= γ(b)−z= σ(b). Co-
mo θ(a) y θ(b) son dos argumentos de un mismo número complejo (σ(a)= σ(b)), deben diferen-
ciarse en un múltiplo entero de 2π, luego tiene que haber un entero k∈Z tal que θ(b)−θ(a)= 2kπ.
Con ello tenemos que h(b) − h(a) = 2kπ i. Finalmente, de (9.5), obtenemos que
F(z) = k∈Z. X


z


0


γ


σ


¿Qué representa el valor del entero dado por (9.4)? Observa que en la demostración anterior
hemos obtenido que


F(z) =
θ(b)−θ(a)


2π
La función θ(t)∈Arg(σ(t)) es un argumento que varía de forma continua cuando recorremos los


puntos de la curva σ(t). Cada vez que damos una vuelta completa el argumento aumenta 2π, por


tanto
θ(b)−θ(a)


2π
es igual al número de veces que la curva σ rodea al origen y, como, σ(t) = γ(t)−z,


es igual también al número de veces que la curva γ rodea al punto z. Dicho número se llama
índice de zrespecto a γ y se representa por Indγ(z). En resumen, la integral


Indγ(z) =
1


2π i


w


γ


1
w−z


dw (9.6)


es un número entero que es igual al número de veces que la curva γ rodea al punto z.


Ya puedes adivinar que la integral que figura en (9.6) no hace falta calcularla porque, en la
práctica, siempre integramos sobre curvas sencillas y sabemos cuántas veces rodean a cada
punto del plano.


9.3.3. Cadenas


En lo que sigue nos va a interesar integrar en varios caminos al mismo tiempo por lo que
es conveniente introducir la terminología de “cadenas”. Una cadena es una suma formal finita
de caminos, Γ = γ1 + γ2 + · · ·+ γn. El símbolo “+” que hemos escrito en la expresión anterior no
representa a la suma de funciones ni a la yuxtaposición de caminos, es una manera de decir
que la cadena Γ está formada por varios caminos. Por ejemplo podemos considerar la cadena


Γ = C(0,1)+C(i,2)−2C(1+ i,1/2)
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que está formada por tres circunferencias, la última de ellas considerada dos veces y recorrida
en sentido contrario.


Por definición, para integrar una función sobre una cadena se integra la función sobre cada
uno de los caminos que forman la cadena y se suman dichas integrales.


w


Γ


f (z)dz =


n∑


j=1


w


γ j


f (z)dz


Dadas dos cadenas Γ y Σ = σ1 + · · ·+ σm entonces su suma es otra cadena compuesta por todos
los caminos que forman Γ y todos los que forman Σ,


Γ+ Σ = γ1 + · · ·+ γn + σ1+ · · ·+ σm


Evidentemente se cumple w


Γ+Σ


f (z)dz =
w


Γ


f (z)dz+
w


Σ


f (z)dz


Como caso particular de cadenas tenemos los ciclos. Un ciclo es una cadena formada por ca-
minos cerrados. En el ejemplo anterior Γ era un ciclo pues estaba formado por circunferencias.


Si Γ es un ciclo se define el índice de un punto z< Γ∗ respecto a Γ como la suma de los índices
del punto zrespecto a cada uno de los caminos cerrados que forman el ciclo.


IndΓ(z) =
n∑


j=1


Indγ j (z)


9.31 Definición. Dado un abierto Ω ⊂ C y un ciclo Γ en Ω, diremos que Γ es nulhomólogo
respecto de Ω si el índice de Γ con respecto a todo punto que no esté en Ω es cero:


IndΓ(z) = 0 para todo z∈ C\Ω


9.4. Teorema de Cauchy y fórmula de Cauchy


Pero volvamos a nuestro problema. Supongamos que γ es un camino cerrado en un abierto
Ω y se verifica que


w


γ
f (z)dz = 0 para cualquier función f holomorfa en Ω . Entonces si z es un


punto que no está en Ω, como la función w 7→ 1
w−z


es holomorfa en Ω, deberá cumplirse que


w


γ


1
w−z


dw = 0


Es decir, Indγ(z) = 0 para todo z < Ω. En otros términos, el camino cerrado γ no puede rodear
a ningún punto fuera de Ω. Dicho de otra forma γ debe ser nulhomólogo respecto a Ω. Esta
condición necesaria resulta ser también suficiente.


9.32 Teorema (Teorema de Cauchy y Fórmula Integral de Cauchy). Sea Ω un abierto en C, Γ un


ciclo en Ω nulhomólogo respecto de Ω. Entonces para toda función holomorfa, f , en Ω se verifica:


I)
w


Γ


f (z)dz = 0
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II) f (z) IndΓ(z) =
1


2πi


w


Γ


f (w)


w−z
dw, para todo z∈ Ω\Γ∗ (fórmula de Cauchy)


III) f (k)(z) IndΓ(z) =
k!
2πi


w


Γ


f (w)


(w−z)k+1 dw, para todo z∈ Ω\Γ∗ y para todo k∈N (fórmula de Cau-


chy para las derivadas)


9.33 Corolario. Sea Ω un abierto en C, f ∈H (Ω) y supongamos que D̄(a,R) ⊂ Ω. Entonces para


todo z∈D(a,R) y para todo k∈N se verifica que


I) f (z) =
1


2π i


w


C(a,R)


f (w)


w−z
dw (Fórmula de Cauchy para una circunferencia)


II) f (k)(z) =
k!
2πi


w


C(a,R)


f (w)


(w−z)k+1 dw


El siguiente resultado establece una relación entre dominios simplemente conexos y cami-
nos cerrados.


9.34 Teorema. Un dominio Ω es simplemente conexo si y sólo si todo camino cerrado en Ω es


nulhomólogo respecto de Ω.


Es cómodo introducir la siguiente terminología.


9.35 Definición. Dos ciclos Γ, Σ en un abierto Ω se dicen homológicamente equivalentes res-
pecto de Ω si se verifica que


IndΓ(z) = IndΣ(z) para todo z∈C\Ω


El teorema de Cauchy afirma que si Γ, Σ son ciclos en un abierto Ω homológicamente equi-
valentes respecto de Ω, entonces


w


Γ


f (z)dz =
w


Σ


f (z)dz para toda función f ∈H (Ω). Este teorema


permite reducir el cálculo de integrales de funciones holomorfas sobre caminos cerrados al
cálculo de integrales sobre circunferencias.


El siguiente ejemplo es ilustrativo de esto. Sea el abierto Ω el plano complejo C al que le
hemos quitado tres puntos a, b y c. Pretendemos calcular la integral de una función holomorfa
en Ω a lo largo del camino Γ que se presenta en la figura 9.1


a


b


c


Γ


Figura 9.1: Un camino complicado
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Teniendo en cuenta que el índice de los puntos a, b y c respecto de Γ es el número de veces
que Γ los rodea (teniendo en cuenta que el sentido es positivo si los rodea en sentido contrario
al de las agujas del reloj), a la vista de la figura tenemos:


IndΓ(a) = 1, IndΓ(b) = 2, IndΓ(c) = −1


Consideremos las circunferencias C(a,ρ), C(b,ρ) y C(c,ρ) que se presentan en la figura y
formemos el ciclo


Σ = C(a,ρ)+2C(b,ρ)−C(c,ρ)


El ciclo Σ es homológicamente equivalente al ciclo Γ respecto de Ω. El teorema de Cauchy nos
dice que en estas condiciones para cualquier función holomorfa en Ω, f , se cumple que


w


Γ


f (z)dz =
w


Σ


f (z)dz =
w


C(a,ρ)


f (z)dz +2
w


C(b,ρ)


f (z)dz−
w


C(c,ρ)


f (z)dz


De esta forma hemos reducido el cálculo de la integral de cualquier función holomorfa sobre
el camino Γ a tres integrales sobre circunferencias. Observa que podemos tomar los radios de
estas circunferencias arbitrariamente pequeños. Esto nos dice que la integral


w


Γ


f (z)dz va a de-


pender solamente del comportamiento de f en los puntos a, b, y c.


9.4.1. Singularidades aisladas. Teorema de los residuos


9.4.1.1. Singularidades aisladas


Sea Ω un abierto en C, a un punto de Ω y sea f una función holomorfa en Ω\ {a} (el abierto
Ω puede muy bien ser un disco abierto centrado en a). En esta situación se dice que el punto a


es una singularidad aislada de f . Pueden ocurrir los siguientes casos:


Existe lı́m
z→a


f (z) = w∈C. En tal caso, definiendo f (a) = w tenemos, en virtud del lema de


Riemann, que f es holomorfa en Ω. Se dice que a es un punto regular de f o que a es una
singularidad evitable de f .


Existe lı́m
z→a


f (z) = ∞. En tal caso se dice que a es un polo de f .


No existe el límite de f en a. Se dice entonces que a es una singularidad esencial de f .


9.36 Definición. Sea Ω un abierto en C, a un punto de Ω y sea f una función holomorfa en
Ω\ {a}. Supongamos que D̄(a, r) ⊂ Ω. Se define el residuo de f en a como


Res( f (z),a) =
1


2π i


w


C(a,r)


f (z)dz


Observa que la integral en esta definición no depende de r pues si consideras otro disco D̄(a,s)⊂
Ω, el ciclo Γ = C(a, r)−C(a,s) es nulhomólogo respecto de Ω \ {a} y, como f es una función
holomorfa en Ω \ {a}, el teorema de Cauchy nos dice que


w


Γ


f (z)dz = 0, es decir,
w


C(a,r)


f (z)dz =


w


C(a,s)


f (z)dz.
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9.37 Teorema (de los residuos). Sean Ω ⊂ C un abierto, S= {a1,a2, . . . ,aq} un conjunto finito de


puntos en Ω y sea f una función holomorfa en Ω\S. Si Γ es un ciclo en Ω nulhomólogo respecto


de Ω entonces w


Γ


f (z)dz = 2π i
q∑


j=1


Res( f (z);a j ) IndΓ(a j)


Idea de la demostración. Tomamos ρ > 0 de forma que D̄(ak,ρ) ⊆ Ω y D̄(ak,ρ)∩A = {ak} para
k = 1, . . . ,q. Para cada k llamamos mk = IndΓ(ak) y γk = mkC(ak,ρ). Construimos el ciclo


Σ =
k∑


j=1


γ j


Es fácil probar que el ciclo Γ−Σ es nulhomólogo respecto del abierto Ω \S. En consecuencia,
podemos aplicar el teorema general de Cauchy a dicho abierto para el ciclo Γ−Σ y la función f


obteniendo que
0 =


w


Γ−Σ


f (z)dz =
w


Γ


f (z)dz−
w


Σ


f (z)dz


despejando obtenemos


w


Γ


f (z)dz =
w


Σ


f (z)dz =


q∑


j=1


w


γ j


f (z)dz =


=


q∑


j=1


mj


w


C(a j ,ρ)


f (z)dz = 2πi
q∑


j=1


IndΓ(a j)Res( f (z);a j )


que es la fórmula que queríamos probar.


La utilidad del teorema de los residuos depende de que seamos capaces de calcular los resi-
duos de una función holomorfa en sus singularidades aisladas.


9.4.2. Cálculo de residuos


Sea Ω un abierto en C, a un punto de Ω y sea f una función holomorfa en Ω\ {a}.


Supongamos que a es un punto regular de f . Entonces Res( f (z),a) = 0. Pues podemos
definir f (a) = lı́m


z→a
f (z) con lo que f es holomorfa en Ω y si D̄(a, r) ⊂ Ω, como consecuencia


del teorema de Cauchy tenemos que
w


C(a,r)


f (z)dz = 0.


Supongamos que a es un polo de f . Entonces se verifica que hay un número natural k∈N
tal que lı́m


z→a
(z− a)k f (z) = w , 0. Se dice que a es un polo de orden k de la función f . Sea


g(z) = (z−a)k f (z) para z∈Ω, z, a, y sea g(a) = w. Entonces, por el lema de Riemann, g es
holomorfa en Ω. Sea D̄(a, r) ⊂ Ω. Por el teorema de Taylor sabemos que


g(z) =


∞∑


n=0


dn(z−a)n z∈D(a, r)
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donde dn =
g(n)(a)


n!
. Deducimos que


f (z) =


k−1∑


n=0


dn


(z−a)k−n +


∞∑


n=k


dn(z−a)n−k z∈D(a, r)\ {a} (9.7)


Es usual emplear la siguiente notación para la serie 9.7. Dicha serie se escribe en la forma


f (z) =


∞∑


n=−k


cn(z−a)n z∈D(a, r)\ {a} (9.8)


Observa que con ello tenemos que c−1 = dk−1.


Si ahora integramos f (z) en la circunferencia C(a, r) y tenemos en cuenta que (z−a)n tiene


primitiva
(z−a)n+1


n+1
para todo n ∈ Z con n , −1 por lo que


w


C(a,r)


(z− a)ndz = 0 para todo


entero n,−1, obtenemos que las integrales de todos los términos de la serie 9.8 son nulas
excepto la que corresponde al sumando para n = −1. Por tanto


w


C(a,r)


f (z)dz =


∞∑


n=−k


w


C(a,r)


cn(z−a)ndz =
w


C(a,r)


c−1


z−a
dz = 2π ic−1


Deducimos que


c−1 =
1


2π i


w


C(a,r)


f (z)dz = Res( f (z),a)


Lo interesante es que podemos calcular c−1 = dk−1 derivando. Pues


c−1 =
g(k−1)(a)


(k−1)!
=


1
(k−1)!


lı́m
z→a


dk−1


dzk−1 [(z−a)k f (z)]


Hay que calcular el límite indicado porque al evaluar la derivada
d


dzk−1 [(z−a)k f (z)] en el


punto a suele aparecer una indeterminación.


Supongamos, finalmente, que a es una singularidad esencial de f . Entonces se prueba
que es posible representar a la función f por medio de una serie del tipo siguiente.


f (z) =
∞∑


n=−∞
cn(z−a)n z∈D(a, r)\ {a} (9.9)


donde hay infinitos coeficientes c−n distintos de cero. Razonando igual que antes también
se obtiene en este caso que c−1 = Res( f (z),a). Aunque ahora no disponemos de una forma
para calcular c−1 que no sea obtener el desarrollo 9.9.


9.38 Definición. Una serie del tipo
{∑k=n


k=−nck(z−a)k
}


se dice que es una serie de Laurent cen-


trada en a. Dichas series son una generalización de las series de potencias. Cuando dicha serie
converge el límite se nota por


lı́m
n→∞


n∑


k=−n


ck(z−a)k =


+∞∑


n=−∞
an(z−a)n
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Usaremos la notación A(a; r,R) para indicar el anillo abierto de centro a radio interior r y
radio exterior Rdonde 06 r < R6+∞.


A(a; r,R) = {z∈C : r < |z−a| < R}


El siguiente resultado es una generalización del teorema de Taylor.


9.39 Teorema (Desarrollo en serie de Laurent). Sean 06 r < R6+∞, a∈ C y f una función ho-


lomorfa en el anillo A(a; r,R). Entonces hay una única serie de Laurent centrada en a verificando


que


f (z) =


+∞∑


n=−∞
cn(z−a)n, para todo z∈ A(a; r,R)


Además los coeficientes de la serie vienen dados por:


cn =
1


2πi


w


C(a,ρ)


f (w)


(w−a)n+1 dw, n∈ Z


siendo r < ρ < R.


9.4.2.1. Polos de cocientes de funciones holomorfas


En muchas ocasiones la función que integramos viene dada como cociente de dos fun-


ciones holomorfas f (z) =
g(z)
h(z)


donde suponemos que g, h son funciones holomorfas en


un abierto Ω. En tal caso las únicas posibles singularidades de f son los ceros de h. Su-
pongamos que a∈Ω y que la función h y sus derivadas hasta la de orden k−1 se anulan
en el punto a y la derivada de orden k de h es distinta de cero en a (se dice entonces que
h tiene un cero de orden k en a). Supongamos también que g(a) , 0. Entonces, en virtud
del teorema de Taylor, podemos escribir para z∈D(a, r) ⊂ Ω :


h(z) =


∞∑


n=0


h(n)(a)


k!
(z−a)n =


∞∑


n=k


h(n)(a)


k!
(z−a)n = (z−a)k


∞∑


n=k


h(n)(a)


k!
(z−a)n−k


Poniendo para z∈D(a, r) ϕ(z) =
∑∞


n=k
h(n)(a)


k!
(z−a)n−k, la función ϕ es holomorfa en D(a, r)


y ϕ(a) , 0. Deducimos que


lı́m
z→a


(z−a)k f (z) = lı́m
z→a


g(z)
ϕ(z)


=
g(a)


ϕ(a)
, 0


por lo que f tiene en a un polo de orden k.


Supongamos que lı́mz→a(z−a) f (z) = w, entonces se verifica que Res( f (z),a) = w. En parti-


cular, supongamos que f (z) =
g(z)
h(z)


donde g, h son funciones holomorfas en un abierto Ω,


y suponemos que g(a) , 0 y h tiene un cero simple, es decir, de orden 1 en a. Entonces, se-
gún acabamos de ver, f tiene un polo simple, es decir, de orden 1 en a. Entonces tenemos
que


Res( f (z),a) = lı́m
z→a


(z−a)
g(z)
h(z)


= g(a) lı́m
z→a


z−a
h(z)


=
g(a)


h′(a)
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9.5. Aplicaciones del teorema de los residuos para calcular in-


tegrales reales


9.5.1. Integrales del tipo
πw


−π
R(cost,sent)dt


Suponemos que R es una función racional de dos variables continua en la circunferencia uni-
dad. La idea para calcular esta integral por el método de residuos es convertirla en una integral
sobre C(0,1) de una función compleja que también va a ser racional. Para ello recordemos que


sent =
eit −e−it


2i
=


e2it −1
2i eit cost =


eit +e−it


2
=


e2it +1
2eit


Por tanto, se verifica que


w


C(0,1)


R


(
z2 +1


2z
,
z2−1


2iz


)
1
iz


dz =


πw


−π
R(cost,sint)dt .


En consecuencia, si notamos f (z) = R


(
z2 +1


2z
,
z2−1


2iz


)
1
iz


. Tenemos que f (z) es una función ra-


cional por lo que sus únicas posibles singularidades son polos. Para calcular la integral sólo nos
interesan los polos que están dentro del disco unidad. Supongamos que estos son


{
z1,z2, . . . ,zq


}
.


El teorema de los residuos nos dice que


πw


−π
R(cost,sint)dt = 2π i


q∑


j=1


Res( f (z),zj )


9.40 Ejemplo. Se trata de calcular la integral I =


πw


−π


1
5+4cost


dt . Según acabamos de ver


I =
w


C(0,1)


1


5+2
z2+1


z


1
iz


dz =
1
i


w


C(0,1)


1


2z2 +5z+2
dz =


1
i


w


C(0,1)


1
(2z+1)(z+2)


dz


Por tanto


I =
1
i
2π i Res


(
1


(2z+1)(z+2)
,
−1
2


)
= 2π lı́m


z→−1/2
(z+1/2)


1
(2z+1)(z+2)


= π lı́m
z→−1/2


1
(z+2)


=
2
3


π


�


9.5.2. Integrales del tipo
+∞w


−∞


P(x)
Q(x)


dx


Suponemos que


1. P y Q son funciones polinómicas sin factores comunes.


2. grado(Q) > grado(P)+2.
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3. Q(x) , 0 para todo x∈R.


En estas condiciones si
{


z1,z2, . . . ,zq
}


es el conjunto de los ceros del polinomio Q que están en
el semiplano superior se verifica que


+∞w


−∞


P(x)
Q(x)


dx = 2π i
q∑


j=1


Res


(
P(z)
Q(z)


,zj


)


Para ello vamos a aplicar el teorema de los residuos a la función f (z) =
P(z)
Q(z)


en el abierto Ω =C.


Sea Γ la poligonal Γ(α,β,ρ) = [−α, β, β + iρ,−α + iρ,−α] donde α, β y ρ son números positivos
que tomamos suficientemente grandes para que todos los ceros del polinomio Q que están en
el semiplano superior queden en el interior del rectángulo Γ de modo que IndΓ(α,β,ρ)(zj ) = 1 para
16 j 6 q.


−α β


−α + iρ β + iρiρ


γ1


γ2


γ3


Figura 9.2: Γ(α,β,ρ)


El teorema de los residuos nos dice que


w


Γ(α,β,ρ)


P(z)
Q(z)


dz = 2π i
q∑


j=1


Res


(
P(z)
Q(z)


,zj


)


Observa que en esta igualdad el lado de la derecha es independiente de α, β y ρ. Por tanto, será
suficiente para nuestros propósitos probar que cuando α, β y ρ tienden hacia +∞ se verifica que


w


Γ(α,β,ρ)


P(z)
Q(z)


dz −→
+∞w


−∞


P(x)
Q(x)


dx


Por la hipótesis sobre los grados de los polinomios P y Q se tiene que existen números K > 0 y
M > 0 tales que


|z| > K ⇒ | f (z)| =
∣∣∣∣
P(z)
Q(z)


∣∣∣∣ 6
M
|z|2 (9.10)


En lo que sigue, suponemos que α, β y ρ son mayores que K.


Pongamos ahora γ1 = [β,β + i ρ], γ2 = [β + i ρ,−α + i ρ] y γ3 = [−α + i ρ,−α] (ver figura 9.2) y
notamos Ik =


w


γk


f (z)dz. Tenemos


2π i
q∑


j=1


Res


(
P(z)
Q(z)


,zj


)
=


w


Γ(α,β,ρ)


P(z)
Q(z)


dz =


βw


−α


P(x)
Q(x)


dx + I1+ I2+ I3


Así, ∣∣∣∣∣∣
2π i


q∑


j=1


Res


(
P(z)
Q(z)


,zj


)
−


βw


−α


P(x)
Q(x)


dx


∣∣∣∣∣∣
6 |I1|+ |I2|+ |I3| (9.11)
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Acotamos ahora I1. Para z∈ [β,β + i ρ]∗ tenemos que z= β + it para t∈ [0,ρ]. Además, como es
β > K será |z| > K por lo que, en virtud de la desigualdad 9.10, se tiene que


| f (z)| = | f (β + it )| 6 M


β2+ t2


Por tanto,


|I1| =
∣∣∣∣∣


ρw


0


f (β + it )i dt


∣∣∣∣∣ 6
ρw


0


| f (β + it )| dt 6
ρw


0


M


β2 + t2
dt =


M
β


[
arctan


t
β


]t=ρ


t=0
6


M
β


π
2


La integral I3 se acota de la misma forma, resultando |I3| 6
M
α


π
2


.


Por último, para acotar I2 se usa que para z∈ [β + i ρ,−α + i ρ]∗ tenemos, por ser ρ > K, que


|z| > K por lo que, en virtud de la desigualdad 9.10, se tiene que | f (z)| 6 M


|z|2
. Por tanto


|I2| =


∣∣∣∣∣∣


w


[β+i ρ,−α+i ρ]


f (z)dz


∣∣∣∣∣∣
6


βw


−α
| f (t + i ρ)| dt 6


βw


−α


M
t2 + ρ2 dt 6 (α+ β)


M
ρ2


En vista de 9.11 y de las acotaciones anteriores se tiene que
∣∣∣∣∣∣
2π i


q∑


j=1


Res


(
P(z)
Q(z)


,zj


)
−


βw


−α


P(x)
Q(x)


dx


∣∣∣∣∣∣
6


M
β


π
2


+
M
α


π
2


+(α+ β)
M
ρ2


Como en esta desigualdad la parte de la izquierda no depende para nada de ρ podemos fijar α
y β y tomar límite cuando ρ → +∞ con lo que obtenemos


∣∣∣∣∣∣
2π i


q∑


j=1


Res


(
P(z)
Q(z)


,zj


)
−


βw


−α


P(x)
Q(x)


dx


∣∣∣∣∣∣
6


π
2


(
M
β


+
M
α


)
(9.12)


Tomando ahora límite para α → +∞ y β → +∞ en la expresión de la derecha, se obtiene que la


función
P(x)
Q(x)


es impropiamente integrable en R y además


+∞w


−∞


P(x)
Q(x)


dx = 2π i
q∑


j=1


Res


(
P(z)
Q(z)


,zj


)


Observa que la acotación 9.12 proporciona una cota del error que se comete al aproximar la


integral
+∞w


−∞


P(x)
Q(x)


dx por una “integral parcial”
βw


−α


P(x)
Q(x)


dx.


9.41 Ejemplo. Queremos calcular la integral


I =


+∞w


−∞


1


(x2 +a2)(x2 +b2)
dx


donde suponemos que a > 0 y b > 0 son distintos. La función que integramos tiene dos polos
simples en el semiplano superior en los puntos ia, ib. Según acabamos de ver


I = 2π i Res


(
1


(z2 +a2)(z2 +b2)
, ia


)
+2π i Res


(
1


(z2 +a2)(z2 +b2)
, ib


)
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Tenemos que


Res


(
1


(z2 +a2)(z2 +b2)
, ia


)
= lı́m


z→ia
(z− ia)


1


(z− ia)(z+ ia)(z2+b2)


= lı́m
z→ia


1


(z+ ia)(z2 +b2)
=


1


2ia(b2−a2)


Análogamente


Res


(
1


(z2 +a2)(z2 +b2)
, ib


)
=


1


2ib(a2−b2)


Luego


I = 2π i


(
1


2ia(b2−a2)
+


1


2ib(a2−b2)


)
=


π
ab(a+b)


�


9.5.3. Integrales del tipo
+∞w


−∞


ei λxP(x)
Q(x)


dx


Suponemos que


1. P y Q son funciones polinómicas sin factores comunes y λ > 0.


2. grado(Q) > grado(P)+1.


3. Q(x) , 0 para todo x∈R.


En estas condiciones si
{


z1,z2, . . . ,zq
}


es el conjunto de los ceros del polinomio Q que están en
el semiplano superior se verifica que


+∞w


−∞


ei λx P(x)
Q(x)


dx = 2π i
q∑


j=1


Res


(
ei λzP(z)


Q(z)
,zj


)


Para ello vamos a aplicar el teorema de los residuos a la función f (z) =
ei λzP(z)


Q(z)
en el abierto Ω =


C. Sea Γ la poligonal Γ(α,β,ρ) = [−α, β, β+ iρ,−α+ iρ,−α] donde α, β y ρ son números positivos
que tomamos suficientemente grandes para que todos los ceros del polinomio Q que están en
el semiplano superior queden en el interior del rectángulo Γ de modo que IndΓ(α,β,ρ)(zj ) = 1 para
16 j 6 q.


−α β


−α + iρ β + iρiρ


γ1


γ2


γ3


Figura 9.3: Γ(α,β,ρ)
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El teorema de los residuos nos dice que


w


Γ(α,β,ρ)


ei λzP(z)
Q(z)


dz = 2π i
q∑


j=1


Res


(
ei λzP(z)


Q(z)
,zj


)


Observa que en esta igualdad el lado de la derecha es independiente de α, β y ρ. Por tanto, será
suficiente para nuestros propósitos probar que cuando α, β y ρ tienden hacia +∞ se verifica que


w


Γ(α,β,ρ)


ei λzP(z)
Q(z)


dz −→
+∞w


−∞


ei λxP(x)
Q(x)


dx


Por la hipótesis sobre los grados de los polinomios P y Q se tiene que existen números K > 0 y
M > 0 tales que


|z| > K ⇒
∣∣∣∣
P(z)
Q(z)


∣∣∣∣ 6
M
|z| (9.13)


En lo que sigue, suponemos que α, β y ρ son mayores que K.


Pongamos ahora γ1 = [β,β + i ρ], γ2 = [β + i ρ,−α + i ρ] y γ3 = [−α + i ρ,−α] (ver figura 9.3) y
notamos Ik =


w


γk


f (z)dz. Tenemos


2π i
q∑


j=1


Res


(
ei λzP(z)


Q(z)
,zj


)
=


w


Γ(α,β,ρ)


ei λzP(z)
Q(z)


dz =


βw


−α


ei λx P(x)
Q(x)


dx + I1+ I2+ I3


Así, ∣∣∣∣∣∣
2π i


q∑


j=1


Res


(
ei λzP(z)


Q(z)
,zj


)
−


βw


−α


ei λxP(x)
Q(x)


dx


∣∣∣∣∣∣
6 |I1|+ |I2|+ |I3| (9.14)


Acotamos ahora I1. Para z∈ [β,β + i ρ]∗ tenemos que z= β + it para t∈ [0,ρ]. Además, como es
β > K será |z| > K por lo que, en virtud de la desigualdad 9.13, se tiene que


∣∣∣∣
P(z)
Q(z)


∣∣∣∣=
∣∣∣∣
P(β + it )
Q(β + it )


∣∣∣∣ 6
M


|β + it | 6
M
β


Además
∣∣∣ei λ(β+it )


∣∣∣= e−λ t . Por tanto,


|I1| =
∣∣∣∣∣


ρw


0


f (β + it )i dt


∣∣∣∣∣ 6
ρw


0


| f (β + it )| dt 6
ρw


0


M e−λ t


β
dt =


M
β


[
e−λ t


−λ


]t=ρ


t=0


=
M
β


1−e−λρ


λ
6


M
βλ


La integral I3 se acota de la misma forma, resultando |I3| 6
M
αλ


.


Por último, para acotar I2 se usa que para z∈ [β + i ρ,−α + i ρ]∗ tenemos, por ser ρ > K, que


|z| > K por lo que, en virtud de la desigualdad 9.13, se tiene que | f (z)| 6 M
|z| 6


M
ρ


. Además, para


z∈ [β + i ρ,−α+ i ρ]∗ es Imz= ρ. Por tanto
∣∣ei λz


∣∣= e−λρ. Deducimos que


|I2| =


∣∣∣∣∣∣


w


[β+i ρ,−α+i ρ]


f (z)dz


∣∣∣∣∣∣
6


βw


−α
| f (t + i ρ)| dt 6


βw


−α


M e−λρ


ρ
dt = (α+ β)


M
ρ


e−λρ
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En vista de 9.14 y de las acotaciones anteriores se tiene que
∣∣∣∣∣∣
2π i


q∑


j=1


Res


(
ei λzP(z)


Q(z)
,zj


)
−


βw


−α


ei λx P(x)
Q(x)


dx


∣∣∣∣∣∣
6


M
βλ


+
M
αλ


+(α+ β)
M
ρ


e−λ,ρ


Como en esta desigualdad la parte de la izquierda no depende para nada de ρ podemos fijar α
y β y tomar límite cuando ρ → +∞ con lo que, teniendo en cuenta que λ > 0, obtenemos


∣∣∣∣∣∣
2π i


q∑


j=1


Res


(
ei λzP(z)


Q(z)
,zj


)
−


βw


−α


ei λx P(x)
Q(x)


dx


∣∣∣∣∣∣
6


1
λ


(
M
β


+
M
α


)
(9.15)


Tomando ahora límite para α → +∞ y β → +∞ en la expresión de la derecha, se obtiene que la


función
ei λxP(x)


Q(x)
es impropiamente integrable en R y además


+∞w


−∞


ei λx P(x)
Q(x)


dx = 2π i
q∑


j=1


Res


(
ei λzP(z)


Q(z)
,zj


)


Observa que la acotación 9.15 proporciona una cota del error que se comete al aproximar la


integral
+∞w


−∞


ei λx P(x)
Q(x)


dx por una “integral parcial”
βw


−α


ei λx P(x)
Q(x)


dx.


9.42 Ejemplo. Queremos calcular la integral I =


+∞w


−∞


cos(λx)


a2+x2 dx. Suponemos que a > 0 y λ > 0.


Como


I = Re


(
+∞w


−∞


ei λx


a2 +x2 dx


)


Calcularemos J =


+∞w


−∞


ei λx


a2 +x2 dx. Según acabamos de ver, teniendo en cuenta que la función


1


a2 +z2 solamente tiene un polo simple en el semiplano superior en el punto ai, se sigue que


J = 2π i Res


(
ei λz


a2 +z2 , i


)
= 2π i lı́m


z→ai
(z−ai)


ei λz


a2+z2 = 2π i lı́m
z→ai


(z−ai)
ei λz


(z−ai)(z+ai)
= π


e−λa


a


Luego I = π
e−λa


a
. �


9.5.4. Integrales del tipo
+∞w


−∞


sen(λx)P(x)
xQ(x)


dx


Suponemos que


1. P y Q son funciones polinómicas con coeficientes reales sin factores comunes, P(0) , 0, y
λ > 0.


2. grado(Q) > grado(P).
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3. Q(x) , 0 para todo x∈R.


En estas condiciones si
{


z1,z2, . . . ,zq
}


es el conjunto de los ceros del polinomio Q que están en
el semiplano superior se verifica que


+∞w


−∞


sen(λx)P(x)
xQ(x)


dx = Im



2π i


q∑


j=1


Res


(
ei λzP(z)
zQ(z)


,zj


)
+ π i Res


(
ei λzP(z)
zQ(z)


,0


)



La forma de proceder es muy parecida a la anterior con una pequeña diferencia y es que
ahora consideraremos el camino de integración Γ(α,β,ρ,ε) que puedes ver en la siguiente figu-
ra.


−α β


−α + iρ β + iρiρ


−ε ε


γ1


γ2


γ3


γε


Figura 9.4: Γ(α,β,ρ,ε)


Procediendo como en el caso anterior, considerando ahora la función f (z) =
ei λzP(z)
zQ(z)


te-


niendo en cuenta que IndΓ(α,β,ρ,ε)(0) = 0, el teorema de los residuos nos dice que


w


Γ(α,β,ρ,ε)


ei λzP(z)
zQ(z)


dz = 2π i
q∑


j=1


Res


(
ei λzP(z)
zQ(z)


,zj


)


Las acotaciones que hemos obtenido antes en los segmentos γ1, γ2 y γ3 siguen siendo válidas
(observa que grado


(
zQ(z)


)
> grado


(
P(z)


)
+1) por lo que obtenemos fácilmente la siguiente aco-


tación análoga a la acotación 9.15 del caso anterior:
∣∣∣∣∣∣
2π i


q∑


j=1


Res( f (z),zj )−
εw


−α
f (x)dx −


w


γε


f (z)dz−
βw


ε
f (x)dx


∣∣∣∣∣∣
6


1
λ


(
M
β


+
M
α


)


Tomando en esta desigualdad límites para α → +∞ y β → +∞ se deduce que


2π i
q∑


j=1


Res( f (z),zj )−
w


γε


f (z)dz =


εw


−∞
f (x)dx +


+∞w


ε
f (x)dx (9.16)


Sea w = Res( f (z),0) = lı́mz→0z f(z) =
P(0)


Q(0)
. Teniendo en cuenta el sentido de recorrido de γε


tenemos que
w


γε


f (z)dz+ π iw = −
πw


0


(
f (εei t )− w


εei t


)
i εei t dt


Como ∣∣∣ f (εei t )− w
εei t


∣∣∣= 1
ε
∣∣εei t f (εei t )−w


∣∣
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deducimos que
∣∣∣∣∣∣


w


γε


f (z)dz + π iw


∣∣∣∣∣∣
6


πw


0


∣∣εei t f (εei t )−w
∣∣ dt 6 πmáx{|z f(z)−w| : |z| = ε}


y como lı́m
z→0


(z f(z)−w) = 0, se sigue que máx{|z f(z)−w| : |z| = ε} −→ 0 cuando ε → 0.


Hemos probado así que lı́m
ε→0


w


γε


f (z)dz = −π iw = −π i Res( f (z),0). Teniendo en cuenta la igual-


dad 9.16 deducimos que


lı́m
ε→0


( εw


−∞
f (x)dx +


+∞w


ε
f (x)dx


)
= 2π i


q∑


j=1


Res( f (z),zj )+ π i Res( f (z),0) (9.17)


Tomando ahora partes imaginarias y teniendo en cuenta que P y Q tienen coeficientes reales


Im


( εw


−∞
f (x)dx +


+∞w


ε
f (x)dx


)
=


εw


−∞


sen(λx)P(x)
xQ(x)


dx +


+∞w


ε


sen(λx)P(x)
xQ(x)


dx


y teniendo en cuenta también que la función x 7→ sen(λx)P(x)
xQ(x)


es continua en x = 0 sin más que


definirla en 0 igual a λ
P(0)


Q(0)
por lo que


lı́m
ε→0


( εw


−∞


sen(λx)P(x)
xQ(x)


dx +


+∞w


ε


sen(λx)P(x)
xQ(x)


dx


)
=


+∞w


−∞


sen(λx)P(x)
xQ(x)


dx


concluimos que


+∞w


−∞


sen(λx)P(x)
xQ(x)


dx = Im



2π i


q∑


j=1


Res( f (z),zj )+ π i Res( f (z),0)






9.43 Ejemplo.
+∞w


−∞


senx
x


dx = Im


(
π i Res


(
ei z


z
,0


))
= Im


(
π i lı́m


z→0
z


ei z


z


)
= π


�


9.5.5. Integrales del tipo V.P.
+∞w


−∞


ei λxP(x)
xQ(x)


dx


Suponemos que


1. P y Q son funciones polinómicas sin factores comunes, P(0) , 0, y λ > 0.


2. grado(Q) > grado(P).


3. Q(x) , 0 para todo x∈R.
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Para este tipo de integrales el método anterior se aplica exactamente igual hasta llegar a


la igualdad 9.17. La dificultad ahora es que la función
ei λx P(x)
xQ(x)


no es continua en 0 (de hecho


dicha función se comporta en 0 como la función 1/x) y la integral impropia
+∞w


−∞


ei λx P(x)
xQ(x)


dx no


existe. Todo lo que podemos obtener en este caso es lo que afirma la igualdad 9.17:


lı́m
ε→0


( εw


−∞
f (x)dx +


+∞w


ε
f (x)dx


)
= 2π i


q∑


j=1


Res( f (z),zj )+ π i Res( f (z),0)


El lado de la izquierda de esta igualdad se llama valor principal de Cauchy de la integral impro-


pia y se representa por V.P.
+∞w


−∞


ei λx P(x)
xQ(x)


dx. En consecuencia, podemos afirmar que


V.P.
+∞w


−∞


ei λxP(x)
xQ(x)


dx = 2π i
q∑


j=1


Res( f (z),zj )+ π i Res( f (z),0)


9.6. Aplicación del teorema de los residuos para sumar series


9.6.1. Series del tipo
+∞∑


−∞


P(n)


Q(n)


Suponemos que


1. P y Q son funciones polinómicas sin factores comunes.


2. grado(Q) > grado(P)+2.


3. Q(k) , 0 para todo k∈Z.


En estas condiciones si
{


z1,z2, . . . ,zq
}


es el conjunto de los ceros del polinomio Q se verifica que


+∞∑


−∞


P(n)


Q(n)
= −


q∑


j=1


Res


(
πcotg(πz)


P(z)
Q(z)


,zj


)


Para probarlo consideremos la función πcotg(πz). Dicha función tiene un polo simple en cada
entero k∈Z y lı́m


z→k
(z−kπ)πcotg(πz) = 1.


Aplicamos el teorema de los residuos a la función f (z) = πcotg(πz)
P(z)
Q(z)


y al camino cerrado


(es un cuadrado)


Γn = [(n+
1
2
)(−1− i),(n+


1
2
)(1− i),(n+


1
2
)(1+ i),(n+


1
2
)(−1+ i),(n+


1
2
)(−1− i)].


y obtenemos para n suficientemente grande que


w


Γn


f (z)dz = 2π i






n∑


k=−n


Res( f (z),k)+


q∑


j=1


Res( f (z),zj )



 (9.18)
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n−n


(n + 1


2
)(1 + i)(n + 1


2
)(−1 + i)


(n + 1


2
)(−1 − i) (n + 1


2
)(1 − i)


Tn


Figura 9.5: Camino Γn


Como para k∈Z es


Res( f (z),k) = lı́m
z→k


(z−k)πcotg(πz)
P(z)
Q(z)


=
P(k)
Q(k)


lı́m
z→k


(z−k)π
cos(πz)
sen(πz)


=


=
P(k)
Q(k)


πcos(kπ) lı́m
z→k


z−k
sen(πz)


=
P(k)
Q(k)


πcos(kπ)
1


πcos(kπ)
=


P(k)
Q(k)


y, en las hipótesis hechas, se comprueba que lı́m
n→∞


w


Γn


f (z)dz = 0, deducimos de la igualdad 9.18


que


lı́m
n→∞


n∑


k=−n


Res( f (z),k) = lı́m
n→∞


n∑


k=−n


P(k)
Q(k)


=


+∞∑


−∞


P(n)


Q(n)
= −


q∑


j=1


Res


(
πcotg(πz)


P(z)
Q(z)


,zj


)


9.44 Ejemplo. Sea α > 0.


+∞∑


−∞


1


n2 + α2 = −Res


(
πcotgπz


1


z2 + α2 , i α
)
−Res


(
πcotgπz


1


z2 + α2 ,−i α
)


=


=
π
α


eαπ +e−απ


eαπ−e−απ


De donde
∞∑


n=1


1


n2 + α2 =
1
2


(
π
α


eαπ +e−απ


eαπ−e−απ − 1


α2


)


Ahora deducimos que


∞∑


n=1


1


n2 = lı́m
α→0


∞∑


n=1


1


n2+ α2 = lı́m
α→0


1
2


(
π
α


eαπ +e−απ


eαπ−e−απ − 1


α2


)
=


π2


6


donde el último límite puede calcularse por la regla de L’Hôpital. �


9.6.2. Series del tipo
+∞∑


−∞
(−1)n P(n)


Q(n)


Suponemos que


1. P y Q son funciones polinómicas sin factores comunes.
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2. grado(Q) > grado(P)+1.


3. Q(k) , 0 para todo k∈Z.


En estas condiciones si
{


z1,z2, . . . ,zq
}


es el conjunto de los ceros del polinomio Q se verifica que


+∞∑


−∞
(−1)n P(n)


Q(n)
= −


q∑


j=1


Res


(
πcosec(πz)


P(z)
Q(z)


,zj


)


9.6.3. Ejercicios


1. Calcula la integral
w


γ


ez dz
z(1−z)3 para γ = C(1/4,1/2), γ = C(1,1/2), γ = C(2,3).


2. Calcula la integral
w


γ


cosz


z2(z−1)
para γ = C(0,1/3), γ = C(1,1/3), γ = C(0,2).


3. Calcula
w


C(0,1)


sen(2z)
(z−π/4)2(z2 +9)


dz.


4. Calcula
w


C(0,r)


dw
(w−a)(w−b)m donde m∈N y |b| < r < |a|.


5. Dado n∈ N, calcula las siguientes integrales:


w


C(0,1)


senz
zn dz ;


w


C(0,1)


ez−e−z


zn dz ;
w


C(1, 1
2 )


logz
zn dz


6. Sean a,b∈C tales que |a| < |b|. Obténgase el desarrollo en serie de Laurent de la función


f (z) =
1


(z−a)(z−b)
(z∈C\{a,b})


en cada uno de los anillos : A(0;|a|, |b|), A(0;|b|,+∞), A(a;0, |b−a|) y A(a; |b−a|,+∞).


7. Obténgase el desarrollo en serie de Laurent de la función


f (z) =
1


(z2−1)2 (z∈C\{−1,1})


en cada uno de los anillos siguientes: A(1;0,2) y A(1;2,+∞).


8. Clasificar las singularidades de las funciones f : Ω → R siguientes:


a) f (z) =
1−cos(z)


zn Ω = C∗ (n∈N),


b) f (z) = zn sen
1
z


Ω = C∗ (n∈N),


c) f (z) =
log(1+z)


z2 Ω = C\{x∈R :x6−1},


d) f (z) =
1


z(1−e2πiz)
Ω = C\Z,


e) f (z) =
z


tgπz
Ω = C\Z.
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9. Prueba, usando el teorema de los residuos, que para 0 < b < a se tiene:


πw


0


sen2t
a+bcost


dt =
π
b2


(
a−


√
a2−b2


)
.


10. Prueba que, para 0 < a < 1, se tiene:


2πw


0


cos23t
1+a2−2acos2t


dt = π
a2−a+1


1−a
.


11. Prueba que, para n∈N, se tiene:


2πw


0


(1+2cost)ncosnt
3+2cost


dt =
2π√


5
(3−


√
5)n.


12. Prueba que, para n∈N, se tiene:


2πw


0


cos(nt−sent)exp(cost)dt =
2π
n!


.


13. Prueba que, para cualesquiera a,b > 0, se tiene:


+∞w


−∞


dx
(x2 +a2)(x2 +b2)2 =


π(a+2b)


2ab3(a+b)2 .


14. Prueba que, para a > 0, se tiene:


+∞w


−∞


x6


(x4 +a4)2 dx=
3π


√
2


8a
.


15. Integrando una conveniente función compleja a lo largo de la frontera del sector circular{
z∈C∗ : |z|<R, 0< arg(z)<


2π
n


}
, con R>0 suficientemente grande, calcular la integral


+∞w


0


xq


1+xndx (q,n∈N,n−q>2).


16. Integrando la función f (z) =
e3i z−3ei z+2


z3 a lo largo de la mitad superior del anillo A(0;ε,R)


deducir que
+∞w


0


(senx
x


)3
dx =


3π
8


17. Calcula la integral
+∞w


0


sen(λx)


x(x2 +a2)
dx donde λ > 0 y a > 0.


18. Prueba que, para a, t > 0, se tiene:


+∞w


−∞


costx
(x2 +a2)2 dx=


π
2a3 (1+at)e−at .
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19. Prueba que:
+∞w


−∞


x senπx
x2−5x+6


dx= −5π.


20. Sea a > 1. Integrando a lo largo de la poligonal [−π,π,π + in,−π + in,−π] (n∈N) la función
z→ z


a−e−iz , Prueba que:


πw


−π


x senx
1+a2−2acosx


dx=
2π
a


log


(
1+a


a


)
.


21. Integrando la función z→ 1−e2iz


z2 a lo largo de la frontera de la mitad superior del anillo


A(0,ε,R), Prueba que:
+∞w


0


sen2x
x2 dx=


π
2
.


22. Integrando una conveniente función compleja a lo largo de la frontera de la mitad superior
del anillo A(0,ε,R), Prueba que, para −1 < α < 3, α , 1, se verifica:


+∞w


0


xα


(1+x2)2 dx=
π
4
(1−α)sec


πα
2


.


23. Pruébese, integrando una conveniente función compleja a lo largo de la poligonal cerrada
Γ(a,b) = [−a, b, b+2πi,−a+2πi,−a] (a > 0,b > 0), que


+∞w


−∞


eαx


1+ex dx=
π


sen(απ)


donde α es un parámetro real y 0 < α < 1.


24. Prueba que, para 0 < α < 2, α , 1, se verifica:


+∞w


0


tα−1


1+ t + t2 dt =


+∞w


−∞


eαx


1+ex+e2x dx=
2π√


3


senπ
3(1−α)


senπα
.


25. Pruébese, integrando una conveniente función compleja a lo largo de la frontera de la mitad
superior del anillo A(0;ε,R) (0 < ε < R), que


+∞w


0


xα


1+x2 dx=
π


2cos(απ
2 )


donde α es un parámetro real y −1 < α < 1.


26. Integrando la función f (z) =
log(i +z)


1+z2 a lo largo de la frontera de la mitad superior del anillo


A(0;ε,R), 0 < ε < 1 < R, Prueba que


+∞w


0


log(1+x2)


1+x2 dx= π log2.
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27. Integrando una conveniente función a lo largo de la poligonal [a, b, b+ πi, a+ πi, a], donde
a<0<b, pruébese que


+∞w


−∞


ex−e−x


e2x+e−2x sen2xdx= π
1√
2


eπ/2−e−π/2


eπ +e−π


28. Integrando la función


f (z) =
z+ ieiz− i


z3


a lo largo de la frontera de la mitad superior del anillo A(0;ε,R), Prueba que


+∞w


0


x−senx
x3 dx=


π
4


29. Pruébese, integrando una conveniente función compleja a lo largo de la poligonal cerrada
Γ(a,b) = [a, b, b+ πi, a+ πi, a] (a < 0 < b), que


+∞w


−∞


eαx


ex+e−x dx=
π


2cos
(π


2α
)


donde α es un parámetro real y −1 < α < 1.


30. Definamos, para cada z∈C∗, h(z) = log(−iz)+ i
π
2


. Dado α∈]−1,1[, intégrese la función


f (z) =
exp(αh(z))h(z)


1+z2


a lo largo de la frontera de la mitad del anillo A(0;ε,R), 0 < ε < 1 < R, que está contenida en
el semiplano superior para obtener el valor de las integrales


+∞w


0


xα log(x)
1+x2 dx y


+∞w


0


xα


1+x2 dx


31. Justifíquese que, excepto para ciertos valores de a (que se precisarán en cada caso), se veri-
fican las siguientes igualdades:


a)
∞∑


n=1


1
n2 +a2 =


1
2


(
π
a


cothπa− 1
a2


)
;


b)
∞∑


n=1


1
n4−a4 =


1
2a4 −


π
4a3(cotgπa+cothπa);


c)
∞∑


n=−∞


1
(n−a)2 =


π2


sen2πa
;


d)
∞∑


n=0


(−1)n


n2+a2 =
1


2a2 +
π


2a senhπa
;


e)
∞∑


n=1


(−1)n


n4−a4 =
1


2a4 −
π


4a3


(
1


senπa
+


1
senhπa


)
.
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5.1.3. Sucesiones monótonas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48


5.1.3.1. El número e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49


5.1.4. Propiedades de las sucesiones convergentes . . . . . . . . . . . . . . . . . 50


5.1.5. Sucesiones parciales. Teorema de Bolzano–Weierstrass . . . . . . . . . . . 51


5.1.6. Condición de Cauchy. Teorema de complitud de R . . . . . . . . . . . . . . 52


5.2. Sucesiones divergentes. Indeterminaciones en el cálculo de ĺımites . . . . . . . . 53
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Índice general VII


10.4.5. Ejercicios propuestos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184


10.5. Extremos relativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185


10.5.1. Ejercicios propuestos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191


10.6. Funciones vectoriales. Matriz jacobiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191


10.6.1. Derivadas parciales de funciones compuestas . . . . . . . . . . . . . . . . 192


10.6.2. Ejercicios propuestos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195


10.7. Extremos condicionados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197


10.7.1. Teorema de los multiplicadores de Lagrange . . . . . . . . . . . . . . . . . 198


10.7.2. Ejercicios propuestos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202


10.7.3. Cálculo de extremos en conjuntos compactos . . . . . . . . . . . . . . . . . 203


10.7.4. Ejercicios propuestos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
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Lección1


Axiomas de los números reales. Desigualdades. Principio de inducción


Introducción


En esta lección quiero que entiendas la importancia de disponer de un “marco de referen-


cia”. Trataré de explicarme. Para empezar, voy a proponerte unos ejercicios muy sencillos.


1. ¿Sabes probar que 0x = 0? Inténtalo.


2. ¿Qué entiendes por −x? ¿Es cierto que −x es negativo?


3. Escribe con palabras lo que afirma la igualdad (−x)y = −xy. ¿Sabes probarla?


4. Demuestra que si x, 0 entonces x2 > 0 (en consecuencia 1 > 0).


5. ¿Sabes por qué no se puede dividir por 0?


6. Seguro que sabes construir un segmento de longitud
√


2. ¿Y de longitud
√


3?


7. ¿Qué quiere decir que un número no es racional? Demuestra que
√


2 no es racional.


Supongo que hace ya tanto tiempo que conoces estas propiedades de los números que has


olvidado cuándo las aprendiste. ¡Y ahora te piden que las demuestres! Puedo imaginar tu reac-


ción ¿que demuestre que 0x= 0?, ¡pero si eso es evidente! ¡siempre me han dicho que es ası́! ¿cómo


se puede demostrar tal cosa?.


Pienso que muchas veces la dificultad de un ejercicio está en que no sabes qué es exacta-


mente lo que se te pide que hagas; no te dan un marco claro de referencia. En estas situaciones


lo más frecuente es “quedarse colgado” con la mente en blanco sin saber qué hacer. Para evitar


ese peligro, en este curso vamos a dar un marco de referencia muy claro que va a consistir en


unas propiedades de los números (axiomas, si quieres llamarlas ası́) que vamos a aceptar como


punto de partida para nuestro estudio. Esas propiedades, junto con las reglas de inferencia lógi-


ca usuales y con definiciones apropiadas nos permitirán demostrar resultados (teoremas) que


podremos usar para seguir avanzando. Simplificando un poco, puede decirse que en matemáti-


cas no hay nada más que axiomas y teoremas (bueno, también hay conjeturas, proposiciones
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indecidibles...). Todo lo que se demuestra es un teorema; por ejemplo 0x = 0 es un teorema.


Ocurre que el nombre teorema se reserva para resultados que se consideran realmente impor-


tantes y que ha costado esfuerzo llegar a probarlos. Se usan también los términos: corolario,


lema, proposición y otros. Pero la estructura de una teorı́a matemática elaborada se resume en


un conjunto de axiomas y de teoremas que se deducen de ellos mediante reglas de inferencia


lógica.


Es conveniente recordar las propiedades de los números reales porque son ellas las que


nos permiten trabajar con desigualdades. Es muy fácil equivocarse al trabajar con desigualda-


des. Yo creo que en el bachillerato no se le da a este tema la importancia que merece. Fı́jate


que algunos de los conceptos más importantes del Cálculo se definen mediante desigualdades


(por ejemplo, la definición de sucesión convergente o de ĺımite de una función en un punto).


Por ello, tan importante como saber realizar cálculos más o menos complicados, es aprender


a manejar correctamente desigualdades, y la única manera de hacerlo es con la práctica me-


diante numerosos ejemplos concretos. Por supuesto, siempre deben respetarse cuidadosamente


las reglas generales que gobiernan las desigualdades entre números y asegurarse de que se usan


correctamente. Aparte de tales reglas no hay otros métodos generales que nos digan cómo te-


nemos que proceder en cada caso particular.


1.1. Números reales. Propiedades algebraicas y de orden


Como todos sabéis se distinguen distintas clases de números:


Los números naturales 1,2,3,... . El conjunto de todos ellos se representa por N.


Los números enteros ...,-2,-1,0,1,2,... cuyo conjunto se representa por Z.


Los números racionales que son cocientes de la forma p/q donde p∈Z,q∈N, cuyo conjunto


representamos por Q.


También conocéis otros números como
√


2, π, o el número e que no son números racionales y


que se llaman, con una expresión no demasiado afortunada, ”números irracionales”. Pues bien,


el conjunto formado por todos los números racionales e irracionales se llama conjunto de los


números reales y se representa por R.


Es claro que N⊂ Z⊂ Q⊂ R.


Aunque los números que no son racionales pueden parecer un poco raros, no merece la pena, al


menos por ahora, preocuparse por cómo son estos números; sino que lo realmente interesante


es aprender a trabajar con ellos. Lo interesante del número
√


2 es que su cuadrado es igual a 2.


Pues bien, una de las cosas más llamativas de los números es que a partir de un pequeño grupo


de propiedades pueden deducirse casi todas las demás. Vamos a destacar estas propiedades


básicas que, naturalmente, hacen referencia a las dos operaciones fundamentales que se pue-


den hacer con los números: la suma y el producto. La suma de dos números reales x,y se escribe


x+y, representándose el producto por xy. Las propiedades básicas a que nos referimos son las


siguientes.


P1 [Propiedades asociativas] (x+y)+z= x+(y+z) ; (xy)z= x(yz) para todos x,y,zen R.
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P2 [Propiedades conmutativas] x+y= y+x ; xy= yx para todos x,y en R.


P3 [Elementos neutros] El 0 y el 1 son tan importantes que enunciamos seguidamente sus


propiedades:


0+x= x ; 1x = x para todo x∈R.


P4 [Elementos opuesto e inverso] Para cada número real x hay un número real llamado opues-


to de x, que representamos por −x, tal que x+(−x) = 0.


Para cada número real x distinto de 0, x , 0, hay un número real llamado inverso de x, que


representamos por x−1, tal que xx−1 = 1.


P5 [Propiedad distributiva] (x+y)z= xz+yzpara todos x,y,z en R.


Las propiedades anteriores son de tipo algebraico y, aunque son muy sencillas, a partir de ellas


pueden probarse cosas tan familiares como que 0x = 0, o que (−x)y = −(xy).


Pero los números tienen, además de las propiedades algebraicas, otras propiedades que


suelen llamarse propiedades de orden. Como todos sabemos, los números suelen representarse


como puntos de una recta en la que se fija un origen, el 0, de forma arbitraria. Los números que


hay a la derecha de 0, se llaman positivos y el conjunto de todos ellos se representa por R+. Las


propiedades básicas del orden son las siguientes.


P6 [Ley de tricotomı́a] Para cada número real x se verifica que o bien es x = 0, o bien x es posi-


tivo, o bien su opuesto −x es positivo.


P7 [Estabilidad de R+] La suma y el producto de números positivos es también un número


positivo.


Suele escribirse x− y en vez de x+(−y). También, supuesto y, 0, se escribe x/y o x
y en vez de


xy−1. Los opuestos de los números positivos, es decir los elementos del conjunto R−= {−x : x∈
R+}, se llaman números negativos. Nótese que el 0 no es positivo ni negativo.


Para x,y∈R escribimos x< y (léase x es menor que y) o y> x (léase y es mayor que x) para indicar


que y−x∈R+, y escribimos x6 y o y> x para indicar que y−x∈R+∪{0}. En adelante usaremos


las notaciones:R+
o =R+∪{0},R−o =R−∪{0} yR∗ =R\{0}. Nótese que si x∈R− entonces−x∈R+.


1.1.1. Desigualdades y valor absoluto


1.1 Teorema (Reglas para trabajar con desigualdades). Sean x,y,z números reales.


1. x6 y e y6 z implican que x6 z.


2. x6 y e y6 x implican que x = y.


3. Se verifica exactamente una de las tres relaciones: x < y, x = y, o y < x.


4. x < y implica que x+z< y+z.


5. x < y , z> 0 implican que xz< yz.
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6. x < y , z< 0 implican que xz> yz.


7. xy> 0 si, y sólo si, x e y son los dos positivos o los dos negativos. En consecuencia si x, 0 es


x2 > 0 y, en particular, 1 > 0.


8. z> 0 implica que
1
z


> 0.


9. Supuesto que x e y son los dos positivos o los dos negativos, se verifica que x< y implica que
1
y


<
1
x
.


1.1.2. Valor absoluto


El valor absoluto de un número x∈R se define como el número:


|x| =
{


x si x> 0
−x si x6 0


Para trabajar con valores absolutos es útil recordar que dado x∈R+
o , representamos por


√
x al


único número mayor o igual que cero cuyo cuadrado es igual a x. Puesto que, evidentemente,


|x|2 = x2 y, además, |x| > 0, se tiene que |x| =
√


x2.


La siguiente estrategia de procedimiento es de gran utilidad.


Dados a,b ∈ R+
o para probar que a = b es suficiente probar que a2 = b2 y para probar que


a < b es suficiente probar que a2 < b2.


Geométricamente, |x| representa la distancia de x al origen, 0, en la recta real. De manera más


general:


|x−y|= distancia entre x e y


representa la longitud del segmento de extremos x e y.


1.2 Teorema (Propiedades del valor absoluto). Para x,y∈ R se verifica que:


1. |xy| = |x||y|;


2. |x| 6 y es equivalente a −y6 x6 y;


3. |x+y| 6 |x|+ |y| y la igualdad se da si, y sólo si, xy> 0 (desigualdad triangular);


4.
∣∣|x|− |y|


∣∣ 6 |x−y| y la igualdad se da si, y sólo si, xy> 0.


1.1.3. Ejercicios propuestos


1. Sabiendo que a+b> c+d, a> b, c> d; ¿se verifica necesariamente alguna de las desigual-


dades: a > c, a > d, b > c o b > d ? Dar una prueba o un contraejemplo en cada caso.
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2. Calcula para qué valores de x se verifica que:


i)
2x−3
x+2


<
1
3


ii)
1
x


+
1


1−x
> 0 iii) x2−5x+9> x


iv) x3(x−2)(x+3)2 < 0 v) x2
6 x vi) x3


6 x


vii) x2− (a+b)x+ab< 0 viii) 3(x−a)a2 < x3−a3 < 3(x−a)x2


3. Prueba las siguientes desigualdades:


i) 0 < x+y−xy< 1 siempre que 0 < x < 1, 0 < y < 1.


ii)
1
x


+
1


a+b−x
<


1
a


+
1
b


siempre que 0 < a < x < b.


4. Calcula para qué valores de x se verifica que:


i) |x−5|< |x+1| ii) |x−1| |x+2| = 3 iii)
∣∣x2−x


∣∣> 1
iv) |x−y+z|= |x|− |z−y| v) |x−1|+ |x+1| < 1 vi) |x+y+z|= |x+y|+ |z|


vii) |x|− |y|= |x−y| viii) |x+1| < |x+3|


5. Dado que
s
t


<
u
v


<
x
y


donde t,v,y∈R+, prueba que
s
t
<


s+u+x
t +v+y


<
x
y
. Generaliza este resul-


tado.


6. Prueba cada una de las siguientes desigualdades y estudia, en cada caso, cuándo se da la


igualdad.


i) 2xy6 x2 +y2.


ii) 4xy6 (x+y)2.


iii) x2 +xy+y2
> 0.


iv) (a2+a+1)(b2+b+1)(c2+c+1)> 27abc donde a > 0, b > 0, c > 0.


Sugerencia: para probar i) considérese (x− y)2. Las demás desigualdades pueden dedu-


cirse de i).


7. Demuestra los teoremas (1.1) y (1.2).


8. Sean x e y números distintos de cero. Prueba que las igualdades


1
x+y


=
1
x


+
1
y
,


√
x2 +y2 = x+y


son falsas.


9. Sea x un número real. Estudia si cada una de las desigualdades


x2 < x y x3 < x2


es consecuencia de la otra.


10. Calcula los números reales x que verifican cada una de las igualdades


√
x+1−


√
x−1= 2,


1√
x−2


− 1√
x


=
2
3


Comprueba las soluciones obtenidas.
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Principio de inducción matemática 6


1.2. Principio de inducción matemática


El Principio de inducción matemática es un método que se usa para probar que ciertas pro-


piedades matemáticas se verifican para todo número natural. Considera, por ejemplo, la si-


guiente igualdad en la que n∈N:


12 +22+32+ · · ·+n2 =
1
6


n(n+1)(2n+1)


Si le damos a n un valor, por ejemplo n= 8, podemos comprobar fácilmente que la igualdad co-


rrespondiente es cierta. Si le damos a n el valor 1000 ya no es tan fácil comprobar esa igualdad


y se le damos a n el valor 101000 la cosa ya se pone realmente dif́ıcil. Pero nosotros queremos


aún más, no nos conformamos con probar que esa igualdad es cierta para unos cuantos miles


o millones de valores de n; no, queremos probar que es válida para todo número natural n. En


estos casos es el Principio de inducción matemática el que viene en nuestra ayuda para salvar-


nos del apuro. Para nosotros el principio de inducción matemática es algo que aceptamos, es


decir, puedes considerarlo como un axioma de la teoŕıa que estamos desarrollando (aunque su


formulación lo hace “casi evidente”).


Principio de inducción matemática. Sea A un conjunto de números naturales, A⊆N, y supon-


gamos que:


i) 1∈A


ii) Siempre que un número n está en A se verifica que n+1 también está en A.


Entonces A = N.


El Principio de Inducción Matemática es la herramienta básica para probar que una cierta pro-


piedad P(n) es verificada por todos los números naturales. Para ello se procede de la siguiente


forma:


A) Comprobamos que el número 1 satisface la propiedad, esto es, que P(1) es cierta.


B) Comprobamos que si un número n satisface la propiedad, entonces también el número n+1
la satisface. Es decir comprobamos que si P(n) es cierta, entonces también lo es P(n+1).


Observa que en B) no se dice que se tenga que probar que P(n) es cierta, sino que hay que


demostrar la implicación lógica P(n) =⇒ P(n+1).


Si definimos el conjunto A = {n∈N : P(n) es cierta}, entonces el punto A) nos dice que 1∈A,


y el punto B) nos dice que siempre que n está en A se verifica que n+ 1 también está en A.


Concluimos que A = N, o sea, que P(n) es cierta para todo número natural n.


1.3 Ejemplo. Para cada número natural n, sea P(n) la proposición “si el producto de n números


positivos es igual a 1, entonces su suma es mayor o igual que n”.


Demostraremos por inducción que P(n) es verdadera para todo n ∈ N. Trivialmente P(1) es


verdadera. Supongamos que P(n) es verdadera. Consideremos n+1 números positivos no todos


iguales a 1 cuyo producto sea igual a 1. En tal caso alguno de dichos números, llamémosle x1,


tiene que ser menor que 1 y otro, al que llamaremos x2, tiene que ser mayor que 1. Notando
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x3, · · · ,xn+1 los restantes números se tiene que:


(x1x2)x3 · · ·xn+1 = 1


es decir, x1x2,x3, · · · ,xn+1 son n números positivos con producto igual a 1 por lo que:


x1x2 +x3+ · · ·+xn+1 > n (1)


y como 0 < (1−x1)(x2−1), tenemos que:


x1 +x2 > 1+x1x2 (2)


De (1) y (2) se sigue que:


x1 +x2 +x3+ · · ·+xn+1 > n+1


Hemos probado ası́ que P(n+1) es verdadera. �


1.4 Teorema (Desigualdad de las medias). Cualesquiera sean los números positivos a1,a2, · · · ,an


se verifica que:
n
√


a1a2 · · ·an 6
a1 +a2+ · · ·+an


n


y la igualdad se da si, y sólo si, a1 = a2 = · · · = an.


Demostración. Basta poner G =
n
√


a1a2 · · ·an y xi =
ai


G
, 16 i 6 n, con lo cual x1x2 · · ·xn = 1 por lo


que


n∑


i=1


xi > n es decir


n∑


i=1


ai > nG y se da la igualdad solamente cuando xi = 1, para i = 1,2, . . . ,n;


es decir, cuando a1 = a2 = · · · = an. 2


El principio de inducción matemática puede aplicarse en muchas situaciones en las que, a


primera vista, no aparecen para nada los números naturales. Por ejemplo, una proposición re-


ferente a todos los polinomios podŕıa probarse por inducción sobre el grado del polinomio. Un


teorema sobre matrices cuadradas podŕıa probarse por inducción sobre el orden de la matriz.


Probaremos a continuación una útil igualdad algebraica conocida como fórmula del binomio


de Newton.


Para establecer esta igualdad necesitamos definir los llamados coeficientes binómicos. Dados


dos números enteros n> k> 0 se define:


(
n
k


)
=


n!
k!(n−k)!


donde n! =


n∏


p=1


p


Es decir, n! es el producto de todos los números naturales menores o iguales que n. Se define


también 0! = 1. La igualdad


(
n


k−1


)
+


(
n
k


)
=


(
n+1


k


)
(16 k6 n) (1.1)


es de comprobación inmediata. A partir de ella se prueba fácilmente, por inducción sobre n,


que
(n


k


)
es un número entero positivo.
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1.5 Teorema (Fórmula del binomio de Newton). Cualesquiera sean los números reales a,b y el


número natural n se verifica que:


(a+b)n =


n∑


k=0


(
n
k


)
an−kbk.


Demostración. Para n = 1 la igualdad del enunciado es trivialmente verdadera. Supongamos


que dicha igualdad se verifica para n∈ N. Entonces:


(a+b)n+1 = (a+b)(a+b)n = (a+b)


[
n∑


k=0


(
n
k


)
an−kbk


]


=


n∑


k=0


(
n
k


)
an+1−kbk +


n∑


k=0


(
n
k


)
an−kbk+1 =


=
n∑


k=0


(
n
k


)
an+1−kbk +


n+1∑


k=1


(
n


k−1


)
an+1−kbk


= an+1+bn+1+
n∑


k=1


[(
n
k


)
+


(
n


k−1


)]
an+1−kbk =


=


n+1∑


k=0


(
n+1


k


)
an+1−kbk


Lo que prueba la validez de la igualdad para n+ 1. En virtud del principio de inducción, con-


cluimos que la igualdad del enunciado es cierta para todo n∈N. 2


La inducción matemática es un proceso demostrativo.


Considera la expresión 991n2+1. Si la evalúas para n= 1,2,3, . . . ,10000000, . . . no creo que los


valores resultantes de esta expresión sean cuadrados perfectos. ¿Debemos concluir que para


todo número natural n se verifica que 991n2 + 1 no es un cuadrado perfecto? Pues no. Entre


los números de la forma 991n2+1 hay cuadrados perfectos... ¡el valor mı́nimo de n para el cual


991n2+1 es un cuadrado es n = 12055735790331359447442538767!


Con eso te indico que hay que ser precavido: no basta comprobar la veracidad de una ex-


presión para unos cuantos valores de n para concluir que dicha expresión es cierta para todo n.


La historia de las matemáticas está llena de este tipo de errores.


1.2.1. Ejercicios propuestos


11. Demuestra que 3n−1 es divisible por 2 para todo n∈N.


12. Demuestra que cualquier conjunto de número naturales, con un número finito de ele-


mentos, contiene un número natural máximo.


13. Demuestra que la fórmula


2+4+6+ · · ·+2n= n2 +n+2
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cumple con el segundo paso del principio de inducción matemática. Esto es, si la fórmula


es verdadera para n, también lo es para n+1. Sin embargo, esta fórmula no es válida para


n = 1. ¿Qué deduces de esto?


14. Teorema del mapa de dos colores: si se traza en una hoja de papel ĺıneas rectas que em-


piezan y terminan en un borde de la hoja, este mapa puede ser coloreado con sólo dos


colores sin que ninguna región adyacente tenga el mismo color.


15. ¿Dónde está el error en el siguiente razonamiento?


A) En un conjunto formado por una única niña, todas los niñas de dicho conjunto tienen


el mismo color de ojos.


B) Supongamos que para todo conjunto formado por n niñas se verifica que todas las


niñas del conjunto tienen el mismo color de ojos.


Consideremos un conjunto formado por n+ 1 niñas. Quitamos una niña del conjunto y


nos queda un conjunto formado por n niñas, las cuales, por la hipótesis de inducción, tie-


nen el mismo color de ojos. Ahora devolvemos al conjunto la niña que habı́amos sacado y


sacamos otra. Volvemos a razonar como antes y deducimos que la niña que habı́amos sa-


cado también tiene el mismo color de ojos que las demás n niñas del conjunto. Por tanto


las n+ 1 niñas tienen todas ellas igual color de ojos. Como hay una niña con ojos azules,


deducimos que todas las niñas tiene ojos azules.


16. Prueba que para todo n∈N se verifica que:


1. Todos los números de la forma n3 +5n son múltiplos de 6.


2. Todos los números de la forma 32n−1 son múltiplos de 8.


3. Todos los números de la forma n5−n son múltiplos de 5.


4. 3 no divide a n3−n+1,


5. 1+
1
2


+
1
3


+
1
4


+ · · ·+ 1
2n > 1+


n
2


6. 1+
1


1 ·3 +
1


3 ·5 +
1


5 ·7 + · · ·+ 1
(2n−1)(2n+1)


=
n


2n+1


17. Dados n números positivos a1,a2, . . . ,an prueba que:


i)
a1


a2
+


a2


a3
+ · · ·+ an−1


an
+


an


a1
> n;


ii)
n


1/a1+1/a2+ · · ·+1/an
6


n
√


a1a2 · · ·an;


iii) (a1 +a2+ · · ·+an)


(
1
a1


+
1
a2


+ · · ·+ 1
an


)
> n2.


¿Cuándo las desigualdades anteriores son igualdades?


Sugerencia: Usar la desigualdad de las medias aritmética y geométrica.


18. Utiliza la desigualdad de las medias para probar que:


abn <


(
a+nb
n+1


)n+1


siendo a > 0, b > 0, a, b, y n∈N.
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Deduce que para todo número natural n se verifica que:


(
1+


1
n


)n


<


(
1+


1
n+1


)n+1


, y


(
1+


1
n+1


)n+2


<


(
1+


1
n


)n+1


19. Sea q∈N y a > 0. Prueba que el número
nq


(1+a)n es muy pequeño si n es muy grande.


20. Prueba que entre todos los rectángulos de peŕımetro dado el de mayor área es el cuadrado.


21. Prueba que entre todos los triángulos con un peŕımetro dado el que tiene mayor área es


el triángulo equilátero.


Sugerencia. La fórmula de Herón de Alejandŕıa establece que si p es el semipeŕımetro


de un triángulo de lados a, b y c, entonces el área, A, de dicho triángulo viene dada por


A =
√


p(p−a)(p−b)(p−c).


22. Calcula el rectángulo de mayor área inscrito en la elipse de ecuación
x2


a2 +
y2


b2 = 1, donde


a > 0, b > 0.
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Lección2


Funciones reales. Funciones elementales


En este curso se supone que ya tienes un conocimiento intuitivo de las funciones elementa-


les (exponencial, logaritmo natural, trigonométricas). En esta lección vamos a hacer un estudio


descriptivo de dichas funciones, es decir, no vamos a dar definiciones rigurosas de las mismas


y nos limitaremos a recordar sus propiedades más importantes.


2.1. Funciones reales


Las funciones son las herramientas principales para la descripción matemática de una situa-


ción real. Todas las fórmulas de la Fı́sica no son más que funciones: expresan cómo ciertas


magnitudes (por ejemplo el volumen de un gas) dependen de otras (la temperatura y la pre-


sión). El concepto de función es tan importante que muchas ramas de la matemática moderna


se caracterizan por el tipo de funciones que estudian. No es de extrañar, por ello, que el con-


cepto de función sea de una gran generalidad. Además, se trata de uno de esos conceptos cuyo


contenido esencial es fácil de comprender pero dif́ıcil de formalizar.


La idea básica de función es la siguiente. Supongamos que tenemos dos conjuntos A y B; una


función de A en B es una regla que a cada elemento de A asocia un único elemento de B.


En este curso estamos interesados principalmente en funciones entre conjuntos de números


reales, es decir, A y B son subconjuntos de R; con frecuencia B = R. Estas funciones se llaman


funciones reales de una variable real. En lo que sigue nos referiremos solamente a este tipo de


funciones y, si no se especifica otra cosa, se entiende que B = R. Por tanto, para darnos una


función nos deben decir, en principio, el subconjunto A de R donde suponemos que la función


está definida y la regla que asigna a cada número de A un único número real. El conjunto A
recibe el nombre de dominio de la función.


Las funciones se representan por letras. En la práctica las letras más usadas son f , g y h, pero


cualquiera otra es también buena. Si f es una función y x es un número que está en su dominio,


se representa por f (x) (léase “ f de x”) el número que f asigna a x, que se llama imagen de x por
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f . Es muy importante en este curso distinguir entre f (una función) y f (x) (un número real).


Es importante advertir que las propiedades de una función depende de la regla que la define


y también de su dominio, por ello dos funciones que tienen distintos dominios se consideran


distintas funciones aunque la regla que las defina sea la misma.


Criterio de igualdad para funciones. Dos funciones f y g son iguales cuando tienen igual do-


minio y f (x) = g(x) para todo x en el dominio común.


Notemos también que aunque estamos acostumbrados a representar a las funciones mediante


fórmulas, no siempre es posible hacerlo.


El sı́mbolo f : A→ R se utiliza para indicar que f es una función cuyo dominio es A (se supone,


como hemos dicho antes, que A es un subconjunto de R)


Veamos unos ejemplos sencillos.


a) Sea f : R→ R la función dada por f (x) = x2.


b) Sea g: R+ → R la función dada por g(x) = x2.


c) Sea h: R→ R la función dada por: h(x) =


{
0, si x∈Q
1, si x∈R\Q


d) Sea f (x) =
x3 +5x+6


x2−1


Según lo antes dicho, las funciones en a) y b) son distintas. Nótese que la función definida en


b) es creciente y la definida en a) no lo es.


La función definida en c) es llamada función de Dirichlet. Nótese que no es fácil calcular los


valores de dicha función porque no siempre se sabe si un número real dado es racional o irra-


cional. ¿Es e+π racional? Pese a ello la función está correctamente definida.


En d) no nos dan expĺıcitamente el dominio de f por lo que se entiende que f está definida


siempre que f (x) tenga sentido, es decir, siempre que, x2−1, 0, esto es, para x±1.


El convenio del dominio. Cuando una función se define mediante una fórmula f (x) = fórmula


y el dominio no es expĺıcito, se entiende que el dominio es el mayor conjunto de valores de x


para los cuales la expresión f (x) tiene sentido como número real. Éste es el llamado dominio


natural de la función. Si queremos restringir el dominio natural de alguna manera, entonces


debemos decirlo de forma expĺıcita.


Usaremos la notación dom( f ) para representar el dominio de una función f (dicho dominio


puede ser el natural o un subconjunto del mismo). El conjunto de todos los valores que toma


una función, { f (x) : x∈dom( f )}, suele llamarse rango o recorrido de f , o simplemente, la imagen


de f y lo representaremos por imagen( f ).


Ocurre que el dominio natural de muchas funciones es un intervalo o la unión de varios inter-


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático
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valos. Recordemos el concepto de intervalo y cuántos tipos diferentes hay.


2.1 Definición. Un conjunto I ⊆ R se llama un intervalo si siempre que dos números están en


I todos los números comprendidos entre ellos dos también están en I . El conjunto vacı́o, Ø, se


considera también como un intervalo.


Además de R y del Ø, hay los siguientes tipos de intervalos1.


Intervalos que tienen dos puntos extremos a y b (donde a6 b son números reales):


[a,b] = {x∈ R : a6 x6 b} ; (intervalo cerrado)


]a,b[ = {x∈ R : a < x < b} ; (intervalo abierto)


[a,b[ = {x∈ R : a6 x < b} ; (intervalo abierto a derecha y cerrado a izquierda)


]a,b] = {x∈ R : a < x6 b} ; (intervalo abierto a izquierda y cerrado a derecha)


Intervalos que tienen un único punto extremo c∈R llamado origen del intervalo:


]−∞,c[ = {x∈ R : x < c} ; (semirrecta abierta a la izquierda)


]−∞,c] = {x∈ R : x6 c} ; (semirrecta cerrada a la izquierda)


]c,+∞[ = {x∈ R : x > c} ; (semirrecta abierta a la derecha)


[c,+∞[ = {x∈ R : x> c} ; (semirrecta cerrada a la derecha)


Como es la primera vez que aparecen, hay que decir que los sı́mbolos +∞ (léase: “más infinito”)


y −∞ (léase: “menos infinito”); son eso: sı́mbolos. No son números. Cada vez que aparece uno


de ellos en una situación determinada hay que recordar cómo se ha definido su significado


para dicha situación. A veces, se escribe R=]−∞,+∞[.


La mayoŕıa de las funciones que vamos a usar en este curso pertenecen a la clase de las


funciones elementales. Se llaman ası́ porque pueden obtenerse a partir de ciertos tipos de fun-


ciones bien conocidas realizando las operaciones de suma, producto, cociente y composición


de funciones.


Dadas dos funciones f y g se define su función suma (resp. producto) como la función que a


cada número x∈dom( f )∩dom(g) asigna el número real f (x)+g(x) (resp. f (x)g(x)). Dicha función


se representa con el sı́mbolo f + g (resp. f g). Se define la función cociente de f por g como la


función que a cada número x∈dom( f )∩dom(g) con g(x) , 0 asigna el número real
f (x)
g(x)


. Dicha


función se representa con el sı́mbolo
f
g


. También podemos multiplicar una función f por un


número α para obtener la función α f que asigna a cada x∈dom( f ) el número α f (x). De todas


formas, el producto de un número por una función puede considerarse como un caso parti-


cular del producto de funciones, pues se identifica el número α con la función constante que


toma como único valor α.


Las propiedades de la suma y el producto de funciones son las que cabe esperar y su demostra-


ción es inmediata pues se reducen a las correspondientes propiedades de los números.


Cualesquiera sean las funciones f , g y h se verifica:


Propiedades asociativas. ( f +g)+h= f +(g+h); ( f g)h = f (gh)


1Este resultado, en apariencia evidente, no podrı́amos demostrarlo con las herramientas de que disponemos hasta


ahora.
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Propiedades conmutativas. f +g = g+ f ; f g = g f


Propiedad distributiva. ( f +g)h = f h+gh


Composición de funciones. Sean f y g son funciones verificando que imagen( f ) ⊂ dom(g). En


tal caso, la función h dada por h(x) = g( f (x)) para todo x∈dom( f ) se llama composición de g con


f y se representa por g◦ f . La composición de funciones es asociativa, esto es


(g◦ f )◦h= g◦ ( f ◦h)


Funciones inyectivas. Se dice que una función f es inyectiva en un conjunto A⊆ dom( f ), si en


puntos distintos de A toma valores distintos; es decir, x,y∈A y x , y, entonces f (x) , f (y). Se


dice que f es inyectiva cuando es inyectiva en dom( f ).


La función inversa de una función inyectiva. Si f es una función inyectiva, puede definirse una


nueva función f−1 : imagen( f ) → R que llamaremos función inversa de f , que a cada número


y∈ imagen( f ) asigna el único número x∈dom( f ) tal que f (x) = y. Equivalentemente f−1( f (x)) = x
para todo x∈dom( f ), y también f ( f−1(y)) = y para todo y∈dom( f−1) = imagen( f ).


Funciones monótonas. Se dice que una función f es creciente (resp. decreciente) en un con-


junto A⊆ dom( f ), si f conserva (resp. invierte) el orden entre puntos de A, es decir, si x,y∈A y


x6 y, entonces f (x) 6 f (y) (resp. f (x) > f (y)). Se dice que f es creciente (resp. decreciente) cuan-


do lo es en todo su dominio (A = dom( f )). Se dice que una función es monótona para indicar


que es creciente o decreciente. Una función monótona e inyectiva se dice que es estrictamente


monótona, pudiendo ser estrictamente creciente o estrictamente decreciente.


Gráfica de una función. La gráfica de una función f es el conjunto de pares de números {(x, f (x)) :
x∈dom( f )}.


La gráfica de una función pone de manifiesto, a simple vista, muchas de sus propiedades. Para


dibujar gráficas de funciones se precisan herramientas de cálculo que estudiaremos más ade-


lante.


2.2. Estudio descriptivo de las funciones elementales2


2.2.1. Funciones polinómicas y funciones racionales


Las funciones polinómicas o polinomios son las funciones de la forma


P(x) = c0 +c1x+c2x
2 + · · ·+cnxn


donde c0,c1, . . . ,cn son números reales llamados coeficientes del polinomio; n∈N es un número


natural que, si cn , 0, se llama grado del polinomio. Las funciones polinómicas tienen como


dominio natural de definición la totalidad de R aunque con frecuencia nos interesará estudiar


una función polinómica en un intervalo.


2El estudio de las funciones elementales que haremos aquı́ se complementa con el cuaderno de Mathematica que


está en http://www.ugr.es/local/fjperez/funciones elementales.nb.
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Mientras que la suma, el producto y la composición de funciones polinómicas es también


una función polinómica, el cociente de funciones polinómica da lugar a las llamadas funciones


racionales. Una función racional es una función de la forma:


R(x) =
P(x)
Q(x)


donde P (el numerador) y Q (el denominador) son polinomios y Q no es el polinomio constante


igual a 0. La función R tiene como dominio natural de definición el conjunto {x∈R : Q(x) , 0}.


Observa que las funciones polinómicas son también funciones racionales (con denominador


constante 1).


Es inmediato que sumas, productos y cocientes de funciones racionales son también funciones


racionales; y la composición de dos funciones racionales es también una función racional.


2.2.2. Raı́ces de un número real


Dados un número real x > 0 y un número natural k> 2, hay un único número real positivo,


z> 0, que verifica que zk = x. Dicho número real z se llama la raiz k-ésima o de orden k de x y


se representa por k
√


x o por x1/k.


Además, si y > 0, se verifica que:


i) x < y si, y sólo si, k
√


x < k
√


y


ii) k
√


xy= k
√


x k
√


y


Si x < 0 y k es impar se define k
√


x = − k
√
|x|


2.2.3. Potencias racionales


Dados x>0, p∈Z y q∈N, definimos xp/q= q√xp. Notemos que ( q
√


x)p= q√xp pues
(
( q√x)p)q= ( q√x)pq=


(
( q√x)q)p= xp


Naturalmente, si p/q = m/n donde m∈Z y n∈N, entonces se comprueba fácilmente que xp/q=


xm/n. En consecuencia, si r es un número racional podemos definir, sin ambigüedad alguna, la


potencia xr por xr = xp/q, donde p∈Z y q∈N son tales que r = p/q.


2.2.4. Logaritmos


Vamos a hacer un estudio descriptivo de estas funciones. Nos limitaremos a recordar sus


definiciones y propiedades básicas, dejando para más adelante un estudio riguroso de las mis-


mas.


Dado un número a > 0, a, 1, y un número x > 0, se define el logaritmo en base a de x como


el único número y∈R que verifica la igualdad ay = x. El logaritmo en base a de x se representa


por el sı́mbolo logax. Observa que, por definición, para todo x > 0 es aloga x = x.


El dominio de la función loga es R+, y su imagen es R. La función es estrictamente crecien-


te si a > 1 y estrictamente decreciente si a < 1. La propiedad básica de los logaritmos es que


convierten productos en sumas:


loga(xy) = logax+ logay (x > 0,y > 0)
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Los logaritmos decimales corresponden a tomar a = 10y los logaritmos naturales, también lla-


mados neperianos (en honor de John Napier 1550-1617), corresponden a tomar como base


el número e. El número e es un número irracional que puede aproximarse arbitrariamente


por números de la forma (1+ 1/n)n para valores grandes de n. Un valor aproximado de e es


2,7182818284.


En esta asignatura trabajaremos siempre, salvo que


1 2 3 4 5


-2


-1


1


Figura 2.1: Función loga(x), (a > 1)


expĺıcitamente se indique lo contrario, con la función


logaritmo natural, que notaremos log (la notación, ca-


da dı́a más en desuso, “ln”, para dicha función no será usa-


da en este curso).


Teniendo en cuenta que


logax =
logx
loga


(x > 0)


podemos deducir muy fácilmente las propiedades de


la función logaritmo en base a a partir de las propie-


dades de la función logaritmo natural.


2.2.5. Exponenciales


La función inversa de la función loga es la función exponencial de base a, que se representa por


expa. Por tanto, para cada x∈R, expa(x) es, por definición, el único número positivo cuyo logarit-


mo en base a es igual a x: loga(expa(x)) = x. Es fácil comprobar que si r∈Q entonces expa(r) = ar ,


por lo que se usa la notación expa(x) = ax.


El dominio de la función expa es R, y su imagen es R+. La


-1 1 2 3


5


10


15


20


Figura 2.2: Función expa(x), a > 0


función es estrictamente creciente si a > 1 y estrictamente


decreciente si a < 1. La propiedad básica de expa es que con-


vierten sumas en productos:


expa(x+y) = expa(x)expa(y) (x,y∈R)


Dos funciones exponenciales cualesquiera, expa y expb, están


relacionadas por la igualdad:


expb(x) = expa(xlogab) (x∈R)


La función exponencial de base e, inversa de la función logaritmo natural, se notará simple-


mente por exp. Por tanto exp(x) = ex. Con ello tenemos que:


xy = ey logx (x > 0,y∈R)


La letra e se eligió en honor del gran matemático Leonhard Euler (1707-1783). A primera vista


puede parecer que no hay razones particulares para llamar natural al número e. Las razones


matemáticas de esta elección se verán al estudiar la derivación. Sin embargo, hay muchos pro-


cesos de crecimiento que hacen del número e una base exponencial extremadamente útil e


interesante. Veamos unos ejemplos.
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2.2.5.1. Interés compuesto


Supongamos que invertimos un capital inicial, P, a una tasa de interés anual r (expresado en


tanto por uno), ¿cuánto dinero tendremos cuando hayan pasado k años? Respuesta: depende


de cómo se paguen los intereses. En el interés simple se paga el total de los intereses al terminar


la inversión, por lo que el interés total producido es igual a Prk, y el capital final será igual a


P(1+ rk).


Sin embargo, lo usual es que se paguen intereses en peŕıodos más cortos de tiempo. Estos in-


tereses se acumulan al capital inicial y producen, a su vez, nuevos intereses. Esto se conoce co-


mo interés compuesto. Por ejemplo, si el interés se paga n veces al año (trimestralmente (n = 4),


mensualmente (n = 12), etcétera) al final del primer peŕıodo tendremos P(1+ r/n), al final del


segundo P(1+ r/n)2; al final del primer año P(1+ r/n)n, al final del k-ésimo año tendremos


P(1+ r/n)nk.


Cuando n es muy grande, el número (1+ r/n)n es aproximadamente igual a er . Precisamente, si


los interese se acumulan instantáneamente al capital, lo que se conoce como interés compuesto


continuo, entonces el capital al final del k-ésimo año viene dado por P erk.


2.2.5.2. Crecimiento demográfico


Llamemos P0 la población mundial actual, y sea λ la tasa anual de crecimiento expresada en


tanto por uno, la cual suponemos que se mantiene constante. Notemos por P(t) la población


mundial pasados t años.


Pasado un año, la población será P(1) ≅ P0 + λP0 = (1+ λ)P0. Utilizamos el signo ≅ y no el =


porque hemos calculado el crecimiento de la población λP0 como si esta fuese constantemente


igual a P0 en todo el año, lo que no es correcto.


Obtendŕıamos un resultado más exacto si consideramos el crecimiento de la población men-


sualmente. Como la tasa de crecimiento mensual es λ/12, pasado un mes la población será (1+


λ
12)P0, y pasados doce meses P(1) ≅


(
1+


λ
12


)12


P0. El cálculo sigue siendo aproximado, pues la


población crece continuamente. Para obtener una mejor aproximación podŕıamos considerar


dı́as en vez de meses; en general si dividimos el año en n peŕıodos, obtendŕıamos como aproxi-


mación:


P(1) ≅


(
1+


λ
n


)n


P0


Cuanto mayor sea n menor será el error que cometemos. Si hacemos que n crezca indefinida-


mente, entonces el número


(
1+


λ
n


)n


se convierte en eλ, por lo que P(1) = eλ P0. Si el peŕıodo de


tiempo es de t años, entonces P(t) = P0eλt .


2.2.6. Función potencia de exponente real a


Se llama ası́ la función cuyo dominio es R+ que a cada x> 0 asigna el número xa. Puesto que


xa = exp(alogx), las propiedades de esta función se deducen con facilidad de las propiedades


de las funciones exponencial y logaritmo natural.
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2.2.7. Funciones trigonométricas


Vamos a hacer un estudio descriptivo de estas funciones. Nos limitaremos a recordar sus


definiciones y propiedades básicas, dejando para más adelante un estudio más riguroso de las


mismas.


La palabra tri-gono-metrı́a significa “medida de las figuras con tres esquinas”, es decir, de


los triángulos. La trigonometŕıa (plana) es el estudio de las relaciones entre las longitudes de los


lados de un triángulo (plano) y las medidas de sus ángulos. Por ello, las funciones trigonométri-


cas se definieron originalmente mediante triángulos rectángulos. No obstante, interesa definir


dichas funciones usando la circunferencia unidad, es decir, la circunferencia centrada en 0 y de


radio 1.


El concepto más especı́fico de la trigonometŕıa es el de medida de un ángulo. Para medir un


ángulo llevamos su vértice al origen y medimos la longitud del arco de la circunferencia unidad


que dicho ángulo intercepta, obtenemos ası́ un número que llamamos la medida (absoluta, es


decir no orientada) del ángulo en cuestión. Naturalmente, lo primero que hay que hacer para


medir cualquier cosa es elegir una unidad de medida. Pues bien, para medir ángulos suelen


usarse dos unidades de medida.


Hay una expresión que estamos acostumbrados a usar y cuyo significado conviene precisar.


Me refiero a la expresión: “una circunferencia de radio r”. Cuando empleamos dicha expresión


se sobreentiende que el radio r de la circunferencia es un número expresado en alguna unidad


de medida de longitudes. Es decir, la expresión “una circunferencia de radio r” presupone que


hemos fijado una unidad de medida con la cual hemos medido r.


2.2.7.1. Medida de ángulos


Medida de ángulos en grados Supongamos que tenemos una circunferencia de radio r. Para


medir ángulos en grados sobre dicha circunferencia lo que hacemos es tomar como unidad de


medida un arco cuya longitud sea igual a la longitud total de esa circunferencia (2πr) dividida


por 360. Un ángulo de un grado es el que intercepta en una circunferencia de radio r un arco


cuya longitud es igual a
2πr
360


.


Medida de ángulos en radianes Supongamos que tenemos una circunferencia de radio r. Para


medir ángulos en radianes sobre dicha circunferencia lo que hacemos es tomar como unidad


de medida un arco cuya longitud sea igual a la del radio. Un ángulo de un radián es el que


intercepta en una circunferencia de radio r un arco cuya longitud es igual a r.


Las palabras “grado” y “radián” se usan tanto para referirse a los respectivos ángulos como


a las medidas de sus arcos. Es ası́ como debes interpretar la expresión “la longitud total de


la circunferencia es 360 grados y también es igual a 2π radianes”. Seŕıa más exacto decir: “la


longitud total de la circunferencia es 360 veces la longitud de un arco de un grado y también es


igual a 2π veces la longitud de un arco de un radián”. Evidentemente, la longitud de un arco de


un radián es igual al radio de la circunferencia.


La relación entre grados y radianes viene dada por:


360 grados = 2π radianes


No hay que olvidar que grados y radianes no son otra cosa que unidades de medida de longitu-
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des, al igual que lo son el metro y el cent́ımetro. En la navegación y en la astronomı́a los ángulos


se miden en grados, pero en Cálculo es preferible medirlos en radianes porque se simplifican


las cuentas. Por ejemplo, la longitud de un arco de circunferencia se obtiene multiplicando la


longitud del radio de dicha circunferencia por la medida en radianes del ángulo que correspon-


de a dicho arco.


Observa que la ventaja de medir arcos en radianes es que, en tal caso, la misma unidad con


la que medimos el radio nos sirve para medir arcos. Por ejemplo, si el radio es 1 cent́ımetro el


radián también mide 1 cent́ımetro; mientras que la medida de un grado en cent́ımetros seŕıa


2π/360≃ 0,0174533.


Convenio de los ángulos: usar radianes De ahora en adelante, a menos que se establezca


expĺıcitamente otra unidad, supondremos que todos los ángulos están medidos en radianes.


2.2.7.2. Funciones seno y coseno


Hay dos funciones que suelen confundirse: el seno de un ángulo y el seno de un número.


En geometŕıa se habla del seno de un ángulo y en Cálculo usamos la expresión sen(
√


2) para


referirnos al seno del número
√


2. ¿Qué relación hay entre uno y otro? Antes que nada hay que


decir que tanto el seno de un ángulo como el seno de un número son números, pero mientras


que el seno de un ángulo tiene una sencilla definición geométrica, no es evidente, a priori,


cómo se puede definir el seno de un número.


La idea consiste en asociar a cada número un (único) ángulo y definir el seno del número


como el seno del ángulo que le corresponde. Es evidente que a cada número x > 0 le pode-


mos asignar de manera única un ángulo “enrollando” el segmento [0,x] sobre la circunferencia


unidad, en sentido contrario a las agujas del reloj, de forma que el origen de dicho segmento


coincida con el punto U = (1,0) de la circunferencia. Obtenemos ası́ un punto Px de la circun-


ferencia unidad. Pues bien, si las coordenadas de Px son (a,b), se define:


Px


U


longitud x


x


y


b


aO


senx = seno del ángulo(P̂xOU) = b


cosx = coseno del ángulo(P̂xOU) = a


Al ser igual a 2π la longitud de la circunferencia uni-


dad, es claro que Px+2π = Px, por lo que sen(x) =


sen(x+ 2π) y cos(x) = cos(x+ 2π). Observa también


que si 06 x< 2π, entonces la medida en radianes del


ángulo P̂xOU es igual a x, es decir:


sen(x) = seno del ángulo de x radianes (06 x < 2π)


Si x < 0 podemos proceder con el segmento [x,0] de forma análoga a la anterior, con la di-


ferencia de que ahora enrollamos dicho segmento sobre la circunferencia unidad en el sentido


de las agujas del reloj, de forma que su extremo 0 coincida con el punto U = (1,0) de la circun-


ferencia. Obtenemos ası́ un punto Px = (c,d) de la circunferencia unidad y se define, igual que


antes sen(x) = d, cos(x) = c. Es fácil ver que si Px = (c,d), entonces P−x = (c,−d). Resulta ası́ que


sen(x) = −sen(−x) y cos(x) = cos(−x).
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-1


1


0 π 2π−π−2π


y = senx


Observación


Podemos definir la función seno en grados sin más que interpretar que x es la medida en


grados del ángulo que le corresponde. El hecho de que se use la misma notación para ambas


funciones es la causa de muchos errores. Si notamos seno(x) el valor del seno del ángulo cuya


media es x grados, y notamos senr(x) el valor del seno del ángulo cuya media es x radianes (es


decir, la función que hemos definido antes); la relación entre ambas funciones viene dada por:


seno(x) = senr
2πx
360


= senr
πx
180


Es frecuente que seno(x) se escriba como senxo. Por ejemplo sen(45o). A esta mala notación se


deben las dudas que a veces surgen sobre el significado de senx y que llevan a preguntar: “¿está x
en grados o en radianes?”, cuando lo que realmente debeŕıa preguntarse es “¿se trata de seno(x)


o de senr(x)?”; porque, en ambos casos, x es tan sólo un número al que no hay por qué ponerle


ninguna etiqueta.


Insistimos, una última vez: en este curso de Cálculo el número senx significará siempre senr x.


Por tanto sen(π/4) , sen(45) (pero sen(π/4) = seno(45)).


2.2.7.3. Propiedades de las funciones seno y coseno


Las funciones seno y coseno son funciones reales cuyo dominio es todo R. Las identidades


básicas que dichas funciones verifican son:


sen2x+cos2x = 1 (x∈R)


Como se ha dicho antes, las funciones seno y coseno son periódicas de peŕıodo 2π:


sen(x+2π) = senx, cos(x+2π) = cosx (x∈R)


La función seno es impar y la función coseno es par:


sen(−x) = −senx, cos(−x) = cosx (x∈R)


Todas las propiedades anteriores se deducen fácilmente de las definiciones dadas. Las siguien-


tes igualdades, conocidas como fórmulas de adición, se probarán más adelante:


sen(x+y) = senxcosy+cosxseny


cos(x+y) = cosxcosy−senxseny


La función seno se anula en los múltiplos enteros de π, es decir, en los puntos de la forma kπ
donde k es un entero cualquiera. La función coseno se anula en los puntos de la forma kπ+π/2
donde k es un entero cualquiera.
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Las funciones tangente y secante, que se representan por tg y secson las funciones definidas


en el conjunto R\ {kπ + π/2 : k∈Z} = {x∈R : cosx, 0}, por:


tgx =
senx
cosx


, secx =
1


cosx


Las funciones cotangente y cosecante, que se representan por cotgy cscson las funciones defi-


nidas en el conjunto R\ {kπ : k∈Z} = {x∈R : senx, 0}, por:


cotgx =
cosx
senx


, cscx =
1


senx


Las propiedades de estas funciones se deducen con facilidad de las propiedades del seno y del


coseno. Por ejemplo, tg(x) = tg(x+ π); es decir, la función tangente es periódica de peŕıodo π.


2.2.7.4. Las funciones arcoseno, arcocoseno y arcotangente


Lo primero que hay que decir es que ninguna de las funciones “seno”, “coseno”, “tangente”,


es inyectiva pues todas ellas son periódicas y, por tanto, toman cada uno de sus valores en


infinitos puntos; en consecuencia, ninguna de ellas tiene inversa. Por tanto, no debe decirse


que las funciones arcoseno, arcocoseno, arcotangente sean las funciones inversas del seno, del


coseno o de la tangente: eso no es cierto. Hecha esta observación imprescindible, pasemos a


definir dichas funciones.


La función seno es estrictamente creciente en el intervalo [−π/2,π/2] y en dicho intervalo


toma todos los valores comprendidos entre −1 y 1, sen([−π/2,π/2]) = [−1,1]. En consecuencia,


dado un número x∈ [−1,1] hay un único número y∈ [−π/2,π/2] tal que seny = x; dicho núme-


ro y se representa por arcsenx y se llama el arcoseno de x. Es decir, el arcoseno es la función


arcsen :[−1,1] → R definida por sen(arcsenx) = x y − π
2 6 arcsenx 6 π


2 . Observa que la igualdad


arcsen(senx) = x, es cierta si, y sólo si, −π/26 x6 π/2.


-1 1


y = arcsenx


π
2


−π
2


Figura 2.3: Función arcsenx


-1 1


y = arccosx


π


π/2


Figura 2.4: Función arccosx


La función coseno es estrictamente decreciente en el intervalo [0,π] y en dicho intervalo toma


todos los valores comprendidos entre −1 y 1. Por tanto, dado un número x∈ [−1,1], hay un


único número y∈ [0,π] tal que cosy = x; dicho número y se representa por arccosx y se llama


arcocoseno de x. Es decir, arcocoseno es la función arccos:[−1,1] → R dada por cos(arccosx) = x
y 06 arccosx6 π. Observa que la igualdad arccos(cosx) = x, es cierta si, y sólo si, 06 x6 π.
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La función tangente es estrictamente creciente en el intervalo ]−π/2,π/2[ y en dicho inter-


valo toma todos los valores reales, tg(]−π/2,π/2[) = R. En consecuencia, dado un número x∈R,


hay un único número y∈]−π/2,π/2[ tal que tgy = x; dicho número y se representa por arctgx y


se llama el arcotangente de x. Es decir, el arcotangente es la función:


arctg :R→ R definida por: tg(arctgx) = x, −π
2


< arctgx <
π
2
.


Observa que la igualdad arctg(tgx) = x, es cierta si, y sólo si, −π/2 < x < π/2.


y = arctgx
π
2


−π
2


2.2.8. Las funciones hiperbólicas


Hay algunas combinaciones de las funciones exp(x) y exp(−x) que aparecen con tanta frecuen-


cia que se les da nombre propio. Ellas son las funciones seno hiperbólico, representada por senh,
y coseno hiperbólico, representada por cosh, y están definidas para todo x∈R por:


coshx =
ex+e−x


2
, senhx =


ex−e−x


2


-2 -1 1 2


-3


-2


-1


1


2


3


y = senhx


-2 -1 1 2


1.5


2


2.5


3


3.5


y = coshx


Propiedades de las funciones seno hiperbólico y coseno hiperbólico


Las funciones seno hiperbólico y coseno hiperbólico son funciones reales cuyo dominio es todo


R. La identidad básica que dichas funciones verifican es:


cosh2x−senh2 x = 1 (x∈R)
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La función seno hiperbólico es impar y la función coseno hiperbólico es par:


senh(−x) = −senhx, cosh(−x) = coshx (x∈R)


La función seno hiperbólico es estrictamente creciente en R. La función coseno hiperbólico es


estrictamente creciente en R+
o .


Todas las propiedades anteriores se deducen fácilmente de las definiciones dadas.


La función tangente hiperbólica que se representa por tghes la función definida para todo x∈R
por:


tghx =
senhx
coshx


=
ex−e−x


ex+e−x


-4 -2 2 4


-1


1


y = tghx


De forma análoga se definen las funciones cotangente, secante y cosecante hiperbólicas.


2.2.8.1. Las funciones hiperbólicas inversas


La función seno hiperbólico es una biyección de R sobre R cuya inversa, representada por,


argsenh, (léase argumento seno hiperbólico) viene dada por:


argsenhx = log(x+
√


x2 +1) (x∈R)


-4 -2 2 4


-2


-1


1


2


y = argsenhx


1 2 3 4


1


2


y = argcoshx


La función tangente hiperbólica es una biyección de R sobre el intervalo ]−1,1[ cuya inversa,


representada por, argtgh, (léase argumento tangente hiperbólica) es la función definida en el


intervalo ]−1,1[ por:


argtghx =
1
2


log


(
1+x
1−x


)
(−1 < x < 1)


La función coseno hiperbólico es inyectiva en R+
o y su imagen es la semirrecta [1,+∞[. La fun-


ción, definida en [1,+∞[, que a cada número x>1asigna el único número y> 0 tal que coshy= x,


se llama argumento coseno hiperbólico, se representa por, argcosh, y viene dada por:


argcoshx = log(x+
√


x2−1) (x> 1)
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-1 1


-2


-1


1


2


y = argtghx


La razón de por qué estas funciones se llaman hiperbólicas es que, al igual que los puntos de


la circunferencia unidad pueden representarse en la forma (cost,sent), los puntos en la rama


derecha de la hipérbola unitaria x2−y2 = 1 pueden representarse como (cosht,senht).


Naturalmente, la importancia de las funciones trigonométricas procede de que multitud de


fenómenos naturales son de naturaleza ondulatoria. Todos sabéis lo que es un electrocardio-


grama; pues bien, la gráfica que aparece en ese informe cĺınico no es más que superposiciones


de gráficas de senos y cosenos.


Las funciones hiperbólicas, por su parte, también sirven para describir el movimiento de


ondas en sólidos elásticos, o la forma que adoptan los cables eléctricos colgantes. Hay una her-


mosa curva llamada catenaria cuya ecuación es de la forma y = acosh(x/a) (donde se entiende


que a es una constante). La catenaria es la forma que adopta una cadena perfectamente flexible


suspendida de sus extremos y bajo la acción de la gravedad.


2.2.9. Ejercicios propuestos


23. Compara alogb con bloga.


24. Resuelve
1


logx(a)
=


1
logb(a)


+
1


logc(a)
+


1
logd(a)


25. ¿Es correcto escribir log(x−1)(x−2) = log(x−1)+ log(x−2)?


26. Prueba que log(x+
√


1+x2)+ log(
√


1+x2−x) = 0.


27. Resuelve x
√


x = (
√


x)x.


28. Simplifica las expresiones alog(loga)/ loga, loga(loga(a
ax


)).


29. Resuelve el sistema: 7(logyx+ logx y) = 50, xy= 256. Se supondrá que x > y > 1.


30. Indica cuál de los dos números 12̇345̇6763̇345̇68 y 12̇345̇6863̇345̇67 es el mayor.


31. Calcula los valores de x para los que se verifica la igualdad:


logx(10)+2log10x(10)+ log190x(70) = 0
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32. Sea f : R+ → R una función que verifica las propiedades:


1. f (xy) = f (x)+ f (y) para todos x,y en R+;


2. f (x)>0 para todo x>1;


3. f (e) = 1.


Demuestra que f (x) = log(x) para todo x∈R+.


Sugerencias: a) Prueba primero que f es creciente y que f (er) = r para todo r∈Q.


b) Sea ϕ(x) = f (exp(x)). Justifica que ϕ es estrictamente creciente. Supón que hay algún


número a tal que ϕ(a) , a y deduce una contradicción (utiliza que entre dos números


reales cualesquiera siempre hay algún número racional).


33. Prueba las igualdades siguientes.


cos(arctgx) =
1√


1+x2
sen(arctgx) =


x√
1+x2


tan(arcsenx) =
x√


1−x2
∀x∈]−1,1[, arccosx+arcsenx =


π
2


∀x∈ [−1,1]


34. Sean a,b∈R tales que a2+b2 = 1, a,−1. Definamos ϑ = 2arctg
b


a+1
. Prueba que cosϑ = a,


senϑ = b.


35. Prueba por inducción la siguiente igualdad.


sen
x
2


(senx+sen2x+ · · ·+sennx) = sen
nx
2


sen
n+1


2
x


36. Prueba que tg(x+y) =
tgx+ tgy


1− tgx tgy
. ¿Qué excepciones hay que hacer?.


37. Indica para qué valores de x e y se verifica la igualdad arctgx+arctgy = arctg
x+y
1−xy


.
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Lección3


Números complejos. Exponencial compleja


Introducción


Los números complejos son una herramienta básica de cálculo. Son especialmente útiles


para trabajar con funciones sinusoidales, y por eso se hace uso constante de ellos siempre que


representamos una señal por medio de dichas funciones, y no hay que olvidar que ése es el


propósito básico de los “métodos de Fourier”. La Transformada de Fourier Discreta, una herra-


mienta fundamental en el tratamiento digital de señales, toma valores complejos. Las transfor-


madas de Fourier y de Laplace son funciones complejas. La transformada z, al igual que otras


transformadas de uso frecuente, se define como una serie de números complejos. La función


exponencial compleja desempeña un papel fundamental en el estudio de los sistemas LTI (sis-


temas lineales invariantes en el tiempo) y también en la teoŕıa de las ecuaciones diferenciales


lineales.


3.1. Operaciones básicas con números complejos


3.1 Definición. Consideremos en el conjunto R2 las operaciones de adición y producto defini-


das por


(a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d)


(a,b)(c,d) = (ac−bd,ad+bc)


Es muy fácil comprobar las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva de las opera-


ciones ası́ definidas. El elemento neutro de la suma es (0,0) y (1,0) es la unidad del producto.


Además, (−a,−b) es el opuesto de (a,b), y todo (a,b) , (0,0) tiene inverso


(a,b)


(
a


a2 +b2 ,
−b


a2 +b2


)
= (1,0)


Todas estas propiedades se resumen diciendo que (R2,+, ·) (léase “el conjunto R2 con las ope-


raciones de adición y producto”) es un cuerpo. Dicho cuerpo se representa simbólicamente por


C y sus elementos se llaman números complejos.
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Comentarios a la definición.


A los elementos de R2 se les llama unas veces pares ordenados de números reales, otras vec-


tores o puntos y también números complejos. La razón de esto es que en R2 conviven varias


estructuras cada una con su terminologı́a propia. Por eso a los elementos de R2 se les llama


vectores si se está considerando la estructura de espacio vectorial, puntos si fijamos la atención


en la estructura topológica o af́ın, pares ordenados cuando estamos pensando enR2 como con-


junto sin ninguna estructura particular y números complejos cuando se considera la estructura


de cuerpo antes definida. Ocurre que estos términos se usan a veces en un mismo párrafo lo


que puede resultar confuso. La regla que debes tener siempre presente es que todo concep-


to matemático tiene sentido propio dentro de una determinada estructura matemática. Por


ello, a un elemento de R2 se le llama número complejo cuando se va a usar el producto antes


definido que es lo que en realidad distingue a los números complejos de los vectores de R2.


3.1.1. Forma cartesiana de un número complejo


El sı́mbolo usual (a,b) para representar pares ordenados no es conveniente para represen-


tar el número complejo (a,b). Para convencerte calcula (1,−1)4. Representaremos los números


complejos con un simbolismo más apropiado. Para ello hacemos la identificación (a,0) = a y el


número complejo (0,1) lo representaremos por i. Con ello tenemos que


i 2 = (0,1)(0,1) = (−1,0) = −1


Ahora podemos escribir


(a,b) = (a,0)+ (0,b) = (a,0)+ (b,0)(0,1) = a+bi


Se dice que a es la parte real y b es la parte imaginaria del número complejo z = a+ ib y


escribimos a = Re(z), b = Im(z). El producto ahora es muy fácil de recordar pues


(a+ ib)(c+ id) = ac+ i2bd+ i(ad+bc) = ac−bd+ i(ad+bc)


3.1.1.1. Comentarios a la definición usual i =
√
−1


Acabamos de ver que i2 = −1 pero eso no nos permite escribir ası́, sin más ni más, que


i =
√
−1. Fı́jate lo que ocurre si ponemos i =


√
−1 y manejamos ese sı́mbolo con las reglas a las


que estamos acostumbrados:


i2 = −1 = i i =
√
−1


√
−1 =


√
(−1)(−1) =


√
1 = 1


Luego 1 = −1. Por tanto, las matemáticas son contradictorias y aquı́ hemos acabado.


Naturalmente, el error, procede de que estamos haciendo disparates. Fı́jate que en la expre-


sión
√
−1 no puedes interpretar que −1 es el número real −1 (porque, como sabes, los números


reales negativos no tienen raı́z cuadrada real), sino que tienes que interpretar −1 como el núme-


ro complejo −1 (espero que ya tengas clara la diferencia). Resulta ası́ que estamos usando raı́ces


de números complejos sin haberlas definido y dando por supuesto que dichas raı́ces verifican las


mismas propiedades que las de los números reales positivos.
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Antes de escribir
√
−1 hay que definir qué significa


√
z para z∈C. Cuando lo hagamos ve-


remos ¡sorpresa! que la igualdad
√


z
√


w =
√


zw, válida cuando z,w∈R+, no es cierta en general


cuando z,w∈C.


Todavı́a más disparatado es definir i =
√
−1sin ni siquiera haber definido antes los números


complejos. Sin embargo, y aunque parezca mentira, en muchos textos se define (porque sı́, sin


más explicaciones) i =
√
−1 y a continuación se dice que los números de la forma a+ ib son los


números complejos. No es de extrañar que luego resulte que 1 = −1.


3.1.1.2. No hay un orden en C compatible con la estructura algebraica


Al ampliar R a C ganamos mucho pero también perdemos algo. Te recuerdo que R tiene dos


estructuras: la algebraica y la de orden. Ambas estructuras están armoniosamente relacionadas.


Pues bien, en C no hay nada parecido. Podemos definir relaciones de orden en C, pero no hay


ninguna de ellas que sea compatible con la estructura algebraica. Es decir, es imposible definir


un concepto de número complejo positivo de forma que la suma y el producto de complejos


positivos sea positivo. Por ello no se define enC ningún orden. Ası́ que ya sabes: ¡nunca escribas


desigualdades entre números complejos! Naturalmente, puedes escribir desigualdades entre


las partes reales o imaginarias de números complejos, porque tanto la parte real como la parte


imaginaria de un número complejo son números reales.


3.1.2. Representación gráfica. Complejo conjugado y módulo


Es usual interpretar el número complejo x+ iy como el vector del plano (x,y) y, en ese sen-


tido, se habla del plano complejo. El eje horizontal recibe el nombre de eje real, y el eje vertical


recibe el nombre de eje imaginario. Si z= x+ iy es un número complejo (con x e y reales), en-


z = a + i b


a


b


z̄ = a − i b


|z|


Figura 3.1: Representación de un número complejo


tonces el conjugado de zse define como:


z= x− iy


y el módulo o valor absoluto de z, se define como:


|z| =
√


x2 +y2


Geométricamente, z es la reflexión de z respecto al eje real, mientras que |z| es la distancia


eucĺıdea del punto (x,y) a (0,0) o, también, la longitud o norma eucĺıdea del vector (x,y) (ver


figura 3.1). La distancia entre dos números complejos zy w se define como |z−w|.
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La representación gráfica de la suma es conocida. Dos números complejos z= a+ ib y w =


c+ id determinan un paralelogramo cuya diagonal (ver figura 3.2) es z+w. Se comprueba fácil-


z


a


w


c


z + w


a + c


Figura 3.2: Suma de números complejos


mente que si zy w son números complejos se verifica que z= z, z+w = z+w y zw= zw.


La igualdad |z|2 = zz que se deduce directamente de la definición de módulo de un número


complejo, permite probar con facilidad que para todos z,w∈C es


a) |zw| = |z| |w| y b) |z+w| 6 |z|+ |w|


También son de comprobación inmediata las desigualdades


máx{|Rez| , |Imz|} 6 |z| 6 |Rez|+ |Imz| (3.1)


3.1.3. Forma polar y argumentos de un número complejo


El uso de coordenadas polares en el plano facilita mucho los cálculos con productos de


números complejos. Para cualquier número complejo z= x+ iy , 0 podemos escribir


z= |z|( x
|z| + i


y
|z|)


Como (
x
|z| ,


y
|z| ) es un punto de la circunferencia unidad, puede escribirse en la forma


(
x
|z| ,


y
|z| ) = (cosϑ,senϑ)


para algún número ϑ∈R. Resulta ası́ que


z= |z|(cosϑ+ i senϑ)


Esta forma de expresar un número complejo recibe el nombre de forma polar, cuya interpre-


tación gráfica vemos en la figura siguiente.


Dado z∈C, z, 0, hay infinitos números t∈R que verifican la igualdad z= |z| (cost,sent) cual-


quiera de ellos recibe el nombre de argumento de z. El conjunto de todos los argumentos de


un número complejo no nulo se representa por Arg(z).


Arg(z) = {t∈R : z= |z|(cost + i sent)}
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Cálculo diferencial e integral







Forma polar y argumentos de un número complejo 30


z


|z|


ϑ


Figura 3.3: Forma polar de un número complejo


Observa que


s, t∈Arg(z) ⇐⇒
{


cos(t) = cos(s)


sin(t) = sin(s)


}
⇐⇒ s= t +2kπ para algún k∈Z


Por tanto, conocido un argumento to∈Arg(z) cualquier otro es de la forma to + 2kπ para algún


k∈Z, es decir, Arg(z) = to +2πZ.


De entre todos los argumentos de un número complejo z, 0hay uno único que se encuentra


en el intervalo ]− π,π], se representa por arg(z) y se le llama argumento principal de z. No es


dif́ıcil comprobar que el argumento principal de z= x+ iy , 0 viene dado por:


arg(z) =









arctg(y/x)−π si y < 0, x < 0


−π/2 si y < 0, x = 0


arctg(y/x) si x > 0


π/2 si y > 0, x = 0


arctg(y/x)+ π si y> 0, x < 0


Observaciones a la definición de argumento principal


Puede parecer un poco extraña la forma de elegir el argumento principal de un número


complejo. La elección que hemos hecho supone que medimos ángulos en el semiplano supe-


rior de 0 a π y en el semiplano inferior de 0 a −π.


Fı́jate que si tomas un número complejo que esté situado en el tercer cuadrante z = x+ iy


con x < 0,y < 0 y supones que y es próximo a 0, su argumento principal está próximo a −π, y si


tomas un número complejo que esté situado en el segundo cuadrante, w= x+ iv con x< 0,v> 0,


y supones que v es próximo a 0, su argumento principal está próximo a π. Además, la distancia


|w−z| = |v−y| = v− y es tan pequeña como quieras. Esto nos dice que el argumento principal


tiene una discontinuidad en el eje real negativo: salta de −π a π cuando atravesamos dicho eje


desde el tercer al segundo cuadrante.


Peor todavı́a dirás. Hasta cierto punto. Primero, la discontinuidad es inevitable. Si queremos


elegir argumentos en un intervalo de longitud 2π, digamos [α,α + 2π[, entonces dichos argu-


mentos saltan de α a α+2π cuando atravesamos la semirrecta (x,y) = ρ(cosα,senα), (ρ > 0). En


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático
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particular, si tomamos argumentos en el intervalo [0,2π[ (cosa que, a primera vista, parece lo


razonable) nos encontramos con que entonces se produce una discontinuidad de dichos argu-


mentos en el eje real positivo. Bien, sucede que la extensión a C de algunas funciones definidas


enR+ (el logaritmo, las raı́ces) hace intervenir el argumento principal. Naturalmente, queremos


que dichas extensiones sigan siendo continuas en R+ y ello justifica que tengamos que tomar


argumentos principales de la forma en que lo hemos hecho: porque preferimos introducir una


discontinuidad en R− a perder la continuidad en R+.


3.1.3.1. Fórmula de De Moivre


Veamos cómo la forma polar permite hacer fácilmente productos de números complejos.


Consideremos dos números complejos no nulos escritos en forma polar.


z= |z|(cosϑ+ i senϑ)


w = |w| (cosϕ+ i senϕ)


Entonces


zw= |z| |w|(cosϑ+ i senϑ)(cosϕ+ i senϕ) =


= |zw| [(cosϑcosϕ−senϑsenϕ)+ i(senϑcosϕ+cosϑsenϕ)] =


= |zw|(cos(ϑ+ ϕ)+ i sen(ϑ+ ϕ))


Es decir: para multiplicar dos números complejos se multiplican sus módulos y se suman sus


argumentos.


Ası́ pues, el producto de dos números complejos es geométricamente un giro (pues se su-


man los argumentos de los números que estamos multiplicando) seguido de una homotecia (el


producto de los módulos de ambos números).


Acabamos de ver que si z,w∈C∗, ϑ∈Arg(z) y ϕ∈Arg(w), entonces ϑ+ ϕ∈Arg(z+w). Es ahora


fácil demostrar mediante inducción la siguiente fórmula, muy útil, conocida como fórmula de


De Moivre.


3.2 Proposición (Fórmula de De Moivre). Si zes un complejo no nulo, ϑ es un argumento de zy


n es un número entero, se verifica que nϑ∈Arg(zn), es decir:


zn =
(
|z|(cosϑ+ i senϑ)


)n
= |z|n (cosnϑ+ i sennϑ), ϑ∈Arg(z), n∈Z


3.1.4. Raı́ces de un número complejo


Se trata ahora de resolver la ecuación wn = z donde n es un número natural, n> 2, y z, 0 es


un número complejo conocido. Escribamos w en forma polar:


w = |w| (cosϕ+ i senϕ)


Ahora, usando la fórmula de De Moivre, podemos escribir la ecuación wn = z en la forma equi-


valente:


wn = |w|n (cosnϕ+ i sennϕ) = |z|(cosϑ+ i senϑ)
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Donde ϑ = argz. Esta igualdad se da cuando |w|n = |z| y nϕ = ϑ + 2kπ donde k ∈ Z. Deducimos


que |w|= n
√
|z| (ojo: se trata de la raı́z n–ésima de un número positivo, cosa ya conocida). Ahora


bien, para cualquier número ϕk de la forma ϕk = (ϑ+2kπ)/n tenemos un número complejo


wk = n
√
|z|(cosϕk + i senϕk)


tal que (wk)
n = z. Como una ecuación polinómica de grado n no puede tener más de n solucio-


nes, se sigue que distintos valores de k deben dar lugar al mismo número wk. Veamos:


wk = wq ⇔ ϕk−ϕq = 2mπ ⇔ k−q = nm


Es decir, si k y q dan el mismo resto al dividirlos por n entonces wk = wq. Deducimos que para


k = 0,1,2, . . . ,n−1 obtenemos wk distintos y cualquier otro wq es igual a uno de ellos. Por tanto


hay n raı́ces n–ésimas distintas de z.


Hemos obtenido que las n raı́ces n–ésimas de zvienen dadas por


zk = |z|1/n
(


cos
argz+2kπ


n
+ i sen


argz+2kπ
n


)
k = 0,1,2, . . . ,n−1


Observa que definiendo u = cos(2π/n) + i sen(2π/n), los números u0 = 1, u, u2, . . . ,un−1 son las


raı́ces n–ésimas de la unidad. Podemos escribir las raı́ces n–ésimas de z en la forma zk = z0uk.


Como multiplicar por u es un giro de amplitud 2π/n, deducimos que las n raı́ces de z se ob-


tienen girando la raı́z n–ésima principal, z0, con giros sucesivos de amplitud 2π/n. Es decir, si


representamos todas las raı́ces n–ésimas de zobtenemos n puntos sobre una circunferencia de


centro (0,0) y radio n
√
|z| que forman un poĺıgono regular de n lados.


Figura 3.4: Raı́ces novenas de la unidad


De entre todas las raı́ces n–ésimas de zvamos a designar con el sı́mbolo n
√


za la raı́z n-ésima


principal, que está definida por


n
√


z= |z|1/n
(


cos
argz


n
+ i sen


argz
n


)


Observa que en el caso particular de que z sea un número real positivo, entonces la raı́z prin-


cipal de z (considerado como número complejo) coincide con la raı́z de z (considerado como


número real positivo).


En general no es cierto que dados dos números complejos zy w entonces el producto de las


raı́ces n-ésimas principales de z y de w sea igual a la raı́z n-ésima principal de zw. Lo que sı́ es
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cierto es que el producto de dos raı́ces n-ésimas cualesquiera de zy de w es una raı́z n-ésima de


zw. Por tanto, n
√


z n
√


w, es una raı́z n-ésima de zwpero no tiene por qué ser la principal.


Es fácil probar que


n
√


z n√w = n
√


zw⇐⇒−π < arg(z)+arg(w) 6 π ⇐⇒ arg(zw) = arg(z)+arg(w)


Si Rez> 0 Rew > 0, entonces −π < arg(z)+arg(w) < π por lo que, en este caso, n
√


z n
√


w = n
√


zw.


Para n = 2,z= w = −1, como arg(−1) = π, tenemos que


√
−1 = cos(π/2)+ i sen(π/2) = i


En este caso √
−1


√
−1 = i i = −1,


√
(−1)(−1) =


√
1 = 1


es decir
√
−1


√
−1 = −1 es una raı́z cuadrada de 1 (porque 1 = (−1)(−1)) pero no es la raı́z


cuadrada principal de 1.


Ahora ya sabes dónde está el error en lo que sigue:


−1 = i 2 = i i =
√
−1


√
−1 =


√
(−1)(−1) =


√
1 = 1


3.1.5. Ejercicios propuestos


38. Realiza las operaciones indicadas y expresa el resultado en la forma a+ ib.


i) (7−2i)(5+3i) ii) (i −1)3 iii) (1+ i)(2+ i)(3+ i) iv)
3+ i


2+ i


v)
(4− i)(1−3i)


−1+2i
vi) (1+ i)−2 vii)


1+2i
2− i


viii) i2(1+ i)3


39. Calcula la parte real e imaginaria de las funciones:


a) f1(z) = z2 b) f2(z) = z3 c) f3(z) =
1
z


d) f (z) =
1


1+z2 e) f4(z) =
z+ i
z− i


40. Calcula las siguientes cantidades.


a) |(1+ i)(2− i)| b)


∣∣∣∣
4−3i


2− i
√


5


∣∣∣∣ c)
∣∣(1+ i)20


∣∣ d)
∣∣∣
√


2+ i(
√


2+1)
∣∣∣


41. Calcula los números complejos z tales que
1+z
1−z


es:


a) Un número real; b) Un número imaginario puro.


42. Expresa en forma polar los siguientes números complejos.


a) −
√


3− i b) −
√


3+ i c)
3√
3+ i


d)
1+ i


√
3


(1+ i)2
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43. Expresa los siguientes números en la forma a+ ib:


a) (−1+ i
√


3)11 b)


(
1+ i
1− i


)5


c)


(
1+ i


√
3


1− i


)6


d) (−
√


3+ i)13


44. Supuesto que |z| = 1, prueba que


arg


(
z−1
z+1


)
=


{
π/2 si Imz> 0


−π/2 si Imz< 0


45. Resuelve la ecuación cuadrática az2 +bz+c= 0 donde a,b,c, son números complejos co-


nocidos y a, 0.


46. Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:


a) z3 = 1+ i b) z4 = i c) z3 = −1+ i
√


3 d) z8 = 1 e) z2 +
√


32iz−6i = 0


47. Calcula las soluciones de las ecuaciones:


a) z4 +2z3+7z2−18z+26= 0; b) z4 +(1+2i)z2+2i = 0


48. Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:


|z+w|2+ |z−w|2 = 2(|z|2 + |w|2) (z,w∈ C)


y explica su significado geométrico.


49. Prueba que


∣∣∣∣
z−a


1−az


∣∣∣∣< 1 si |z| < 1 y |a| < 1 y también si |z| > 1 y |a| > 1.


Sugerencia: Una estrategia básica para probar desigualdades entre módulos de números


complejos consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de la desigualdad.


50. Sea x un número real que no es múltiplo entero de 2π. Prueba las igualdades


a) 1+cosx+cos2x+ · · ·+cosnx = cos
(n


2
x
) sen


(
n+1


2
x


)


sen
(x


2


)


b) senx+sen2x+ · · ·+sennx = sen
(n


2
x
) sen


(
n+1


2
x


)


sen
(x


2


)


Sugerencia: Si llamamos A a la primera suma y B a la segunda, calcula A+ iB haciendo


uso de la fórmula de De Moivre.


51. Haciendo uso de la fórmula de De Moivre prueba que:


1. sen3ϕ = 3 senϕ−4 sen3ϕ;


2. cos4ϕ = 8 cos4ϕ−8 cos2ϕ+1.


54. Representa gráficamente los conjuntos de números complejos zque verifican:


|z−3| 6 3; 2< |z− i| 6 3; |argz| < π/6; |z− i|+ |z+ i| = 4


|z−1| = |z−2i| ;
∣∣∣∣


z− i
z+2i


∣∣∣∣= 2; Im(z2) > 6; |z− i| = Imz+1
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Cálculo diferencial e integral







Funciones elementales complejas 35


3.2. Funciones elementales complejas


Las funciones complejas no son más que las funciones definidas en subconjuntos deR2 con


valores en R2 cuando en R2 consideramos su estructura compleja. Dado un conjunto A⊂ C, a


toda función compleja f : A → C se le asocian dos funciones reales: la función u = Re f “parte


real de f ” y la función v= Im f “parte imaginaria de f ” definidas para todo (x,y) = x+ iy∈ A por:


u(x,y) = Re f (x+ iy), v(x,y) = Im f (x+ iy)


Naturalmente, f (x+ iy) = u(x,y)+ iv(x,y).


3.2.1. La función exponencial


Definimos1 la exponencial compleja de un número z= x+ iy como


ex+i y = exp(x+ iy) = ex(cosy+ i seny
)


Observa que


|ez | = eRez, Imz∈Arg(ez)


En particular, obtenemos la llamada fórmula de Euler :


ei t = cost + i sent (para todo t ∈ R)


que establece una relación entre la exponencial compleja y las funciones trigonométricas. De


la fórmula de Euler se deducen fácilmente las llamadas ecuaciones de Euler :


cost =
ei t +e−i t


2
, sent =


ei t −e−i t


2i
(t∈R)


Se prueba fácilmente que ez+w = ezew para todos z,w∈C. Se deduce que para todo z∈C y


todo k∈Z es


ez = ez+2kπi


Lo que nos dice que la exponencial compleja es una función periódica con peŕıodo 2πi. Natu-


ralmente, esto supone una gran diferencia con la exponencial real que es una función inyectiva.


Observa que la exponencial no se anula nunca pues |ez | = eRez > 0.


3.2.2. Logaritmos complejos


Dado un número complejo z, 0, hay infinitos números complejos w que satisfacen la ecua-


ción ew = z. Cualquiera de ellos se llama un logaritmo de z. El conjunto de todos ellos lo repre-


sentaremos por Logzy es el conjunto:


Logz= {log|z|+ i(arg(z)+2kπ),k∈Z}


De entre todos ellos elegimos uno, llamado logaritmo principal, definido por


logz= log|z|+ i arg(z) para todo z∈ C∗


1Más adelante veremos la justificación de esta definición.
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Observa que cualquier otro logaritmo de z es de la forma log(z)+ i2kπ para algún entero k. Es


importante que observes que la igualdad


logzw= logz+ logw


que es válida para los logaritmos de los números reales positivos, no es siempre cierta para


números complejos. Por ejemplo:


log
(


ei 2π/3)= i
2π
3


, log
(


ei 3π/4)= i
3π
4


, log
(


ei 2π/3ei 3π/4)= log
(


ei 17π/12)= log
(


e−i7π/12)= −i
7π
12


Lo que está claro es que el número logz+ logw∈ Log(zw), es decir, logz+ logw es un logaritmo


de zwpero no tiene por qué ser el logaritmo principal de zw.


3.2.3. Potencias complejas


Recuerda que dados dos números reales a > 0 y b∈R, la potencia de base a y exponente b se


define como ab = ebloga. Ahora, dados a,b∈ C, con a, 0, sabemos que hay infinitos logaritmos


de a, todos ellos son de la forma loga+ i 2kπ, con k∈Z. Por ello, cualquier número complejo de


la forma eb(loga+i 2kπ) donde k∈Z, es una potencia de base a y exponente b. Representamos por


[ab] el conjunto de todas ellas.


[ab] =
{


eb(loga+i 2kπ) : k∈Z
}


Se destaca una:


ab = ebloga


que se llama valor principal de la potencia de base a y exponente b. Observa que si b = 1/n


donde n∈N, el número


a1/n = exp


(
1
n


loga


)
= exp


(
loga


n
+ i


arga
n


)
= |z|1/n


(
cos


arga
n


+ i sen
arga


n


)


es el valor principal de la raı́z n-ésima de a que antes hemos notado por n
√


a.


3.2.4. Ejercicios propuestos


55. Expresa los 8 números ±1± i, ±
√


3± i en la forma r eiϕ.


56. Calcula el módulo y los argumentos principales de los números


1+eiϕ, 1−eiϕ, −aeiϕ


donde |ϕ| 6 π y a > 0.


57. Calcula logzy Logzcuando zes uno de los números siguientes


i, −i, e−3, e5i , 4, −5e, 1+ i


58. Calcula log(3i)+ log(−1+ i
√


3) y log
(
3i(−1+ i


√
3)
)


.


59. Calcula log(−1− i)− logi y log


(−1− i
i


)
.
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60. Calcula


[(−4)i ], i−3i , [i2/π], [i i ], 12i , 31−i, ((−i)i)i , (1+ i)1+i


61. Estudia, para z∈C∗ y n∈N, las igualdades:


a) log(exp(z)) = z; b) exp(log(z)) = z; c) log( n
√


z) =
log(z)


n
; d) log(zn) = nlog(z).


62. Explica con detalle dónde está el error en las igualdades siguientes:


i = (−1)1/2 = [(−1)3]1/2 = (−1)3/2 = i3 = −i
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Lección4


Continuidad


Introducción


En esta lección vamos a estudiar con algún detalle un concepto teórico importante que es


el de continuidad. Para motivar la definición que vamos a dar de continuidad, consideremos


una ley f́ısica de la forma P= f (V), que relaciona los valores de una “variable independiente V”


(podemos pensar que es el volumen de un gas) con otra “variable dependiente P” (podemos


pensar que es la presión). Si queremos usar dicha ley, hemos de medir un valor Vo de la variable


V, y es inevitable que al hacerlo cometamos algún error el cual, naturalmente, influye en el


correspondiente valor de P, que ya no será exactamente igual a Po = f (Vo). Surge ası́ la pregunta


natural: ¿de qué forma el error en la medida de V afecta al valor resultante de P? Es claro que si


para valores de V “muy próximos” a Vo obtengo valores de P muy diferentes entre sı́, la ley “ f ”


que relaciona V con P no tendrá ninguna utilidad práctica.


Puesto que los errores de medida son inevitables, no es razonable tratar de obtener “el ver-


dadero valor Po”. Lo que sı́ puede hacerse es fijar una cota de error admisible para P (la cual


dependerá de cada situación concreta); llamemos “ε” a dicha cota, (ε > 0), y tratar de obtener


otra cota de error “δ”, (δ > 0), de tal forma que siempre que midamos Vo con un error menor


que δ tengamos la seguridad de que el valor resultante para P se diferencia de Po en menos que


ε. Esto es, | f (V)− f (Vo)|< ε siempre que |V −Vo|< δ. Cuando esto efectivamente pueda hacerse


para cualquier cota de error ε > 0 decimos que la ley “ f ” es continua en Vo. Observa que cabe


esperar que la cota de error δ dependa del ε > 0 fijado en cada caso, y también de Vo.


Las ideas anteriores conducen, de forma natural, a la definición matemática de continui-


dad. En todo lo que sigue, la letra A representará un conjunto no vacı́o de números reales. En


la práctica A será siempre un intervalo o una unión de intervalos. Recuerda que la notación


f : A→ R quiere decir que f es una función real cuyo dominio es A. Es muy importante advertir


que A no tiene por qué coincidir con el dominio natural de la función. Esto es ası́ porque con


frecuencia estamos interesados en estudiar propiedades de una función en una parte de su do-


minio natural. Además, la continuidad de f depende tanto de la “regla que la define” como del


conjunto en donde estamos trabajando. Enseguida pondremos ejemplos para aclarar esto.
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4.1. Continuidad


4.1 Definición (Continuidad en un punto). Una función f : A→ R se dice que es continua en


un punto a∈A si, para cada número ε > 0, se puede encontrar un número δ > 0 (que, en general,


dependerá de ε y de a) tal que para todo x∈A con |x−a|< δ se verifica que | f (x)− f (a)| < ε.


La definición anterior suele escribirse, con abuso del formalismo lógico, de la siguiente forma:


∀ε ∈ R+ ∃δ∈R+ :
|x−a|< δ


x∈A


}
=⇒ | f (x)− f (a)| < ε


Observa cómo en esta definición el conjunto A tiene mucho protagonismo: sólo se consideran


los valores de f en A, lo que le pueda pasara a f fuera de A no nos interesa.


Se dice que f es continua en un subconjunto C⊆ A, si f es continua en todo punto de C.


No suele ser tarea fácil demostrar que una función dada es continua. Generalmente, lo que


se hace es descomponer la función que queremos estudiar en otras más sencillas cuya con-


tinuidad ya es conocida previamente. Es por ello interesante saber qué tipo de operaciones


realizadas con funciones continuas conducen a nuevas funciones continuas.


4.1.1. Propiedades básicas de las funciones continuas


4.2 Teorema. Sean f , g funciones reales definidas en A. Se verifica que:


1. Las funciones f +g y f g son continuas en todo punto de A en el que las dos funciones f y g
sean continuas. En particular, las funciones suma y producto de funciones continuas son


funciones continuas.


2. Si g(x) , 0 para todo x∈A, la función
1
g


es continua en todo punto de A en el que g sea con-


tinua. En consecuencia, la función cociente de dos funciones continuas cuyo denominador


no se anula nunca es una función continua.


Las propiedades anteriores no son dif́ıciles de demostrar y, sin embargo, son de gran utilidad.


4.3 Corolario. Las funciones racionales son funciones continuas.


De hecho, todas las funciones elementales que conoces son continuas en sus dominios na-


turales de definición.


Además de sumar y multiplicar funciones, también sabemos componerlas. Veamos cómo


se comporta la continuidad respecto de la composición de funciones.


4.4 Teorema (Continuidad de una función compuesta). Sean f : A→ R y g: B→ R funciones


tales que f (A) ⊆ B. Supongamos que f es continua en un punto a∈A y que g es continua en el


punto f (a). Entonces la función compuesta g◦ f : A→ R es continua en el punto a. En particular,


si g es continua en f (A), entonces g◦ f es continua en todo punto de A en el que f sea continua.


Más en particular, la composición de funciones continuas es una función continua.
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Demostración. Dado ε > 0, por la continuidad de g en f (a), existe ρ > 0 tal que para todo y∈B


con |y− f (a)| < ρ se tiene que |g(y)− g( f (a))| < ε. Ahora, por la continuidad de f en a, existe


δ > 0 tal que para todo x∈A con |x− a| < δ se tiene que | f (x)− f (a)| < ρ. Deducimos ası́ que


|g( f (x))− g( f (a))| < ε para todo x∈A con |x− a| < δ. Es decir, la función compuesta g◦ f es


continua en a.


La continuidad de una función en un punto permite obtener información sobre el compor-


tamiento de la función en los puntos próximos al mismo. Estos resultados se llaman locales.


4.5 Teorema (Conservación local del signo). Sea f : A → R continua en un punto a∈A con


f (a) , 0. Entonces hay un número r > 0 tal que para todo x∈A con |x− a| < r se verifica que


f (x) f (a) > 0. (Es decir, f es positiva (si f (a) > 0) o negativa (si f (a) < 0) en todos los puntos de un


entorno de a)


Demostración. Supondremos que f (a) > 0. Podemos entonces tomar ε = f (a)/2 para obtener,


en virtud de la continuidad de f en a, un r > 0 tal que para todo x∈A con |x−a| < r se verifica


que | f (x)− f (a)|< f (a)/2, lo que implica que f (x) > f (a)/2> 0. El caso en que f (a) < 0 se reduce


al anterior sin más que sustituir f por − f .


4.2. Teorema de Bolzano. Supremo e ı́nfimo


Si ahora mides 175cms. y hace 10 años medı́as 135cms., es seguro que en algún momento


intermedio medı́as con exactitud 161cms. Si una entrada de cine cuesta 5 euros y hace 3 años


costaba 4 euros, es seguro que en algún momento ir al cine costaba exactamente 4,99 euros.


¿Seguro? No, a ningún empresario de cine le pareceŕıa bien cobrar 4,99 euros por la entrada.


La diferencia está en que la talla de una persona es una función continua del tiempo y para


pasar de 135cms. a 175cms. tiene que pasar por todos los valores intermedios, pero el precio de


las entradas de cine no vaŕıa de forma continua con el tiempo y puede pasar “de golpe” de 4,5


euros a 5 euros.


La gráfica de una función continua en un intervalo, f : [a,b] → R , la imaginamos como una


curva continua, por ello, si f (a) < 0 < f (b), la gráfica de f tiene que atravesar el eje x para pasar


de un punto situado por debajo de él a otro que se encuentra por encima y, por tanto, f tiene


que anularse en algún punto entre a y b. Esto es precisamente lo que afirma el conocido teorema


que sigue.


4.6 Teorema (Teorema de los ceros de Bolzano). Toda función continua en un intervalo que


toma valores positivos y negativos se anula en algún punto de dicho intervalo.


Lo primero que llama la atención en este teorema es su evidencia. No está de más a este res-


pecto recordar que, como decı́a Bertrand Russell, “en matemáticas la evidencia es enemiga de


la corrección”. Precisamente, el mérito de Bernard Bolzano (1781-1848) está en haber llamado


la atención sobre la necesidad de demostrar muchas proposiciones, aparentemente evidentes,


que se refieren a las funciones continuas. Podemos añadir, además, que suele ser particular-


mente dif́ıcil demostrar matemáticamente lo que nuestra intuición presenta como evidente;


de hecho, con las herramientas que tenemos hasta ahora no podemos demostrar el teorema.


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático
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La función f (x) = x2−2 es continua y f (0) < 0 < f (2), el teorema de Bolzano asegura que


existe un número positivo en el que f se anula. En otras palabras, el teorema prueba la exis-


tencia del número
√


2 y, como dicho número no es racional, deducimos que para probar el


teorema se precisa usar alguna propiedad que NO tienen los números racionales. Pero todas


las propiedades de los números reales que enunciamos en la primera lección las tienen tam-


bién los números racionales. Concluimos que los números reales deberán tener otra propiedad


que todavı́a no hemos considerado.


4.2.1. La propiedad del supremo


Comentamos el primer dı́a que no debemos preocuparnos mucho por lo que sea el número√
2, pero al menos debeŕıamos de tener alguna forma de probar su existencia; es decir, de las


propiedades de los números reales se debeŕıa poder deducir que hay un número cuyo cuadrado


es igual a 2. ¿Qué sabemos de
√


2? No es racional, pero podemos aproximarlo por racionales.


Con una calculadora obtenemos sucesivas aproximaciones racionales de
√


2 por defecto:


1,41, 1,414, 1,4142, 1,41421, 1,414213, ...


Es claro que
√


2 debe ser el menor número mayor que todas ellas. Pues bien, justamente


necesitamos una propiedad que garantice la existencia de ese “menor número mayor que”. Nos


vendrá bien introducir alguna terminologı́a nueva.


4.7 Definición. Sea E un conjunto no vacı́o de números reales. Un número z∈R se dice que es


un mayorante o cota superior (resp. minorante o cota inferior) de E si x6 z (resp. z6 x) para


todo x∈E.


Si hay algún elemento de E que también sea mayorante (resp. minorante) de E, dicho ele-


mento es necesariamente único y se llama máximo (resp. mı́nimo) de E y lo representaremos


por máx(E) (resp. mı́n(E)).


Un conjunto que tiene algún mayorante (resp. minorante) se dice que está mayorado o


acotado superiormente (resp. minorado o acotado inferiormente). Un conjunto que está ma-


yorado y minorado se dice que está acotado.


Está claro que un conjunto puede no tener mı́nimo ni máximo. Los problemas de “optimi-


zación” consisten, justamente, en estudiar condiciones que garanticen la existencia de valores


máximos y mı́nimos para funciones de diversas clases. La siguiente propiedad garantiza que


ciertos conjuntos de números reales tienen mı́nimo.


P8 [Propiedad del supremo] Para todo conjunto de números reales no vacı́o y mayorado se


verifica que el conjunto de sus mayorantes tiene mı́nimo.


4.8 Definición. Dado un conjunto E⊆R, no vacı́o y mayorado, se llama supremo o extremo


superior de E, al mı́nimo mayorante de E y lo notaremos por sup(E).


Con esta terminologı́a lo que dice la propiedad del supremo es que todo conjunto de núme-


ros reales no vacı́o y mayorado tiene supremo (pero nótese que el supremo no tiene por qué per-


tenecer al conjunto).


La propiedad del supremo es lo que distingue a los números reales de los racionales. Dicha
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propiedad se usa para probar la existencia de números reales que cumplen alguna determinada


condición. La demostración del teorema de Bolzano es un ejemplo importante de ello.


Demostración del teorema de los ceros de Bolzano


Es suficiente probar que si f : [a,b] → R es continua y f (a) < 0 < f (b), entonces f se anula en


algún punto del intervalo ]a,b[ . Una buena estrategia para demostrar un teorema es “darlo por


demostrado” y trabajar hacia atrás. Tenemos que buscar un punto c∈]a,b[ tal que f (c) = 0. Por


supuesto, puede haber muchos puntos donde f se anule (el teorema dice que al menos hay


uno), pero de todos ellos el más fácil de caracterizar es el “primero”, porque a la izquierda de él


la función es siempre negativa. Esto lleva a considerar el conjunto E de los puntos x∈ [a,b] tales


que f toma valores negativos en [a,x]:


E = {x∈ [a,b] : f (t) < 0 para todo t∈ [a,x]}


Por su definición, tenemos que E ⊂ [a,b] y a∈E. La propiedad del supremo nos dice que hay un


número real, c, que es el supremo de E. Es evidente que a6 c6 b. La propiedad de conservación


local del signo implica que existe algún δ > 0 tal que a+ δ < b− δ y f es negativa en todos los


puntos del intervalo [a,a+ δ] y positiva en todos los puntos del intervalo [b− δ,b]. Esto implica


que a < c < b.


Veamos que [a,c[⊂ E. Sea a < xo < c. Como xo < c y c es el mı́nimo mayorante de E, tiene que


existir algún punto zo∈E tal que xo < zo 6 c. Por tanto, si t∈[a,xo] también t∈[a,zo] y, como, zo∈E,


será f (t) < 0, luego xo∈E. Nótese que hemos probado también que f (x) < 0 para todo x∈ [a,c[.


Finalmente, probaremos que f (c) = 0. Como a la izquierda de c la función f toma valores nega-


tivos y f es continua, deducimos que no puede ser f (c) > 0 y, por tanto, f (c) 6 0. Pero tampoco


puede ser f (c) < 0, pues entonces, por la conservación local del signo, habŕıa un intervalo de la


forma [c−ρ,c+ ρ]⊂ [a,b] tal que f (t) < 0 para todo t∈ [c−ρ,c+ ρ] lo que implica que en E hay


puntos mayores que c lo que es contradictorio. Concluimos ası́ que f (c) = 0.


Hay consecuencias de este teorema que están lejos de ser evidentes. Por ejemplo, puede


probarse, con la ayuda del teorema de Bolzano, que si tenemos tres sólidos en el espacio (ima-


gina que son tres bocadillos de muy distintos tamaños), es siempre posible encontrar un plano


que los divida simultáneamente en partes iguales (puedes cortar a los tres bocatas exactamente


por la mitad de un sólo tajo).


Un enunciado equivalente del teorema de Bolzano es el siguiente.


4.9 Teorema (Teorema del valor intermedio). La imagen de un intervalo por una función con-


tinua es un intervalo.


Hemos demostrado ası́ la evidencia inicial: una función continua en un intervalo toma todos


los valores comprendidos entre dos cualesquiera de sus valores.


Veamos algunas consecuencias sencillas del teorema de Bolzano.


4.10 Corolario (Existencia de raı́ces). Dados a > 0 y k∈N hay un único número c > 0 tal que


ck = a.


4.11 Corolario (Ceros de polinomios de grado impar). Toda función polinómica de grado im-


par se anula en algún punto.
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A partir de la propiedad del supremo, se prueba con facilidad el siguiente resultado.


4.12 Proposición (Propiedad del ı́nfimo). Para todo conjunto de números reales no vacı́o y mi-


norado se verifica que el conjunto de sus minorantes tiene máximo.


4.13 Definición. Dado un conjunto E⊆R, no vacı́o y minorado, se llama ı́nfimo o extremo


inferior de E, al máximo minorante de E y lo notaremos por ı́nf(E).


Con esta terminologı́a lo que dice la propiedad del ı́nfimo es que todo conjunto de números


reales no vacı́o y minorado tiene ı́nfimo (pero nótese que el ı́nfimo no tiene por qué pertenecer


al conjunto).


4.2.2. Ejercicios propuestos


63. a) Da un ejemplo de una función continua cuya imagen no sea un intervalo.


b) Da un ejemplo de una función definida en un intervalo cuya imagen sea un intervalo


y que no sea continua.


c) Da un ejemplo de una función continua en todo R, no constante y cuya imagen sea


un conjunto (obligatoriamente un intervalo) acotado.


d) Da un ejemplo de una función continua en [0,1[ tal que f ([0,1[) no sea acotado.


e) Da un ejemplo de una función continua definida en un intervalo abierto acotado y


cuya imagen sea un intervalo cerrado y acotado.


64. Sea f : [a,b]→ R continua. Supongamos que a6 f (x) 6 b para todo x en [a,b]. Prueba que


hay algún punto c∈ [a,b] tal que f (c) = c.


65. Sea a > 1. Prueba que la ecuación x+e−x = a tiene al menos una solución positiva y otra


negativa.


66. Prueba que la ecuación x+ex+arctgx = 0 tiene una sola raı́z real. Da un intervalo de lon-


gitud uno en el que se encuentre dicha raı́z.


67. Suponiendo que la temperatura vaŕıa de forma continua, prueba que siempre hay dos


puntos ant́ıpodas en el ecuador terrestre que están a la misma temperatura.


68. Sea f : [a,b] → R continua con f (a) = f (b). Dado n∈N, n> 2, prueba que hay algún punto


c∈ [a,b− (b−a)/n] tal que f (c) = f (c+(b−a)/n).


69. Un corredor recorre 6 kilómetros en 30minutos. Demuestra que en algún momento de su


carrera recorre 1 kilómetro en exactamente 5 minutos.


70. Un reloj averiado marca inicialmente un tiempo t0. El reloj puede adelantar o atrasar, pero


cuenta con exactitud peŕıodos de 12 horas, es decir, pasadas 12 horas el reloj marca un


tiempo t0 + 12 horas. Demuestra que en algún momento dicho reloj mide con exactitud


una hora.
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71. Un automovilista sale de Granada hacia Madrid un sábado a las 8h de la mañana y el


domingo inicia el regreso a la misma hora. Sabiendo que invirtió igual tiempo en ambos


viajes, pruébese que en algún momento del domingo el automovilista se encuentra a igual


distancia de Granada que a la que se encontraba el sábado en ese mismo momento.


72. Sean f ,g funciones continuas que no se anulan en un intervalo I , tales que ( f (x))2 = (g(x))2


para todo x∈ I . Prueba que o bien f (x) = g(x) para todo x∈ I , o bien f (x) = −g(x) para todo


x∈ I . ¿Cuántas funciones hay ϕ : R→ R continuas y verificando que (ϕ(x))2 = x2 para todo


x∈R?.


73. Justifica que toda función polinómica de grado impar se anula en algún punto.


74. Sea f : R→ R continua y decreciente. Prueba que hay un único a∈R tal que f (a) = a.


Para probar desigualdades en las que intervienen supremos o ı́nfimos las siguientes ob-


servaciones, aunque evidentes, pueden ser útiles. Sea C⊆ R un conjunto no vacı́o.


(I) Si queremos probar que un número real x verifica que sup(C) 6 x, lo que tenemos que


hacer es probar que x es un mayorante de C.


(II) Si queremos probar que un número real x verifica que x6 ı́nf(C), lo que tenemos que


hacer es probar que x es un minorante de C.


75. Sean A,B conjuntos no vacı́os de números reales. Supongamos que a6 b para todo a∈ A
y para todo b∈ B. Prueba que supA6 ı́nfB.


76. Sean A, B, conjuntos no vacı́os y acotados de números reales. Definamos


A−B= {a−b : a∈ A, b∈ B}; AB= {ab : a∈ A, b∈ B}


Prueba que sup(A−B)= supA− ı́nfB y, supuesto que A⊂R+ y B⊂R+, prueba que sup(AB)=


supA supB.


77. Sea A un conjunto no vacı́o de números reales. Para cada x ∈ R definamos la “distancia


de x a A” por dist(x,A) = ı́nf{|x−a| : a∈ A}. Prueba que para todos x,y∈ R se verifica que:


|dist(x,A)−dist(y,A)| 6 |x−y|


Deduce que la aplicación x 7→ dist(x,A) es continua.


78. Sea f : R→ R continua, mayorada y tal que para todos a,b∈R con a < b, se verifica que


supf (]a,b[) = supf (R). Prueba que f es constante.


79. Sea f : [a,b]→ R una función continua tal que f (a) < 0, f (b) < 0 y f (c) > 0 para algún


c∈]a,b[. Prueba que hay dos números u, v tales que a < u < v < b, f (u) = f (v) = 0 y f (x) > 0
para todo x∈]u,v[.


80. Sea f : [a,b] → R creciente. Supongamos que a6 f (x) 6 b para todo x en [a,b]. Prueba que


hay algún punto c∈ [a,b] tal que f (c) = c.
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Sucesiones


Introducción


Las sucesiones aparecen de manera natural en muchos cálculos que responden a un esque-


ma iterativo. Por ejemplo, al dividir 2 entre 3 obtenemos
2
3


=
6
10


+
2
3


1
10


, igualdad que podemos


usar ahora para obtener


2
3


=
6
10


+


(
6
10


+
2
3


1
10


)
1
10


=
6
10


+
6


102 +
2
3


1
102


y de nuevo
2
3


=
6
10


+
6


102 +


(
6
10


+
2
3


1
10


)
1


102 =
6
10


+
6


102 +
6


103 +
2
3


1
103


y ası́ podemos continuar tantas veces como queramos, obteniendo para cada n∈N la igualdad:


2
3


=


n∑


k=1


6
10k +


2
3


1
10n .


Escribiendo xn =


n∑


k=1


6
10k tenemos que 0 <


2
3
−xn =


2
3


1
10n . Nótese que, aunque los números xn


son todos ellos distintos de 2/3, dada una cota de error arbitrariamente pequeña ε > 0 y toman-


do n0 ∈N de manera que
2
3


1
10n0


< ε , deducimos que para todo número natural n>n0 se verifica


que |xn−2/3|< ε , lo que se expresa escribiendo 2/3 = lı́m
n→∞


{xn}.


Este ejemplo está relacionado con la expresión decimal de 2/3 que, como todos sabemos, es


un decimal periódico con peŕıodo igual a 6, lo que suele escribirse 2/3= 0, 6̂ igualdad en la que,


según se dice a veces, el sı́mbolo 0, 6̂ debe interpretarse como que el 6 se repite infinitas veces.


¿Qué quiere decir esto? Lo que está claro es que, por mucho tiempo y paciencia que tengamos,


nunca podremos escribir infinitos 6 uno detrás de otro... bueno, podŕıamos escribir algo como


2
3


= 0, 6̂ = 0,6666666...( infinitos6)
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lo que tampoco sirve de mucho pues seguimos sin saber cómo se interpreta esta igualdad. Pues


bien, para dar un significado matemático a lo que se quiere expresar con esa igualdad hay que


recurrir al concepto de ĺımite de una sucesión tal como hemos hecho antes.


Veamos otro ejemplo en esta misma ĺınea. Vamos a intentar calcular aproximaciones racio-


nales a
√


10. Si partimos inicialmente de un número x >
√


10, tendremos que
10
x


<
√


10< x.


Pongamos y =
1
2


(
x+


10
x


)
. Entonces, en virtud de la desigualdad de las medias,


√
10< y, y co-


mo también y < x, deducimos que y está más cerca de
√


10que x. Podemos ahora repetir este


proceso sustituyendo x por y obteniendo una nueva aproximación mejor de
√


10. Nótese que


si x es racional también lo será y. Esto sugiere que, partiendo de un valor inicial, por ejem-


plo x1= 4, calculemos x2 =
1
2


(
x1 +


10
x1


)
, y después x3 =


1
2


(
x2 +


10
x2


)
, y ası́ podemos continuar


tantas veces como queramos, obteniendo para cada n∈ N un número xn tal que


xn+1=
1
2


(
xn +


10
xn


)


con x1 = 4. Con una calculadora manual obtenemos enseguida los valores x2=3,25;


x3=3,1634615;x4=3,1622779con seis cifras decimales exactas:


0 < x4−
√


10=
x2


4−10


x4 +
√


10
<


x2
4−10


6
<


0,000005
6


<
1


106


es decir, x4 coincide con
√


10 hasta la sexta cifra decimal. De hecho, como xn>
√


10 tenemos


que:


0 < xn+1−
√


10=
1
2


(
xn +


10
xn


)
−


√
10<


1
2


xn +
1
2


√
10−


√
10=


1
2
(xn−


√
10)


de donde se sigue que 0 < xn+1−
√


10<
1
2n (x1−


√
10) <


1
2n , por tanto, dado cualquier ε > 0, y


tomando n0 ∈ N tal que 2−n0 < ε, deducimos que para todo número natural n > n0 se verifica


que |xn−
√


10| < ε, lo que simbólicamente se expresa escribiendo
√


10= lı́m
n→∞


{xn}.


En los ejemplos anteriores hemos dado por supuesto que ya tienes cierta familiaridad con


los conceptos de “sucesión” y de “ĺımite de una sucesión” de los cuales vamos a ocuparnos a


continuación con detalle.


5.1. Sucesiones de números reales


5.1.1. Sucesión de elementos de un conjunto


Sea A un conjunto no vacı́o. Una sucesión de elementos de A es una aplicación del con-


junto N de los números naturales en A. En particular, una sucesión de números reales es una


aplicación del conjunto N de los números naturales en el conjunto R de los números reales.


En todo lo que sigue solamente consideraremos sucesiones de números reales por lo que


nos referiremos a ellas simplemente como “sucesiones”.
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Prof. Javier Pérez
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Dada una sucesión ϕ : N→ R suele emplearse una notación especial para representarla. Pa-


ra n∈N suele notarse el número real ϕ(n) en la forma xn= ϕ(n) (naturalmente la letra “x” nada


tiene de especial y puede sustituirse por cualquier otra). La sucesión misma se representa por


ϕ = {xn}n∈N, es decir, el sı́mbolo {xn}n∈N debe interpretarse como la aplicación que a cada n∈N
hace corresponder el número real xn. Cuando no hay posibilidad de confusión escribimos sim-


plemente {xn} en vez de {xn}n∈N. Conviene insistir en que {xn} es, por definición, la aplicación


de N en R dada por n 7→ xn. No hay que confundir la sucesión {xn}, que es una aplicación, con


su conjunto imagen, que es el subconjunto de R formado por todos los números xn, el cual se


representa por {xn : n ∈ N}. Por ejemplo, {(−1)n} y {(−1)n+1} son sucesiones distintas con el


mismo conjunto imagen. El número xn se llama término n-ésimo de la sucesión; para n = 1, 2, 3
se habla respectivamente de primero, segundo, tercer término de la sucesión.


5.1.2. Sucesiones convergentes


5.1 Definición. Una sucesión {xn} se dice que converge a un número real x si, dado cualquier


número real ε > 0, existe un número natural mε tal que si n es cualquier número natural mayor


o igual que mε se cumple que |xn−x|< ε. Simbólicamente:


∀ε > 0 ∃mε∈N : n>mε ⇒ |xn−x| < ε


Se dice también que el número x es ĺımite de la sucesión {xn} y se escribe lı́m
n→∞


{xn} = x o,


simplemente, lı́m{xn} = x e incluso, si no hay posibilidad de confusión, {xn}→ x.


Se comprueba fácilmente que una sucesión convergente tiene un único lı́mite.


En Matemáticas se dan definiciones para introducir nuevos conceptos y saber de qué es-


tamos hablando, pero las definiciones no suelen ser útiles para el cálculo. Por eso no debes


preocuparte si la definición anterior te parece dif́ıcil de aplicar en casos concretos. Debes hacer


un esfuerzo por comprenderla pero no tendrás que usarla para hacer cálculos.


Estudiamos a continuación cómo se comportan las sucesiones convergentes respecto de las


estructuras algebraica y de orden de R.


5.2 Proposición. Supongamos que lı́m{xn} = x, lı́m{yn} = y y que existe m∈N tal que para todo


n>m se tiene que xn 6 yn. Entonces se verifica que x6 y.


Respecto al resultado anterior, de muy fácil demostración, conviene advertir que aunque las


desigualdades sean estrictas no puede asegurarse que lı́m{xn} = x sea estrictamente menor que


lı́m{yn} = y. Por ejemplo, si xn= 0 e yn=1/n, es claro que xn < yn para todo n∈ N pero x = 0 = y.


5.3 Proposición (Principio de las sucesiones encajadas). Supongamos que {xn}, {yn}, {zn} son


sucesiones tales que lı́m{xn}= lı́m{zn}= α y existe un número natural m0 tal que para todo n>m0


se verifica que xn 6 yn 6 zn, entonces la sucesión {yn} es convergente y lı́m{yn} = α.


Demostración. Sea ε > 0. Por hipótesis existen m1,m2 tales que


α− ε < xp < α+ ε y α− ε < zq < α+ ε (5.1)


para todo p>m1 y todo q>m2. Sea m3 = máx{m0,m1,m2}. Para todo n>m3 las desigualdades (5.1)


se cumplen para p = q = n, además como n>m0 se tiene que xn6 yn6 zn. Deducimos que, para


todo n>m3, se verifica que


α− ε < xn6 yn6 zn < α+ ε
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y, por tanto, α− ε < yn < α+ ε, es decir, lı́m{yn} = α. 2


Una consecuencia inmediata de este resultado es que si cambiamos arbitrariamente un


número finito de términos de una sucesión la nueva sucesión ası́ obtenida es convergente si


lo era la de partida y con su mismo ĺımite.


El principio de las sucesiones encajadas es de gran utilidad y se usa con mucha frecuen-


cia. Naturalmente, cuando apliquemos dicho principio a un caso concreto, la sucesión {yn} del


enunciado será la que queremos estudiar y tendremos que ser capaces de “inventarnos” las


sucesiones {xn} y {zn} de manera que se cumplan las condiciones del enunciado.


5.1.3. Sucesiones monótonas


5.4 Definición. Una sucesión {xn} se dice que es:


Mayorada o acotada superiormente si su conjunto imagen está mayorado, es decir, si hay un


número µ∈R tal que xn6 µ para todo n∈N.


Minorada o acotada inferiormente si su conjunto imagen está minorado, es decir, si hay un


número λ ∈ R tal que λ 6 xn para todo n∈N.


Acotada si su conjunto imagen está mayorado y minorado, equivalentemente, si hay un núme-


ro M ∈ R+ tal que |xn| 6M para todo n∈N.


Creciente si xn6 xn+1 para todo n∈ N.


Estrictamente creciente si xn < xn+1 para todo n∈ N.


Decreciente si xn> xn+1 para todo n∈ N.


Estrictamente decreciente si xn > xn+1 para todo n∈N.


Monótona si es creciente o decreciente.


Estrictamente monótona si es estrictamente creciente o decreciente.


Observa que si una sucesión {xn} es creciente (resp. decreciente) entonces se verifica que


xm6 xn (resp. xm> xn) siempre que m6 n.


Conviene advertir que cuando se dice que una sucesión es monótona no se excluye la posibi-


lidad de que, de hecho, sea estrictamente monótona. Es por ello que, en general, suele hablarse


de sucesiones monótonas y tan sólo cuando tiene algún interés particular se precisa si son es-


trictamente monótonas.


5.5 Proposición. Toda sucesión convergente está acotada.


Demostración. Supongamos que lı́m{xn} = x. Todos los términos de {xn} a partir de uno en


adelante estarán en el intervalo ]x− 1,x+ 1[, es decir, hay un número m∈ N tal que para todo


n>mse verifica que |xn−x| < 1, lo que implica que


|xn| 6 |xn−x|+ |x|< 1+ |x| para todo n>m.


Tomando M = máx{1+|x|, |x1|, · · · , |xm|}, tenemos que |xn| 6M para todo n∈N. 2
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La proposición anterior es útil a veces para probar que una sucesión no es convergente: para


ello basta probar que no está acotada.


La proposición recı́proca de la anterior no es cierta: la sucesión {(−1)n} es acotada y no es


convergente. No obstante, hay un caso especial muy importante en que sı́ es cierta la recı́proca.


5.6 Teorema. Toda sucesión monótona y acotada es convergente. Más concretamente, si una


sucesión {xn} es:


i) Creciente y mayorada, entonces lı́m{xn} = β, donde β = sup{xn : n∈N}.


ii) Decreciente y minorada, entonces lı́m{xn} = α, donde α = ı́nf{xn : n∈N}.


Demostración. Probaremos i) quedando la demostración de ii) como ejercicio. La hipótesis de


que {xn} es mayorada garantiza, en virtud del principio del supremo, la existencia del número


real β = sup{xn : n∈N}. Dado ε > 0, tiene que existir un término xm de la sucesión tal que β−ε <


xm. Puesto que la sucesión es creciente para todo n > m se verificará que xm6 xn, y por tanto


β−ε < xn. En consecuencia β−ε < xn < β+ε para todo n>m. Hemos probado ası́ que lı́m{xn}= β.


2


5.7 Ejemplo. La sucesión {xn} definida por xn=


2n∑


k=n+1


1
k


, es convergente.


En efecto, como


xn+1−xn=
1


2n+2
+


1
2n+1


− 1
n+1


>
1


2n+2
+


1
2n+2


− 1
n+1


= 0


se sigue que xn+1> xn para todo n∈ N, es decir, es una sucesión creciente. Además


xn6
1


n+1
+


(n· · · + 1
n+1


=
n


n+1
< 1


por lo que también está mayorada. Concluimos, por el teorema anterior, que dicha sucesión es


convergente. �


5.1.3.1. El número e


En el ejercicio (18) hemos probado que la sucesión xn =


(
1+


1
n


)n


es creciente y que la su-


cesión yn =


(
1+


1
n


)n+1


es decreciente. Como 0 < yn, se sigue que {yn} es convergente. Puesto


que


xn = yn


(
1+


1
n


)−1


= yn
n


n+1


se sigue que {xn} también es convergente y lı́m{xn} = lı́m{yn}. El valor común de este ĺımite es


un número real que se representa con el sı́mbolo e. Como consecuencia del teorema (5.6), se


verifica que


e= sup


{(
1+


1
n


)n


: n∈N
}


= ı́nf


{(
1+


1
m


)m+1


: m∈N
}


En particular, se verifica que


(
1+


1
n


)n


< e<


(
1+


1
m


)m+1


(n,m∈N)
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5.1.4. Propiedades de las sucesiones convergentes


En los resultados anteriores han intervenido de manera esencial las propiedades de la es-


tructura de orden de R. Vamos a estudiar ahora el comportamiento de las sucesiones conver-


gentes respecto de la adición y el producto de números reales. Los resultados que vamos a


obtener, conocidos tradicionalmente con el nombre de álgebra de lı́mites, son básicos para el


estudio de la convergencia de sucesiones.


Dadas dos sucesiones {xn} e {yn}, se define su suma como la sucesión {xn+ yn} y su producto


como la sucesión {xnyn}.


5.8 Proposición. El producto de una sucesión convergente a cero por una sucesión acotada es


una sucesión convergente a cero.


Demostración. Sea lı́m{xn} = 0, e {yn} acotada. Sea c> 0 tal que |yn|6 c para todo n∈N. Dado


ε > 0, existe un número natural m tal que para todo n>m se verifica que |xn| < ε/c. Deducimos


que, para todo n>m, se verifica que |xnyn| = |xn||yn| <
ε
c


c = ε, lo que prueba que lı́m{xnyn} = 0. 2


5.9 Proposición (Álgebra de ĺımites). Supongamos que lı́m{xn} = x y lı́m{yn} = y. Entonces se


verifica que:


lı́m{xn+yn} = x+y, lı́m{xnyn} = xy.


Si además suponemos que y, 0, entonces lı́m{xn/yn} = x/y.


Demostración. Dado ε > 0, por hipótesis existen m1,m2 tales que


x− ε/2 < xp < x+ ε/2 y y− ε/2 < yq < y+ ε/2 (5.2)


para todo p>m1 y todo q>m2. Sea m0 = máx{m1,m2}. Para todo n>m0 las desigualdades (5.2) se


cumplen para p=q= n, por lo que, sumándolas término a término, deducimos que x+y− ε <


xn +yn < x+y+ ε cualquiera sea n>m0, lo que prueba que lı́m{xn+yn} = x+y.


Teniendo en cuenta que lı́m{(xn−x)yn} = lı́m{x(yn−y)} = 0, y la igualdad


xnyn−xy= (xn−x)yn +x(yn−y)


deducimos que lı́m{xnyn−xy} = 0, es decir, lı́m{xnyn} = xy.


Finalmente, para probar que lı́m{xn/yn} = x/y, probaremos que la sucesión


{
xn


yn
− x


y


}
=


{
xny−ynx


yny


}


converge a cero, para lo cual, teniendo en cuenta que lı́m{xny−ynx}= xy−yx= 0, bastará probar


que la sucesión {1/yn} está acotada. Puesto que lı́m{yn} = y, se deduce de la desigualdad ||yn|−
|y|| 6 |yn − y| que lı́m{|yn|} = |y|. Existirá, por tanto, un número m0 ∈N tal que para todo n >


m0 es |yn| > |y|/2. Pongamos K = máx


{
1
|y1|


,
1
|y2|


, . . . ,
1


|ym0|
,


2
|y|


}
. Se tiene entonces que


1
|yn|
6 K


para todo n∈N. Hemos probado ası́ que la sucesión {1/yn} está acotada, lo que concluye la


demostración del teorema. 2
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Cálculo diferencial e integral







Sucesiones parciales. Teorema de Bolzano–Weierstrass 51


Hay que leer con atención las hipótesis del teorema anterior para no hacer un uso incorrecto


del mismo. En particular, no hay que olvidar que la suma o el producto de dos sucesiones no


convergentes puede ser una sucesión convergente.


5.1.5. Sucesiones parciales. Teorema de Bolzano–Weierstrass


5.10 Definición. Sea {xn} una sucesión de números reales; dada una aplicación σ :N→N estric-


tamente creciente, la sucesión que a cada número natural n hace corresponder el número real


xσ(n) se representa por {xσ(n)} y se dice que es una sucesión parcial de {xn}. Nótese que {xσ(n)}
no es otra cosa que la composición de las aplicaciones {xn} y σ, esto es, {xσ(n)} = {xn} ◦σ.


Se dice que un número real x es un valor de adherencia de la sucesión {xn} si hay alguna


sucesión parcial de {xn} que converge a x.


5.11 Ejemplo. Representemos por E(x) el mayor entero menor o igual que x. La sucesión {xn}
dada por xn= n/5−E(n/5) para todo n∈N, tiene a 0,1/5,2/5, 3/5 y 4/5, como valores de adhe-


rencia.


En efecto, basta considerar que para cada j ∈ {0,1,2,3,4}, la sucesión parcial {x5n− j}n∈N viene


dada por x5n = 0, para j = 0, y x5n− j = 1− j/5 para j = 1,2,3,4. �


Es fácil probar por inducción que si σ es una aplicación estrictamente creciente de N en N


entonces se verifica que σ(n) > n para todo n∈N. Con ello se obtiene fácilmente el siguiente


resultado.


5.12 Proposición. Si lı́m{xn} = x, toda sucesión parcial de {xn} también converge a x. En parti-


cular, una sucesión convergente tiene como único valor de adherencia su lı́mite.


Observa que hay sucesiones, la de los números naturales por ejemplo, que no tienen ningún


valor de adherencia. También puede ocurrir que una sucesión tenga un único valor de adheren-


cia y no sea convergente. Por ejemplo, la sucesión dada para todo n∈Npor xn= (1+(−1)n)n+1/n,


no es convergente y tiene a 0 como único valor de adherencia. Vamos a ver a continuación que


estos comportamientos no pueden darse con sucesiones acotadas.


5.13 Lema. Toda sucesión tiene una sucesión parcial monótona.


Demostración. Sea {xn} una sucesión y definamos


A = {n∈N : xn > xp para todo p > n}


Podemos visualizar el conjunto A como sigue. Consideremos en el plano los segmentos de ex-


tremos (n,xn) y (n+ 1,xn+1), n = 1,2,3, . . . . Resulta ası́ una ĺınea poligonal infinita y podemos


imaginar que dicha ĺınea es el perfil de una cordillera cuyas cumbres y valles son los puntos


(n,xn). Imaginemos ahora que los rayos de luz del Sol, paralelos al eje de abscisas, iluminan di-


cha cordillera por el lado derecho (el Sol estaŕıa, pues, situado en el infinito del eje de abscisas


positivo). Pues bien, un número natural n pertenece al conjunto A si el punto (n,xn) está ilumi-


nado y no pertenece a A si dicho punto está en sombra.


Supongamos que A es infinito. Entonces podemos definir una aplicación σ :N→N estricta-


mente creciente y tal que σ(N) = A de la siguiente forma:


σ(1) = mı́n(A)


σ(n+1) = mı́n{p∈A : σ(n) < p} para todo n∈ N
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es decir la aplicación σ va eligiendo los elementos de A de menor a mayor empezando por el


primero. Resulta ahora evidente que la sucesión parcial {xσ(n)} es decreciente (todos los pun-


tos (σ(n),xσ(n)) están iluminados y, por tanto, ninguno de ellos puede hacerle sombra a uno


anterior).


Si A es finito podemos suponer que A= Ø. En tal caso, para todo n∈N hay algún p> n tal que


xn < xp (pues todo punto (n,xn) está en sombra). Podemos definir ahora una aplicación σ :N→N
estrictamente creciente de la siguiente forma:


σ(1) = 1
σ(n+1) = mı́n{p∈N : σ(n) < p y xσ(n) < xp} para todo n∈ N


Resulta ahora evidente que la sucesión parcial {xσ(n)} es creciente (porque cada punto (σ(n),xσ(n))


deja en la sombra al anterior). 2


5.14 Teorema (Teorema de Bolzano - Weierstrass). Toda sucesión acotada de números reales


tiene alguna sucesión parcial convergente.


Demostración. Sea {xn} una sucesión acotada. En virtud el lema anterior, hay una sucesión


parcial de {xn} que es monótona, dicha sucesión parcial está acotada por estarlo {xn} y, por


tanto, es convergente. 2


Si volvemos a leer la definición de sucesión convergente, parece que para estudiar la conver-


gencia de una sucesión {xn} debemos ser capaces de “adivinar”, de alguna manera, su posible


ĺımite. De hecho, una idea bastante extendida consiste en pensar que es lo mismo probar la


convergencia de una sucesión que calcular su ĺımite. Esto no es del todo correcto; son relativa-


mente pocas las sucesiones convergentes cuyo ĺımite puede efectivamente calcularse. Cuando


se estudia la convergencia de una sucesión {xn}, la mayoŕıa de las veces, lo que conocemos es,


justamente, la sucesión y, naturalmente, se desconoce su posible ĺımite el cual pudiera, inclu-


so, no existir. Por ello interesa tener criterios de convergencia intrı́nsecos a la sucesión, es decir,


que no hagan intervenir a un objeto en principio extraño a ella como es su posible ĺımite. Co-


nocemos ya un criterio de convergencia intŕınseco para sucesiones monótonas. Usando dicho


criterio hemos probado la convergencia de la sucesión xn=


2n∑


k=n+1


1
k


sin necesidad de conocer su


lı́mite.


5.1.6. Condición de Cauchy. Teorema de complitud de R


A continuación vamos a establecer un criterio intŕınseco de convergencia para sucesiones


que es más general pues puede aplicarse a cualquier sucesión. Este criterio fué formulado por


Bolzano en 1817 y también, independientemente, por Cauchy en 1821, y establece una condi-


ción necesaria y suficiente para la convergencia de una sucesión. Dicha condición se conoce


con el nombre de condición de Cauchy.


5.15 Definición. Se dice que una sucesión {xn} satisface la condición de Cauchy, si para cada


número positivo, ε > 0, existe un número natural mε, tal que para todos p,q∈N con p>mε y q>mε


se verifica que |xp−xq| < ε.
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Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral







Sucesiones divergentes. Indeterminaciones en el cálculo de ĺımites 53


La condición de Cauchy puede también expresarse de una manera equivalente, aunque for-


malmente distinta, como sigue:


Una sucesión {xn} satisface la condición de Cauchy, si para cada número positivo, ε > 0,


existe un número natural mε, tal que para todo p>mε y para todo número natural h, se verifica


que |xp+h−xp| < ε.


5.16 Teorema (Teorema de complitud de R). Una sucesión de números reales es convergente si,


y sólo si, verifica la condición de Cauchy.


Demostración. Supongamos que {xn} verifica la condición de Cauchy. Probemos primero que


{xn} está acotada. La condición de Cauchy implica que hay m0∈N tal que |xp−xm0|< 1 para todo


p>m0, y como |xp| 6 |xp−xm0|+ |xm0|, deducimos que |xp|< 1+ |xm0| para p>m0. En consecuencia


si definimos M = máx{|x1|, |x2|, . . . , |xm0|,1+|xm0|}, obtenemos que |xn| 6M para todo n∈ N.


El teorema de Bolzano-Weierstrass garantiza que hay un número real x y una sucesión par-


cial {xσ(n)} que converge a x. Probaremos que {xn} también converge a x. Dado ε > 0, existe


no∈N tal que |xp− xq| < ε/2 siempre que p,q> no. También existe n1∈N tal que |xσ(n) − x| < ε/2
siempre que n> n1. Sea m= máx{no,n1}. Para todo n>mse tiene que σ(n) > n>mpor lo que


|xn−x| 6 |xn−xσ(n)|+ |xσ(n)−x|< ε
2


+
ε
2


= ε


lo que prueba que lı́m
n→∞


{xn} = x.


Recı́procamente, si {xn} es convergente y lı́m{xn} = x, dado ε > 0, hay un número mε ∈ N
tal que para todo número natural n > mε se tiene que |xn− x| < ε/2. Deducimos que si p,q son


números naturales mayores o iguales que mε entonces |xp−xq| 6 |xp−x|+ |x−xq| <
< ε/2+ ε/2= ε. Por tanto la sucesión {xn} verifica la condición de Cauchy. 2


5.2. Sucesiones divergentes. Indeterminaciones en el cálculo


de ĺımites


5.17 Definición. Una sucesión {xn} se dice que es positivamente divergente, y escribimos


{xn} → +∞, si para todo número real K > 0 existe un número natural mK ∈N, tal que para


todo n∈N con n>mK se verifica que xn>K.


Una sucesión {xn} se dice que es negativamente divergente, y escribimos {xn} → −∞, si


para todo número real K < 0 existe un número natural mK ∈N, tal que para todo n∈N con


n>mK se verifica que xn6K.


Diremos que una sucesión es divergente para indicar que es positivamente o negativamen-


te divergente.


En la siguiente proposición se exponen algunas propiedades elementales, pero importan-


tes, de las sucesiones divergentes. Teniendo en cuenta que {xn} → +∞ si, y sólo si,


{−xn}→−∞, es suficiente enunciar dichas propiedades para sucesiones positivamente diver-


gentes.
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5.18 Proposición. i) {|xn|} → +∞ si, y sólo si, {1/xn}→ 0.


ii) La suma de una sucesión positivamente divergente con una sucesión acotada es una sucesión


positivamente divergente.


iii) La suma de una sucesión positivamente divergente con una sucesión minorada es otra suce-


sión positivamente divergente. En particular, la suma de dos sucesiones positivamente divergen-


tes es otra sucesión positivamente divergente.


iv) El producto de dos sucesiones positivamente divergentes es otra sucesión positivamente diver-


gente.


v) El producto de una sucesión positivamente divergente por una sucesión que converge a un


número positivo es otra sucesión positivamente divergente.


5.2.1. Sucesiones de exponenciales y logaritmos


A continuación vamos a estudiar sucesiones de exponenciales y logaritmos. El resultado


básico al respecto es el siguiente.


5.19 Proposición. a) Para toda sucesión {xn} se verifica que:


i) {xn}→ x∈R ⇐⇒ {exn}→ ex.


ii) {xn}→ +∞ ⇐⇒ {exn}→ +∞.


iii) {xn}→−∞ ⇐⇒ {exn}→0.


b) Para toda sucesión de números positivos {xn} se verifica que:


iv) {xn}→ x > 0 ⇐⇒ {log(xn)}→ logx.


v) {xn}→ +∞ ⇐⇒ {log(xn)}→ +∞.


vi) {xn}→ 0 ⇐⇒ {log(xn)} →−∞.


Frecuentemente hay que estudiar la convergencia o divergencia de una suma o producto


de dos sucesiones precisamente cuando las reglas que hemos visto en secciones anteriores no


pueden aplicarse. Se trata de aquellos casos en que el comportamiento de las sucesiones {xn +


yn}, {xnyn} no está determinado por el de {xn} e {yn}. Por ejemplo, si sabemos que {xn}→+∞ y


que {yn} →−∞, ¿qué podemos decir del comportamiento de la sucesión {xn +yn}? Respuesta:


absolutamente nada. Baste para convencerse de ello la consideración de los siguientes casos:


xn= 2n, yn= −n; {xn+yn} = {n}→+∞


xn= n, yn= −2n; {xn+yn} = {−n}→−∞


xn= n+1, yn= −n; {xn+yn} = {1}→1
xn=(−1)n+n, yn=(−1)n−n; {xn+yn} = {2(−1)n}


En consecuencia, las sucesiones del tipo {xn +yn} donde {xn}→+∞, {yn}→−∞, requieren un


estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que son una indeterminación


del tipo “∞−∞”.


Análogamente, si sabemos que {xn} →0 y que {yn} es divergente, ello no proporciona nin-


guna información sobre el comportamiento de la sucesión {xnyn}; la cual se dice que es una
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Prof. Javier Pérez
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indeterminación del tipo “0∞”. Las indeterminaciones que aparecen al estudiar el cociente


de dos sucesiones divergentes o de dos sucesiones que convergen a cero, las llamadas inde-


terminaciones de los tipos “∞/∞
′′, “0/0”, pueden reducirse a una indeterminación del tipo


“0∞”.


El siguiente resultado permite resolver en muchas ocasiones indeterminaciones de la forma


“∞/∞”.


5.20 Teorema (Criterio de Stolz). Sea {yn}una sucesión positivamente divergente y estrictamen-


te creciente y sea {xn} cualquier sucesión. Supongamos que


{
xn+1−xn


yn+1−yn


}
→ L


donde L∈R, o L = +∞, o L = −∞. Entonces se verifica también que


{
xn


yn


}
→ L .


Del Criterio de Stolz se deducen dos útiles criterios para estudiar la convergencia de suce-


siones de medias aritméticas o geométricas.


5.21 Proposición (Criterio de la media aritmética). Supongamos que {an} → L donde L es un


número real, o L = +∞, o L = −∞. Entonces se verifica que


{
a1+a2+ · · ·+an


n


}
→ L.


5.22 Proposición (Criterio de la media geométrica). Supongamos que {an} → L donde {an} es


una sucesión de números positivos y L es un número real o bien L = +∞. Entonces se verifica que


{
n
√


a1a2 . . .an


}
→ L.


5.23 Corolario. Supongamos que


{
xn+1


xn


}
→ L donde {xn} es una sucesión de números positivos


y L es un número real o bien L = +∞. Entonces se verifica que { n√xn}→ L.


Hay otras indeterminaciones que surgen al considerar sucesiones de potencias, es decir, su-


cesiones de la forma {xyn
n } donde {xn} es una sucesión de números positivos e {yn} es una suce-


sión cualquiera de números reales. Puesto que xyn
n = exp(yn log(xn)), teniendo en cuenta la pro-


posición (5.19), la convergencia o divergencia de la sucesión {xyn
n } vendrá determinada por la


de {yn log(xn)}; la cual, a su vez, está determinada en todos los casos por el comportamiento de


las sucesiones {xn} e {yn}, excepto cuando dicha sucesión {yn log(xn)} es una indeterminación


del tipo “0∞”, lo que ocurre en los siguientes casos.


a) {xn}→ 1, {|yn|} → +∞ (indeterminación “1∞”)


b) {xn}→ +∞, {yn}→ 0 (indeterminación “∞0”)


c) {xn}→ 0, {yn}→ 0 (indeterminación “00”)


Cuando estudiemos las derivadas veremos algunas técnicas que permiten resolver en mu-


chos casos estas indeterminaciones.
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5.3. Sucesiones de números complejos


5.24 Definición. Una sucesión de números complejos {zn} se dice que converge a un número


complejo z si, dado cualquier número real ε > 0, existe un número natural mε tal que si n es


cualquier número natural mayor o igual que mε se cumple que |zn−z| < ε. Simbólicamente:


∀ε > 0 ∃mε∈N : n>mε ⇒ |zn−z| < ε


Se dice que el número z es ĺımite de la sucesión {zn} y se escribe lı́m
n→∞


{zn} = z o, simplemente,


lı́m{zn} = z e incluso, si no hay posibilidad de confusión, {zn}→ z.


Observa que, en virtud de la definición dada, se verifica que


{zn}→ z ⇐⇒ |zn−z| → 0


Recordemos que máx{|Rez| , |Imz|} 6 |z| 6 |Rez|+ |Imz|. Gracias a esta desigualdad tenemos que


|Rezn−Rez|
|Imzn− Imz|


}
6 |zn−z| 6 |Rezn−Rez|+ |Imzn− Imz|


Deducimos que |zn−z| → 0 si, y sólo si, |Rezn−Rez| → 0 y |Imzn− Imz| → 0. Hemos probado


ası́ el siguiente resultado.


5.25 Proposición. Una sucesión de números complejos {zn} es convergente si, y sólo si, las suce-


siones de números reales {Rezn} y {Imzn} son convergentes. Además, en dicho caso


lı́m{zn} = z⇐⇒ Rez= lı́m{Rezn} y Imz= lı́m{Imzn}


Gracias a este resultado el estudio de sucesiones de números complejos se reduce a estudiar


la convergencia de dos sucesiones de números reales.


Los resultados obtenidos para sucesiones de números reales en los que no interviene la es-


tructura de orden son también válidos para sucesiones de números complejos. Son válidos, en


particular, los resultados relativos a álgebra de ĺımites, el teorema de Bolzano–Weierstrass y el


teorema de complitud.


5.3.1. Ejercicios propuestos


81. 1. Sea {xn} una sucesión y supongamos que hay números ρ∈]0,1[, p∈N, tales que para


todo n> p es |xn+1| 6 ρ|xn| . Prueba que lı́m{xn} = 0.


2. Sea {xn} una sucesión de números no nulos verificando que lı́m
|xn+1|
|xn|


= λ, donde


06 λ < 1. Prueba que lı́m{xn} = 0.


Aplicación. Dados a∈]−1,1[, k∈N, prueba que lı́mn→∞{nkan} = 0.
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82. Estudia la convergencia de las sucesiones siguientes.


xn =
2n+(−1)n(n+2)


7n+3
xn = n


(
1+(−1)n


3


)n


xn = n2


(
1+n
3n


)n


xn=
n
√


an+bn (a > 0,b > 0) xn=


n∑


k=1


1√
k+n2


xn = 3√n+1− 3
√


n


xn=
√


n2 +3n+2 − n xn=
(√


n2 +
√


n−n
)(√


n+1+
√


2n
)


xn =
n!
nn


Sugerencia. En algunos casos puede usarse el principio de las sucesiones encajadas o el


ejercicio anterior.


83. Utiliza la desigualdad de las medias para probar que n
√


n 6
n−2+2


√
n


n
. Deduce que


lı́m n
√


n = 1.


84. Sea xn =
1 ·3 ·5· · ·(2n−1)


2 ·4 ·6· · ·2n
. Prueba que xn <


1√
2n+1


. Deduce que lı́m{xn} = 0.


85. Como consecuencia inmediata de la formula del binomio de Newton, la desigualdad (1+


x)n
> 1+nx es válida para todo x > 0. Usa dicha desigualdad para probar que la sucesión


n
( n√n+1 − n


√
n
)


converge a 0.


86. Supongamos que {an}→ 0. Prueba que lı́m


√
1+an−1


an
=


1
2


.


87. Sean a0,a1, . . . ,ap números reales cuya suma es igual a cero. Justifica que


lı́m
n→∞


{
a0


√
n+a1


√
n+1+a2


√
n+2+ · · ·+ap


√
n+ p


}
= 0


Sugerencia. Saca factor común
√


n, resta a0 +a1+ · · ·+ap y usa el ejercicio anterior.


88. Dados 0 < b1 < a1, definamos para todo n∈N:


an+1=
an+bn


2
, bn+1=


√
anbn.


Justifica que las sucesiones ası́ definidas son monótonas y convergen al mismo número


(que se llama media aritmético-geométrica de a1 y b1).


89. Estudia la convergencia de las siguientes sucesiones.


1. x1= 1, xn+1 =
4+3xn


3+2xn
.


2. Dado a > 0, definimos x1=
√


a, xn+1 =
√


a+xn


3. Dado a > 0, a, 1, definimos x1 = a, xn+1 =
1
2


(
xn +


a
xn


)
.


Sugerencia. Estudia en cada caso monotonı́a y acotación.


90. 1. Para cada n∈N sea xn=1+
1
2
+ · · ·+1


n
− log(n), yn= xn−


1
n


. Prueba que {xn} es estricta-


mente decreciente e {yn} es estrictamente creciente. Deduce que ambas sucesiones


convergen a un mismo número. Dicho número se llama la constante de Euler, se re-


presenta por la letra griega γ. No se sabe si dicho número es racional o irracional.


2. Deduce que lı́m
n→∞


1+1/2+ · · ·+1/n
log(n)


= 1.
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3. Justifica que


lı́m
n→∞


{
1


n+1
+


1
n+2


+ · · ·+ 1
2n


}
= log2.


91. ¿Puede existir alguna sucesión acotada, {xn}, verificando que |xn−xm|> 10−75 siempre que


n,m? Razona tu respuesta.


92. Sea {xn} una sucesión de números reales y supongamos que existen ρ∈]0,1[, p∈N, tales


que |xn+2−xn+1| 6 ρ|xn+1−xn| para todo n> p. Prueba que {xn} es convergente.


Sugerencia. Deduce primero que |xn+2−xn+1| 6 ρn|x2−x1|. Teniendo ahora en cuenta que


para todos n,h∈N se verifica que:


ρn+h + ρn+h−1+ ρn+h−2+ · · ·+ ρn <
ρn


1−ρ


deduce que {xn} verifica la condición de Cauchy.


93. Sea I un intervalo cerrado (puede ser I =R); f : I → R una función, y supongamos que hay


un número α ∈]0,1[ tal que


| f (x)− f (y)| 6 α|x−y|, para todos x,y en I .


Supongamos además que f (x) ∈ I para todo x∈ I . Dado un punto a∈ I , definamos {xn} por


x1= a, y xn+1= f (xn) para todo n∈N. Prueba que {xn} converge a un punto x∈ I que es el


único punto fijo de f , es decir, f (x) = x.


94. Sea k un número natural. Calcula el ĺımite de la sucesión
1k+2k+3k+ · · ·+nk


nk+1 .


95. Dadas dos funciones polinómicas P,Q, tales que el grado de Q es mayor o igual que el


grado de P y Q(n) , 0 para todo n∈N, justifica que la sucesión


{
P(n)


Q(n)


}
es convergente y


calcula su ĺımite.
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Continuidad en intervalos cerrados y acotados. Lı́mite funcional


6.1. Máximos y mı́nimos absolutos. Teorema de Weierstrass


Sabemos ya que la imagen, f (I), de un intervalo I por una función continua f es un intervalo.


Nos preguntamos ¿Es f (I) un intervalo del mismo tipo que I? Enseguida nos damos cuenta de


que no tiene por qué ser ası́.


1. f (x) = x2; f ([−1,1[) = f (]−1,1]) = [0,1];


2. f (x) = 1/x; f (]0,1]) = [1,+∞[; f ([1,+∞[) =]0,1].


3. f (x) = senx; f (]−π,π[= [−1,1].


Vemos ası́ que la imagen por una función continua de un intervalo abierto, o semiabierto, o de


una semirrecta, puede ser un intervalo de distinto tipo. Nos queda por considerar qué ocurre


con los intervalos cerrados (y acotados), es decir, los de la forma [a,b]. Nótese que si f : [a,b] → R
es continua, para probar que f ([a,b]) es un intervalo cerrado y acotado basta probar que el


conjunto f ([a,b]) tiene máximo y mı́nimo, es decir, que hay números u,v∈ [a,b] tales que para


todo x∈ [a,b] es f (u) 6 f (x) 6 f (v), pues entonces será f ([a,b]) = [ f (u), f (v)].


6.1 Definición. Sea f : B→ R . Se dice que f está acotada en E si el conjunto f (B) está acotado.


Se dice que f alcanza en B un máximo (resp. un mı́nimo) absoluto si el conjunto f (B) tiene


máximo (resp. mı́nimo), es decir, existe algún punto c∈B (resp. b∈B) tal que f (x) 6 f (c) (resp.


f (b) 6 f (x)) para todo x∈B.


El siguiente resultada es importante. Su demostración se propone como ejercicio.


6.2 Proposición. Sea f : A → R una función continua en un punto x∈A. Entonces para toda


sucesión {xn} de puntos de A que converge a x se verifica que la sucesión { f (xn)} converge a f (x).


lı́m f (xn) = f (lı́mxn) = f (x)
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6.3 Teorema (Teorema de Weierstrass). Toda función continua en un intervalo cerrado y aco-


tado alcanza en dicho intervalo un máximo y un mı́nimo absolutos. En particular, toda función


continua en un intervalo cerrado y acotado está acotada en dicho intervalo.


Demostración. Sea f : [a,b]→ R una función continua. Queremos probar que hay algún punto


c∈ [a,b] en el que f alcanza un máximo absoluto.


Empezaremos probando que f está acotada en [a,b]. Razonamos por contradicción: supon-


dremos que f no está acotada y llegaremos a una contradicción. Si f no está acotada entonces


para cada n∈N tiene que haber algún punto xn∈[a,b] tal que f (xn)> n. La sucesión {xn} está aco-


tada y, por el teorema de Bolzano-Weierstrass, tiene alguna parcial yn = xσ(n) convergente. Sea


x = lı́m{xn}. Como a6 yn 6 b se deduce que a6 x6 b y por tanto x∈ [a,b] (aquı́ es donde se usa el


hecho de que [a,b] es un intervalo cerrado). Usando la proposición anterior y la continuidad de


f en x obtenemos que la sucesión { f (yn)} debe ser convergente. Pero esto es imposible porque


f (yn) = f (xσ(n)) > σ(n) > n lo que nos dice que la sucesión { f (yn)} no está acotada y por tanto no


puede ser convergente.


Como f está acotada, el conjunto f [a,b] es un conjunto acotado de números reales y, por


tanto, tiene supremo e ı́nfimo. Sea β = supf [a,b]. Probaremos que β∈ f [a,b]. Para cada n∈N
tiene que existir un zn ∈ [a,b] tal que β− 1/n 6 f (zn) 6 β. Repitiendo el razonamiento anterior


obtenemos que la sucesión {zn} tiene alguna sucesión parcial convergente. Sin perder genera-


lidad, podemos suponer que la propia {zn} es convergente. Sea z = lı́m{zn}. Entonces z∈ [a,b]


(por ser un intervalo cerrado) y f (z) = lı́m f (zn) = β. En consecuencia f alcanza un máximo ab-


soluto en el punto z.


Análogamente se prueba que α = ı́nf f [a,b]∈ f [a,b].


Como aplicación del teorema de Weierstrass puede probarse el siguiente resultado.


6.4 Proposición. Una función polinómica de grado par f (x) =


n∑


k=0


akx
k alcanza un mı́nimo ab-


soluto en R si el coeficiente lı́der es positivo, an > 0, y alcanza un máximo absoluto en R si el


coeficiente lı́der es negativo, an < 0.


6.2. Lı́mite funcional


Sea I un intervalo, a un punto de I , y f una función definida en I \{a}. Naturalmente, como


f no está definida en a no tiene sentido hablar de la continuidad de f en a. Sin embargo, pode-


mos preguntarnos ¿es posible encontrar un número L∈R tal que definiendo f (a) = L, la nueva


función ası́ obtenida sea continua en a? Para ello el número L tendŕıa que cumplir la siguiente


propiedad:


∀ε ∈ R+ ∃δ∈R+ :
0 < |x−a|< δ


x∈ I


}
=⇒ | f (x)−L| < ε


donde la condición “0 < |x−a|” es obligada porque la función f no está definida en a.


Podemos modificar un poco la situación anterior, suponiendo ahora que f está definida en


todo el intervalo I pero no es continua en a. En este caso queremos cambiar el valor de f en a,
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es decir, encontrar, si es posible, un número L∈R tal que definiendo el valor de f en a igual a


L, la nueva función ası́ obtenida sea continua en a. La condición que tiene que cumplir dicho


número L es exactamente la misma de antes.


Nótese que ahora la condición “0 < |x−a|” es obligada porque nuestra función f no está defi-


nida en a de “forma apropiada”.


En los dos casos considerados la condición obtenida es la misma con independencia del hecho


de que f esté o no definida en a y, en caso de estarlo, del posible valor que f pueda tener en a.


Por ello, en lo que sigue consideraremos la siguiente situación.


Notación. En adelante, representaremos por I un intervalo; a será un punto de I , y f será una


función que supondremos definida en I \{a} sin excluir la posibilidad de que dicha función


pueda estar definida en todo el intervalo I lo cual, para nuestros propósitos actuales, carece de


importancia.


6.5 Definición. Se dice que f tiene ĺımite en el punto a si existe un número L∈R tal que se


verifica lo siguiente:


∀ε ∈ R+ ∃δ∈R+ :
0 < |x−a|< δ


x∈ I


}
=⇒ | f (x)−L| < ε


Dicho número se llama ĺımite de f en a y escribimos lı́m
x→a


f (x) = L .


Observa que la existencia del ĺımite es independiente de que f esté o no definida en a y, en


caso de estarlo, del valor que f pueda tener en a. También debe advertirse que en la definición


de la igualdad lı́m
x→a


f (x) = L , sólo intervienen desigualdades.


Es fácil probar que el ĺımite de una función en un punto, si existe, es único. Una consecuencia


inmediata de la definición dada es el siguiente resultado.


6.6 Proposición. Sea f : I → R una función definida en un intervalo y sea a∈ I . Equivalen las


afirmaciones siguientes:


i) f es continua en a.


ii) lı́m
x→a


f (x) = f (a).


En la recta real es posible distinguir si nos acercamos “por la derecha” o “por la izquierda” a un


punto. Ello conduce de forma natural a la consideración de los lı́mites laterales que pasamos a


definir.


6.2.1. Lı́mites laterales de una función en un punto


Supongamos que:


A) El conjunto {x∈ I : a < x} no es vacı́o. En tal caso, se dice que f tiene lı́mite por la derecha


en a, si existe un número α∈R tal que se verifica lo siguiente:


∀ε ∈ R+ ∃δ∈R+ :
a < x < a+ δ


x∈ I


}
=⇒ | f (x)−α| < ε
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Dicho número se llama ĺımite por la derecha de f en a y, simbólicamente, escribimos


lı́m
x→a
x>a


f (x) = α .


B) El conjunto {x∈I : x< a} no es vacı́o. En tal caso, se dice que f tiene lı́mite por la izquierda


en a, si existe un número β∈R tal que se verifica lo siguiente:


∀ε ∈ R+ ∃δ∈R+ :
a− δ < x < a


x∈ I


}
=⇒ | f (x)−β|< ε


Dicho número se llama ĺımite por la izquierda de f en a y, simbólicamente, escribimos


lı́m
x→a
x<a


f (x) = β .


Teniendo en cuenta las definiciones dadas, es inmediato que:


i) Si a = supI , entonces lı́m
x→a


f (x) = lı́m
x→a
x<a


f (x).


ii) Si a = ı́nf I , entonces lı́m
x→a


f (x) = lı́m
x→a
x>a


f (x).


iii) Si a no es un extremo de I , entonces equivalen las afirmaciones:


a) lı́m
x→a


f (x) = L.


b) lı́m
x→a
x<a


f (x) = lı́m
x→a
x>a


f (x) = L.


6.2.2. Lı́mites infinitos


6.2.2.1. Funciones divergentes en un punto


Se dice que f es positivamente divergente en a si se verifica lo siguiente:


∀M ∈ R+ ∃δ∈R+ :
0 < |x−a|< δ


x∈ I


}
=⇒ f (x) > M


Simbólicamente, escribimos lı́m
x→a


f (x) = +∞.


Se dice que f es positivamente divergente por la izquierda en a si se verifica lo siguiente:


∀M ∈ R+ ∃δ∈R+ :
a− δ < x < a


x∈ I


}
=⇒ f (x) > M


Simbólicamente, escribimos lı́m
x→a
x<a


f (x) = +∞.


De forma análoga se definen los conceptos:


“ f es positivamente divergente por la derecha en a”. Simbólicamente lı́m
x→a
x>a


f (x) = +∞


“ f es negativamente divergente en a”. Simbólicamente lı́m
x→a


f (x) = −∞.


“ f es negativamente divergente por la izquierda o por la derecha en a”. Simbólicamente


lı́m
x→a
x<a


f (x) = −∞ lı́m
x→a
x>a


f (x) = −∞
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Cálculo diferencial e integral







Discontinuidades. Álgebra de ĺımites 63


6.2.2.2. Lı́mites en infinito


Sea f : I → R una función definida en un intervalo no mayorado I . Se dice que f tiene ĺımite en


+∞ si existe un número L∈R tal que se verifica lo siguiente:


∀ε ∈ R+ ∃K∈R+ :
x > K
x∈ I


}
=⇒ | f (x)−L| < ε


Dicho número se llama ĺımite de f en +∞ y escribimos lı́m
x→+∞


f (x) = L.


Análogamente se define el ĺımite en −∞.


6.2.2.3. Funciones divergentes en infinito


Sea f : I → R una función definida en un intervalo no mayorado I . Se dice que f es positiva-


mente divergente en +∞ si se verifica lo siguiente:


∀M ∈ R+ ∃K∈R+ :
x > K
x∈ I


}
=⇒ f (x) > M


En cuyo caso escribimos lı́m
x→+∞


f (x) = +∞.


Llegados aquı́, el lector no tendrá dificultad en precisar el significado de:


lı́m
x→+∞


f (x) = −∞, lı́m
x→−∞


f (x) = +∞, lı́m
x→−∞


f (x) = −∞.


El siguiente resultado establece una important́ısima relación entre el ĺımite funcional y el


ĺımite de sucesiones.


6.7 Proposición. Sea f una función y sean a,L∈R∪{+∞,−∞}. Equivalen las afirmaciones:


i) lı́m
x→a


f (x) = L


ii) Para toda sucesión {xn} de puntos en el dominio de definición de f , tal que {xn}→ a con xn , a,


se verifica que { f (xn)}→ L.


6.3. Discontinuidades. Álgebra de ĺımites


6.3.1. Clasificación de las discontinuidades


Sea f : I → R una función definida en un intervalo y sea a∈ I .


Si f tiene ĺımite en a y lı́m
x→a


f (x) , f (a), se dice que f tiene en el punto a una discontinui-


dad evitable.


Si los dos ĺımites laterales de f en a existen y son distintos:


lı́m
x→a
x<a


f (x) , lı́m
x→a
x>a


f (x)


se dice que f tiene en el punto a una discontinuidad de salto.
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Si alguno de los ĺımites laterales no existe se dice que f tiene en el punto a una disconti-


nuidad esencial.


Es evidente que el concepto de ĺımite es, al igual que el de continuidad en un punto, un con-


cepto local; la existencia del ĺımite de una función en un punto a depende solamente del com-


portamiento de la función en los puntos próximos al punto a.


Es importante advertir que el concepto de ĺımite lateral es un caso particular del concepto ge-


neral de ĺımite de una función en un punto. Por ello, cualquier resultado referente a ĺımites de


funciones en un punto puede ser convenientemente enunciado para ĺımites laterales sin más


que considerar la restricción de la función a la derecha o a la izquierda del punto en cuestión.


El siguiente resultado pone de manifiesto la compatibilidad de la “operación de paso al ĺımite”


con la estructura algebraica y de orden de R.


6.8 Teorema (Álgebra de ĺımites). Supongamos que f y g tienen lı́mite en a donde aceptamos


que a puede ser un número real, o +∞, o −∞. Se verifica entonces que:


i) Las funciones f +g y f g tienen lı́mite en a y


lı́m
x→a


( f +g)(x) = lı́m
x→a


f (x)+ lı́m
x→a


g(x), lı́m
x→a


( f g)(x) = lı́m
x→a


f (x) lı́m
x→a


g(x)


ii) Si lı́m
x→a


f (x) , 0, entonces lı́m
x→a


1
f (x)


=
1


lı́m
x→a


f (x)


iii) Si f (x) 6 g(x) para todo x∈ I , x, a, entonces lı́m
x→a


f (x) 6 lı́m
x→a


g(x)


iv) Supongamos que f (x) 6 h(x) 6 g(x) para todo x∈ I , x, a y lı́m
x→a


f (x) = lı́m
x→a


g(x) = L. Entonces


se verifica que h tiene lı́mite en a y lı́m
x→a


h(x) = L.


En el siguiente resultado se establecen condiciones que garantizan la divergencia de una


suma o de un producto.


6.9 Teorema. Supongamos que f es positivamente divergente en a, lı́m
x→a


f (x) = +∞, donde acep-


tamos que a puede ser un número real, o +∞, o −∞.


i) Supongamos que hay un número M ∈R tal que g(x) > M para todo x∈ I , x , a. Entonces


lı́m
x→a


( f +g)(x) = +∞.


ii) Supongamos que hay un número M > 0 tal que g(x) > M para todo x∈ I , x , a. Entonces


lı́m
x→a


( f g)(x) = +∞.


En el siguiente resultado se establecen condiciones que garantizan que un producto tenga


ĺımite igual a cero.


6.10 Teorema. Supongamos que lı́m
x→a


f (x) = 0, y que hay un número M > 0 tal que |g(x)| 6M para


todo x∈ I , x, a. Entonces lı́m
x→a


( f g)(x) = 0.


Un resultado establece que la continuidad permuta con el paso al ĺımite.
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6.11 Teorema. Si g es continua en el punto L = lı́m
x→a


f (x), entonces lı́m
x→a


(g◦ f )(x) = g(L). Simbólica-


mente:


lı́m
x→a


(g◦ f )(x) = g(lı́m
x→a


f (x))


6.3.2. Continuidad y monotonı́a


6.12 Teorema (Lı́mites de una función monótona). Sea f una función creciente definida en un


intervalo I .


i) Para todo punto a∈ I que no sea un extremo de I se verifica que:


lı́m
x→a
x<a


f (x) = sup{ f (x) : x∈ I , x < a} lı́m
x→a
x>a


f (x) = ı́nf{ f (x) : x∈ I , x > a}


ii) Si a∈R∪{−∞} es el extremo izquierdo de I , entonces:


a) Si f está minorada en I es lı́m
x→a


f (x) = ı́nf{ f (x) : x∈ I \ {a}}.


b) Si f no está minorada en I es lı́m
x→a


f (x) = −∞.


iii) Si a∈R∪{+∞} es el extremo derecho de I , entonces:


a) Si f está mayorada en I es lı́m
x→a


f (x) = sup{ f (x) : x∈ I \ {a}}.


b) Si f no está mayorada en I es lı́m
x→a


f (x) = +∞.


Demostración. Supongamos que a∈ I no es el extremo izquierdo de I , es decir que el conjunto


{x∈ I : x< a} no es vacı́o. Entonces, el conjunto B={ f (x) :x∈ I , x<a} tampoco es vacı́o y, por ser


f creciente, el número f (a) es un mayorante de B. Sea α = sup{ f (x) : x∈ I , x < a}. Dado ε > 0, el


número α− ε no puede ser mayorante de B, es decir, tiene que haber algún punto xo∈ I , xo < a
tal que α− ε < f (xo). Sea δ = a− xo > 0. Entonces para a− δ < x < a, esto es, para xo < x < a,


se verifica que α− ε < f (xo) 6 f (x) 6 α, lo que claramente implica que α− ε < f (x) < α + ε, es


decir, | f (x)−α| < ε. Hemos probado ası́ que lı́m
x→a
x<a


f (x) = sup{ f (x) : x∈ I , x < a}. Los demás casos


se prueban de forma muy parecida y quedan como ejercicios. 2


6.13 Teorema (Discontinuidades de las funciones monótonas). Sea f una función monótona


en un intervalo. Entonces:


i) En los puntos del intervalo que no son extremos del mismo, f solamente puede tener dis-


continuidades de salto.


ii) Si el intervalo tiene máximo o mı́nimo, f puede tener en dichos puntos discontinuidades


evitables.


6.14 Teorema (Continuidad de una función monótona). Una función monótona definida en


un intervalo es continua si, y sólo si, su imagen es un intervalo.
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Demostración. En efecto, si f : I → R es una función creciente en un intervalo I y suponemos


que su imagen f (I) es un intervalo entonces, si a∈ I no es un punto extremo de I , es decir, hay


puntos u,v∈ I tales que u < a < v, tenemos que


{ f (x) : x∈ I , x < a} ⊃ [ f (u), f (a)[, { f (x) : x∈ I , x > a} ⊃] f (a), f (v)]


y deducimos que


lı́m
x→a
x<a


f (x) = f (a) = lı́m
x→a
x>a


f (x)


esto es, f es continua en a. Análogamente se prueba que si I contiene a alguno de sus extremos


entonces f es continua también en esos puntos.


Teniendo en cuenta que la función inversa de una función estrictamente monótona es también


estrictamente monótona (y del mismo tipo), se deduce de lo anterior el siguiente importante


resultado.


6.15 Teorema. La función inversa de una función estrictamente monótona y continua en un


intervalo es también una función continua y estrictamente monótona.


El siguiente resultado se demuestra haciendo uso del teorema de los ceros de Bolzano y


será usado en el próximo capı́tulo para obtener una importante propiedad de las funciones


con derivada distinta de cero. Su demostración no añade nada nuevo a lo que ya sabemos y


por eso no la incluyo aquı́; pero lo que se afirma en él es muy intuitivo: si una función es con-


tinua e inyectiva en un intervalo entonces es claro que su gráfica no puede subir y bajar, en


consecuencia o siempre sube o siempre baja.


6.16 Teorema (Funciones continuas e inyectivas en intervalos). Una función continua e in-


yectiva definida en un intervalo es estrictamente monótona.


6.4. Indeterminaciones en el cálculo de ĺımites


Frecuentemente hay que estudiar el ĺımite de una suma o producto de dos funciones preci-


samente cuando las reglas que hemos visto anteriormente no pueden aplicarse. Se trata de


aquellos casos en que el comportamiento de las funciones f +g, f g, no está determinado por el


de f y g. Por ejemplo, si sabemos que lı́m
x→a


f (x) = +∞ y que lı́m
x→a


g(x) = −∞, ¿qué podemos decir


en general del comportamiento en el punto a de la función f + g? Respuesta: absolutamente


nada. En consecuencia, para calcular un ĺımite del tipo lı́m
x→a


( f + g)(x) donde lı́m
x→a


f (x) = +∞ y


lı́m
x→a


g(x) =−∞ se requiere un estudio particular en cada caso. Suele decirse que estos ĺımites son


una indeterminación del tipo “∞−∞”.


Análogamente, si sabemos que lı́m
x→a


f (x) = 0 y que la función g es divergente (positivamente o


negativamente) en el punto a, ello no proporciona ninguna información sobre el comporta-


miento de la función f g en dicho punto. Cuando esto ocurre se dice que el ĺımite lı́m
x→a


( f g)(x)


es una indeterminación del tipo “0∞”. Las indeterminaciones que aparecen al estudiar el co-


ciente de dos funciones divergentes o de dos funciones con ĺımite cero, es decir, las llamadas
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indeterminaciones de los tipos “∞/∞”, “0/0”, pueden reducirse a una indeterminación del


tipo “0∞”.


Todavı́a hemos de considerar nuevas indeterminaciones que van a surgir al considerar funcio-


nes de la forma f (x)g(x) donde f es una función que toma valores positivos y g es una función


cualquiera. Puesto que:


f (x)g(x) = exp(g(x) log f (x))


teniendo en cuenta los resultados anteriores, el ĺımite lı́m
x→a


f (x)g(x) vendrá determinado por el


ĺımite lı́m
x→a


g(x) log f (x), el cual, a su vez, está determinado en todos los casos por el comporta-


miento en el punto a de las funciones f y g, excepto cuando dicho ĺımite es una indetermina-


ción del tipo “0∞”, lo que ocurre en los siguientes casos:


a) lı́m
x→a


f (x) = 1, lı́m
x→a


|g(x)| = +∞ (indeterminación “1∞”)


b) lı́m
x→a


f (x) = +∞, lı́m
x→a


g(x) = 0 (indeterminación “∞0”)


c) lı́m
x→a


f (x) = 0, lı́m
x→a


g(x) = 0 (indeterminación “00”)


Ni que decir tiene que no hay técnicas generales que permitan “resolver las indeterminacio-


nes”, ¡no seŕıan tales si las hubiera! Es por ello que, los ĺımites indeterminados, requieren un


estudio particular en cada caso. Es un hecho que la mayoŕıa de los ĺımites que tienen algún in-


terés matemático son ĺımites indeterminados. Cuando estudiemos las derivadas obtendremos


técnicas que permitirán calcular con comodidad dichos ĺımites.


6.4.1. Lı́mites de exponenciales y logaritmos


Los resultados que siguen son de gran utilidad para calcular ĺımites. Su justificación se


verá más adelante.


6.17 Proposición. Sea a un número real o +∞ o −∞. En los apartados b1), b2) y b3) se supone


que f (x) > 0.


a1) lı́m
x→a


f (x) = L ⇐⇒ lı́m
x→a


ef (x) = eL.


a2) lı́m
x→a


f (x) = +∞ ⇐⇒ lı́m
x→a


ef (x) = +∞.


a3) lı́m
x→a


f (x) = −∞ ⇐⇒ lı́m
x→a


ef (x) = 0.


b1) lı́m
x→a


f (x) = L > 0⇐⇒ lı́m
x→a


log f (x) = logL.


b2) lı́m
x→a


f (x) = +∞ ⇐⇒ lı́m
x→a


log f (x) = +∞.


b3) lı́m
x→a


f (x) = 0⇐⇒ lı́m
x→a


log f (x) = −∞.


El siguiente resultado es de gran importancia. En él se comparan los “órdenes de crecimien-


to” de las funciones logaritmo, potencias y exponenciales, resultando que el logaritmo crece


más lentamente que cualquier potencia positiva y éstas, a su vez, crecen más lentamente que


la exponencial.
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6.18 Proposición. I) lı́m
x→+∞


|logx|µ
xα = 0 para todos α > 0 y µ∈R.


II) lı́m
x→0


|x|α ∣∣ log|x|
∣∣µ = 0 para todos α > 0 y µ∈R.


III) lı́m
x→+∞


xα


eµx = 0 para todos α > 0 y µ> 0.


6.4.2. Ejercicios propuestos


96. Sea f : [a,b] → R continua. Supongamos que para cada x∈ [a,b] hay algún y∈ [a,b] tal que


| f (y)| 6 9
10| f (x)|. Prueba que f se anula en algún punto de [a,b].


97. Sea f : [a,b] → R continua. Prueba que la función g: [a,b]→ R dada por g(x) = máx f ([a,x]),


(a6x6b), es continua.


98. Sea f : [a,b] → R continua, pongamos M = máx f ([a,b]), m= mı́n f ([a,b]) y supongamos que


f (a) = f (b) y que m< f (a) < M. Prueba que f toma todo valor de [ f (a),M[∪]m, f (a)] en al


menos dos puntos de [a,b].


99. La ecuación ax2+2x−1= 0 donde a>−1, a, 0 tiene dos soluciones que representaremos


por λ(a) y por µ(a). Calcula los ĺımites de dichas funciones en a = 0 y en a = −1.


100. Prueba que, dado x∈R, la ecuación logt + t5 = x tiene una única solución, que represen-


tamos por ϕ(x). Justifica que la función x 7→ ϕ(x), (x∈R), ası́ definida es continua.


101. Sea f : [0,1] → R continua verificando que | f (s)− f (t)|> |s−t|para todos s,t∈[0,1], y f ({0,1})=


{0,1}. Prueba que o bien es f (x) = x para todo x∈ [0,1], o bien es f (x) = 1− x para todo


x∈ [0,1].


102. Estudia los ĺımites en +∞ y en −∞ de:


a) Una función polinómica.


b) Una función racional.


103. Justifica que una función polinómica de grado par o bien alcanza un máximo en R o bien


alcanza un mı́nimo absoluto en R.
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Lección7


Derivadas


Introducción


Los oŕıgenes del Cálculo estuvieron motivados por el deseo de resolver diversos problemas


vinculados al movimiento de los cuerpos, ası́ como problemas de tipo geométrico de impor-


tancia en Óptica y problemas de cálculo de valores máximos y mı́nimos de una función dada.


Simplificando podemos destacar dos problemas principales:


Determinar la tangente a una curva en un punto (el problema de las tangentes).


Determinar el área encerrada por una curva (el problema de las cuadraturas).


Son los conceptos de derivada e integral, respectivamente, los que permiten resolver satis-


factoriamente dichos problemas. Mientras que el concepto de integral tiene sus raı́ces en la


antigüedad clásica, la otra idea fundamental del Cálculo, la derivada, no se formuló hasta el


siglo XVII. Fue el descubrimiento efectuado por Sir Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wil-


helm Leibnitz (1646-1716) de la relación entre estas dos ideas, tan dispares en apariencia, lo


que inició el magnı́fico desarrollo del Cálculo. Si bien los trabajos de Newton y Leibnitz son


decisivos por sus aportaciones e influencia, no hay que olvidar que ellos son el punto culmi-


nante de un largo proceso en el que han participado cient́ıficos de la talla de Johannes Kepler


(1571-1630), René Descartes (1596-1650), Pierre de Fermat (1601-1665), John Wallis (1616-1703)


e Isaac Barrow (1630-1677) entre otros.


7.1. Concepto de derivada. Interpretación f́ısica y geométrica


Para entender los resultados del Cálculo diferencial es necesario, antes que nada, compren-


der la idea básica del mismo: el concepto de derivada. La derivada de una función puede in-


terpretarse geométricamente como la pendiente de una curva, y f́ısicamente como una razón


“instantánea” de cambio.
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7.1.1. Tangente a una curva


A principios del siglo XVII no se sabı́a cómo calcular la tangente a una curva en un punto de la


misma. Este problema se presentaba con frecuencia en mecánica, en óptica y en geometŕıa.


Vamos a estudiar el concepto general de tangente a una curva en un punto dado. En general,


no es un asunto sencillo hallar la pendiente de esta tangente. La razón es que, en principio, se


necesita para ello otro punto, además del de tangencia. Supongamos que queremos hallar la


tangente a la curva de ecuación cartesiana y = f (x) en el punto (a, f (a)). La estrategia, usada


primero por Pierre de Fermat y más tarde por Newton, consiste en aproximar la tangente por


rectas secantes cuyas pendientes sı́ pueden calcularse directamente. En particular, considérese


la recta que une el punto (a, f (a)) con un punto cercano, (x, f (x)), de la gráfica de f . Esta recta


se llama una secante (recta que corta, pero no es tangente a la curva). La pendiente de esta


secante es:
f (x)− f (a)


x−a


dicho número suele llamarse cociente incremental de f en a.


Nótese que una secante es una buena apro-


(a, f (a))


(x, f (x))


f (x)− f (a)


x−a


ximación de la tangente, siempre que el pun-


to (x, f (x)) esté muy próximo a (a, f (a)). Estas


consideraciones llevan a definir la tangente


a la gráfica de f en el punto (a, f (a)) como la


recta que pasa por dicho punto y cuya pen-


diente es igual al lı́mite:


lı́m
x→a


f (x)− f (a)


x−a


supuesto, claro está, que dicho ĺımite exista.


7.1.2. Razón de cambio


Muchas leyes de la Fı́sica, la Quı́mica, la Biologı́a o la Economı́a, son funciones que relacionan


una variable “dependiente” y con otra variable “independiente” x, lo que suele escribirse en la


forma y = f (x). Si la variable independiente cambia de un valor inicial a a otro x, la variable y
lo hace de f (a) a f (x). La razón de cambio promedio de y = f (x) con respecto a x en el intervalo


[a,x] es:


Razón de cambio promedio =
f (x)− f (a)


x−a


Con frecuencia interesa considerar la razón de cambio en intervalos cada vez más pequeños.


Esto lleva a definir lo que podemos llamar “razón de cambio puntual de y = f (x) con respecto a


x en el punto a” como:


lı́m
x→a


f (x)− f (a)


x−a
.


El ejemplo más conocido de esto que decimos es el de una part́ıcula que se mueve a lo lar-


go de una recta sobre la cual hemos elegido un origen. Sea f (t) la distancia de la part́ıcula al


origen en el tiempo t. La razón de cambio promedio tiene en este caso una interpretación f́ısi-


ca natural. Es la velocidad media de la part́ıcula durante el intervalo de tiempo considerado.
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Parece intuitivo que, en cada instante, la part́ıcula se mueve con una determinada velocidad


instantánea. Pero la definición corriente de velocidad es en realidad una definición de veloci-


dad media; la única definición razonable de velocidad instantánea es como la razón de cambio


puntual. Es importante darse cuenta de que la velocidad instantánea es un concepto teórico, y


una abstracción, que no corresponde exactamente a ninguna cantidad observable.


Notación. En lo que sigue las letras I , J representan intervalos no vacı́os de números reales.


7.1 Definición. Se dice que una función f : I → R es derivable en un punto a∈ I , si existe el


ĺımite:


lı́m
x→a


f (x)− f (a)


x−a
.


Expĺıcitamente, f es derivable en a si hay un número L∈R verificando que para cada número


ε > 0 existe algún número δ > 0 tal que para todo x∈ I con x, a y | x−a |< δ se tiene que:


∣∣∣∣
f (x)− f (a)


x−a
− L


∣∣∣∣ 6 ε.


Dicho número L se llama la derivada de f en a y suele representarse por f ′(a) (notación debida


a Lagrange) y también, a veces, por
d f(x)


dx


∣∣∣
x=a


(notación de Leibnitz).


Observaciones


i) El ĺımite lı́m
x→a


f (x)− f (a)


x−a
se escribe también en la forma lı́m


h→0


f (a+h)− f (a)


h
.


ii) La derivabilidad de f en un punto a∈ I es una propiedad local, depende solamente del com-


portamiento de f en los puntos de I próximos al punto a. Concretamente, si J es cualquier


intervalo abierto que contiene el punto a, se verifica que f es derivable en a si, y sólo si, la fun-


ción restricción f|I∩J es derivable en a y, por supuesto, en tal caso ambas funciones tienen la


misma derivada en a.


7.1.3. Derivadas laterales


7.2 Definición. Se dice que f es derivable por la izquierda en a si existe el ĺımite:


lı́m
x→a
x<a


f (x)− f (a)


x−a
.


El valor de dicho ĺımite se llama la derivada por la izquierda de f en a.


Análogamente se dice que f es derivable por la derecha en a, si existe el ĺımite:


lı́m
x→a
x>a


f (x)− f (a)


x−a
.


El valor de dicho ĺımite se llama la derivada por la derecha de f en a.


Teniendo en cuenta la relación que hay entre el ĺımite de una función en un punto y los ĺımites


laterales, es claro que:
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i) Si a = máxI , entonces la derivabilidad de f en a es lo mismo que la derivabilidad por la


izquierda de f en a.


ii) Si a = mı́nI , entonces la derivabilidad de f en a es lo mismo que la derivabilidad por la


derecha de f en a.


iii) Si a no es un extremo de I , entonces equivalen las afirmaciones:


a) f es derivable en a.


b) Las derivadas por la izquierda y por la derecha de f en a existen y coinciden.


7.1.4. Propiedades de las funciones derivables. Reglas de derivación


El siguiente resultado nos dice que la derivabilidad es una propiedad más fuerte que la conti-


nuidad.


7.3 Proposición. Toda función derivable en un punto es continua en dicho punto.


En efecto, si f : I → R es derivable en a, de la igualdad:


f (x) = f (a)+ (x−a)
f (x)− f (a)


x−a
(x∈ I , x, a)


se sigue que lı́m
x→a


f (x) = f (a), es decir, f es continua en a.


7.4 Teorema (Reglas de derivación). Sean f g: I → R dos funciones. Se verifican las siguientes


afirmaciones:


i) La función suma f +g y la función producto f g son derivables en todo punto a∈ I en el que


f y g sean derivables; en tal caso las derivadas respectivas vienen dadas por:


( f +g)′(a) = f ′(a)+g′(a); ( f g)′(a) = f ′(a)g(a)+ f (a)g′(a)


ii) Si g(x) , 0 para todo x∈ I , la función cociente f/g es derivable en todo punto a∈ I en el que


f y g sean derivables en cuyo caso se verifica que:


(
f
g


)′
(a) =


f ′(a)g(a)− f (a)g′(a)


(g(a))2


7.5 Corolario. Las funciones polinómicas son derivables en todo punto y las funciones racionales


son derivables en todo punto de su conjunto natural de definición. Además la derivada de la


función polinómica f (x) = a0 +a1x+a2x2 + · · ·+anxn en cada punto x∈ R viene dada por:


f ′(x) = a1 +2a2x+3a3x
2 + · · ·+nanx


n−1


7.6 Teorema (Derivación de una función compuesta o regla de la cadena). Sean f : I → R y


g: J → R con f (I)⊆ J, y sea h = g◦ f : I → R la función compuesta. Supongamos que f es derivable


en a∈ I y que g es derivable en f (a). Entonces h es derivable en a y h′(a) = g′( f (a)) f ′(a).


En particular, si g es derivable en J, la función compuesta h = g◦ f es derivable en todo punto de


I donde f sea derivable.
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Demostración. Pongamos b = f (a). Tenemos que probar que lı́m
x→a


h(x)−h(a)


x−a
= g′(b) f ′(a). Por


hipótesis se cumple que :


lı́m
y→b


g(y)−g(b)


y−b
lı́m
x→a


f (x)− f (a)


x−a
= g′(b) f ′(a)


La idea de la demostración es hacer en esta igualdad la sustitución y = f (x). Como no está ga-


rantizado por las hipótesis hechas que para x , a se tenga f (x) , b, no está justificado hacer


directamente la sustitución indicada (dividir por cero está prohibido). Podemos evitar esta di-


ficultad como sigue. Definamos la función ϕ : J → R por:


ϕ(y) =
g(y)−g(b)


y−b
(y, b), ϕ(b) = g′(b)


Con ello la función ϕ es continua en b. Es inmediato ahora comprobar que para todo x∈ I con


x, a se verifica que:
h(x)−h(a)


x−a
= ϕ( f (x))


f (x)− f (a)


x−a
(1)


ahora, como f es continua en a (porque es derivable en a) y ϕ es continua en b = f (a), se sigue


que ϕ◦ f es continua en a, por lo que:


lı́m
x→a


ϕ( f (x)) = ϕ( f (a)) = ϕ(b) = g′(b).


La igualdad (1) nos dice ahora que:


lı́m
x→a


h(x)−h(a)


x−a
= g′(b) f ′(a)


como queŕıamos probar.


7.1.4.1. Derivabilidad de la exponencial y del logaritmo. Criterio de equivalencia logarı́tmi-


ca


La función exponencial x 7→ exp(x)= ex (x∈R) y la función logaritmo natural x 7→ logx (x∈ R+)


son derivables en todo punto de sus respectivos intervalos de definición, siendo:


(exp)′(x) = expx (∀x∈ R), (log)′(x) =
1
x


(∀x∈ R+)


Deducimos en particular que:


lı́m
x→1


logx
x−1


= 1; lı́m
x→0


ex−1
x


= 1; lı́m
x→0


log(1+x)
x


= 1; lı́m
x→0


(1+x)1/x = e


Deducimos también un importante resultado que permite resolver en muchos casos las inde-


terminaciones “1∞” y “0∞”.


7.7 Teorema (Criterio de equivalencia logarı́tmica). Sea a∈ I , f y g funciones definidas en


I \ {a}. Supongamos que f (x) > 0 para x∈ I \ {a}, y que lı́m
x→a


f (x) = 1. Entonces se tiene que:


i) lı́m
x→a


f (x)g(x) = eL si, y sólo si, lı́m
x→a


g(x)( f (x)−1) = L.
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ii) lı́m
x→a


f (x)g(x) = +∞ si, y sólo si, lı́m
x→a


g(x)( f (x)−1) = +∞.


iii) lı́m
x→a


f (x)g(x) = 0 si, y sólo si, lı́m
x→a


g(x)( f (x)−1) = −∞.


Demostración. Sea ϕ : R+ → R la función dada por:


ϕ(x) =
logx
x−1


, (x, 1), ϕ(1) = 1.


Nótese que ϕ es una función continua. Pongamos:


f (x)g(x) = exp
(
g(x) log( f (x))


)
= exp


(
g(x)( f (x)−1)ϕ( f (x))


)


Puesto que lı́m
x→a


ϕ( f (x)) = 1 se sigue que:


lı́m
x→a


g(x)( f (x)−1)ϕ( f (x)) = L∈R∪{+∞}∪{−∞}


si, y sólo si


lı́m
x→a


g(x)( f (x)−1)) = L∈R∪{+∞}∪{−∞}


lo que prueba las afirmaciones hechas.


7.8 Proposición. Sean f ,g : I → R, a∈ I y g(x) > 0 para todo x∈ I . Se verifica entonces que:


i) f es derivable en a si, y sólo si, la función h(x) = exp( f (x)) es derivable en a en cuyo caso


h′(a) = f ′(a)exp( f (a)).


ii) g es derivable en a si, y sólo si, la función ϕ(x) = log(g(x)) es derivable en a en cuyo caso


ϕ ′(a) =
g′(a)


g(a)
.


iii) Si f y g son derivables en a la función ψ(x) = [g(x)] f (x) también es derivable en a y


ψ ′(a) = ψ(a)


(
log(g(a)) f ′(a)+ f (a)


g′(a)


g(a)


)


7.1.4.2. Derivabilidad de las funciones trigonométricas


Las funciones seno y coseno son derivables en todo punto verificándose que:


sen′(x) = cosx cos′(x) = −senx.


En particular, se verifica que:


lı́m
x→0


senx
x


= 1, lı́m
x→0


cosx−1
x


= 0.


Las derivadas de las demás funciones trigonométricas se deducen con facilidad a partir de las


derivadas del seno y del coseno.


7.1.4.3. Derivabilidad de las funciones hiperbólicas


Las derivadas de las funciones hiperbólicas y de sus inversas se deducen con facilidad de las


derivadas del logaritmo y de la exponencial. Se comprueba sin dificultad que:
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senh′(x) = coshx, cosh′(x) = senhx, argsenh′(x) =
1√


x2 +1


argcosh′(x) =
1√


x2−1
, argsech′(x) =


−1


x
√


x2−1
, argcosech′(x) =


−1


x
√


x2 +1


7.2. Teoremas de Rolle y del valor medio


Los resultados más útiles del cálculo diferencial se refieren a funciones derivables en todos


los puntos de un intervalo. El teorema del valor medio es frecuentemente atribuido a Joseph


Louis Lagrange; no obstante, fue publicado por vez primera en 1806 por el f́ısico André Marie


Ampére que justificaba el resultado usando ideas de Lagrange y suponiendo que la función


derivada era continua lo cual, como se verá enseguida, es innecesario. Quince años más tarde


Augustin Louis Cauchy volvió a probar el teorema con las mismas hipótesis. El teorema del


valor medio es uno de los resultados más útiles del Cálculo. Su utilidad se debe principalmente


a que dicho teorema permite acotar el incremento de una función cuando se conoce una cota


de su derivada.


Michel Rolle (1652-1719) fue miembro de la Académie des Sciences y en 1691 estudiando


un método para resolver ecuaciones estableció sin demostrar el teorema que ahora lleva su


nombre que, como veremos, es esencialmente equivalente al teorema del valor medio.


7.9 Definición. Dada una función f : I → R derivable en todo punto de I , la función derivada


de f es la función f ′ : I →R que a cada punto x∈ I hace corresponder la derivada de f en dicho


punto.


7.10 Definición. Dada una función cualquiera f : I → R, se dice que f tiene en un punto a∈ I


un máximo relativo (resp. mı́nimo relativo) si hay algún número r > 0 tal que ]a− r,a+ r[⊆ I y


∀x ∈]a− r,a+ r[ se verifica que f (x) 6 f (a) (resp. f (x) > f (a)). La expresión extremo relativo se


utiliza para referirse indistintamente a un máximo o a un mı́nimo relativo.


(a, f (a))


(b, f (b))


(c, f (c))


(d, f (d))


y = f (x)


La función f tiene máximos relativos en los


puntos a y c y mı́nimos relativos en los puntos b


y d. Nótese que f (d) > f (a), es decir, el valor de


una función en un mı́nimo relativo puede ser


mayor que el valor en un máximo relativo.


El siguiente resultado nos dice que en los extremos relativos de una función derivable la tan-


gente es horizontal.


7.11 Proposición (Condición necesaria de extremo relativo). Sea f : I →R, a∈ I y supongamos


que f tiene un extremo relativo en a y que f es derivable en a. Entonces se verifica que f ′(a) = 0.


Demostración. Supongamos que a es un máximo relativo de f . Entonces hay un número r > 0
tal que ]a− r,a+ r[⊆ I y ∀x∈]a− r,a+ r[ se verifica que f (x) 6 f (a). Puesto que f es derivable en
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a y el punto a no es un extremo del intervalo I , se verifica que:


lı́m
x→a
x<a


f (x)− f (a)


x−a
= f ′(a) = lı́m


x→a
x>a


f (x)− f (a)


x−a


Puesto que para a−r <x<a es
f (x)− f (a)


x−a
>0, se sigue que lı́m


x→a
x<a


f (x)− f (a)


x−a
>0.


Puesto que para a<x<a+r es
f (x)− f (a)


x−a
60, se sigue que lı́m


x→a
x>a


f (x)− f (a)


x−a
60. Por tanto f ′(a)= 0.


Es importante observar que esta condición necesaria no es suficiente. Por ejemplo, la función


f (x) = x3 no tiene ningún extremo relativo en R pero f ′(0) = 0.


7.12 Teorema (Teorema de Rolle). Sea f : [a,b]→ R una función continua en [a,b], derivable en


]a,b[ y verificando que f (a) = f (b). Entonces existe algún punto c∈]a,b[ tal que f ′(c) = 0.


Demostración


a b


(a, f (a)) (b, f (b))


c


y = f (x)


f ′(c) = 0


O


La continuidad de f en [a,b] ga-


rantiza que f alcanza en un punto


u∈ [a,b] un mı́nimo absoluto y


en un punto v ∈ [a,b] un máxi-


mo absoluto. Si {u,v} = {a,b},


entonces será f (u) = f (v) y, por


tanto f es constante en [a,b] y,


en consecuencia, su derivada es


nula. Si {u,v} , {a,b}, entonces alguno de los puntos u, v está en ]a,b[ y es un extremo relativo


de f por lo que, en virtud de la proposición anterior, concluimos que la derivada de f se anula


en algún punto de ]a,b[.


7.13 Teorema (Teorema del valor medio). Sea f : [a,b] → R una función continua en [a,b], de-


rivable en ]a,b[. Entonces existe algún punto c∈]a,b[ tal que


f ′(c) =
f (b)− f (a)


b−a


Demostración. Definamos una función g: [a,b] → R por g(x) = λ f (x)+µx donde λ, µson núme-


ros que elegiremos por la condición de que g(a) = g(b), es decir λ( f (a)− f (b)) = µ(b− a). Pa-


ra ello basta tomar λ = b− a y µ = f (a)− f (b). Podemos aplicar ahora el teorema de Rolle a


la función g(x) = (b− a) f (x) + ( f (a)− f (b))x, para deducir que hay un punto c∈]a,b[ tal que


g′(c) = (b−a) f ′(c)+ ( f (a)− f (b)) = 0, lo que concluye la demostración.
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(a, f (a))


(b, f (b))


a bc


α
tg(α) =


f (b)− f (a)


b−a
= f ′(c)


(c, f (c)) y = f (c)+ f ′(c)(x−c)


7.2.1. Consecuencias del teorema del valor medio


7.14 Proposición. Sea f una función derivable en un intervalo I , y supongamos que existe M > 0
tal que | f ′(x)| 6M para todo x∈I . Entonces se verifica que | f (x)− f (y)| 6M|x−y|para todos x,y∈I .


En particular, si f ′(x) = 0 para todo x∈ I entonces f es constante en I .


7.15 Proposición. Sea I un intervalo, a∈ I y f una función continua en I y derivable en I\{a}.


Si la función derivada f ′ tiene lı́mite por la derecha (resp. por la izquierda) en a entonces f es


derivable por la derecha (resp. por la izquierda) en a con derivada por la derecha (resp. por la


izquierda) en a igual al valor de dicho lı́mite. En particular, si existe lı́m
x→a


f ′(x) = L entonces f es


derivable en a y f ′(a) = L.


Demostración. Supongamos que lı́m
x→a
x<a


f ′(x) = L. Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que ]a−δ,a]⊂ I y para


a−δ < x< a se verifica que | f ′(x)−L|< ε. Dado x∈]a−δ,a] podemos aplicar el teorema del valor


medio a la función f en el intervalo [x,a] y deducimos que hay algún punto c∈]x,a[⊂]a− δ,a[ tal


que
f (x)− f (a)


x−a
= f ′(c) y por tanto:


∣∣∣∣
f (x)− f (a)


x−a
−L


∣∣∣∣= | f ′(c)−L| < ε


lo que prueba que lı́m
x→a
x<a


f (x)− f (a)


x−a
= L, es decir, f es derivable por a izquierda en a y la derivada


por la izquierda de f en a es igual a L.


El resto de las afirmaciones del enunciado se deducen fácilmente de lo anterior.


7.16 Corolario. Sea f : I → R derivable en el intervalo I . Entonces la función derivada f ′ : I → R
no tiene discontinuidades evitables ni discontinuidades de salto.


7.17 Proposición (Derivabilidad y monotonı́a). Sea f : I → R derivable en el intervalo I . Se


verifica entonces que f es creciente (resp. decreciente) en I si, y sólo si, f ′(x) > 0 (resp. f ′(x) 6 0)


para todo x∈ I .


Demostración. Supongamos que f ′(x) > 0 para todo x∈ I . Dados dos puntos u,v∈ I con u < v,


podemos aplicar el teorema del valor medio a f en el intervalo [u,v] para deducir que existe


c∈]u,v[ tal que f (v)− f (u) = f ′(c)(v−u)> 0, por lo que f (u) 6 f (v), es decir f es creciente. Recı́pro-


camente, si f es creciente en I entonces para todos a,x∈I , con x, a, se tiene que
f (x)− f (a)


x−a
> 0,
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lo que implica que:


lı́m
x→a


f (x)− f (a)


x−a
= f ′(a) > 0.


7.18 Teorema. Sea f : I → R derivable en el intervalo I con f ′(x) , 0 para todo x∈ I . Se verifica


entonces que:


O bien f es estrictamente creciente y f ′(x)>0 para todo x∈ I


O bien f es estrictamente decreciente y f ′(x) < 0 para todo x∈ I .


Demostración. Dados dos puntos u,v∈ I con u, v, podemos razonar como antes para obtener


que existe c∈]u,v[ tal que f (v)− f (u) = f ′(c)(v−u) , 0. Hemos probado ası́ que f es inyectiva en


el intervalo I . Como, además f es continua en I (por ser derivable), podemos usar un resultado


del capı́tulo anterior para deducir que f es estrictamente monótona en I . Es suficiente tener en


cuenta ahora el resultado inmediatamente anterior para concluir la demostración.


Es importante advertir que el resultado anterior nos dice que si una función f es derivable en


un intervalo y la derivada f ′ toma valores positivos y negativos, entonces f ′ se anula en algún


punto. Este resultado recuerda mucho al teorema de los ceros de Bolzano para funciones con-


tinuas en un intervalo, con una notable diferencia: aquı́ no exigimos que la función derivada f ′


sea continua. De hecho, se verifica el siguiente resultado.


7.19 Teorema (Propiedad del valor intermedio para derivadas). Sea ϕ una función definida


en un intervalo I que es la derivada de alguna función en dicho intervalo. Entonces se verifica


que la imagen por ϕ de I , ϕ(I), es un intervalo.


Demostración. Por hipótesis hay una función derivable f : I → R tal que ϕ(x) = f ′(x) para todo


x∈ I . Sean u = ϕ(a), v = ϕ(b) dos valores que toma la función ϕ, y supongamos u < v. Dado


λ∈]u,v[, definimos la función g(x) = f (x)− λx. Tenemos entonces g′(a) = ϕ(a)−λ = u−λ < 0 y


g′(b) = ϕ(b)− λ = v− λ > 0. Por tanto la derivada de g toma valores positivos y negativos en


el intervalo I y, por tanto, tiene que anularse, es decir, existe algún punto c∈ I tal que g′(c) =


ϕ(c)−λ = 0, esto es, ϕ(c) = λ. Hemos probado ası́ que si ϕ toma dos valores también toma todos


los comprendidos entre ellos dos; es decir que ϕ(I) es un intervalo.


7.20 Proposición (Derivación de la función inversa). Sea f : I → R derivable en el intervalo I


con derivada f ′(x) , 0 para todo x∈I . Entonces f es una biyección de I sobre el intervalo J = f (I),


y la función inversa f−1 : J → R es derivable en J siendo


( f−1) ′(y) =
1


f ′( f−1(y))
(y∈J).


Demostración. Las hipótesis hechas implican que f es estrictamente monótona y continua;


por tanto es una biyección de I sobre J = f (I), y la función inversa f−1 : J → R es continua en


J. Sea b = f (a)∈J. Puesto que


lı́m
x→a


x−a
f (x)− f (a)


=
1


f ′(a)


la función h: I → R dada por:


h(x) =
x−a


f (x)− f (a)
para (x, a), h(a) =


1
f ′(a)
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es continua en I . Como f−1 es continua en J, deducimos que h◦ f−1 es continua en J, por lo


que, en particular, lı́m
y→b


h( f−1(y)) = h( f−1(b)) = h(a). Pero, para todo y∈J, con y, b es


h( f−1(y)) =
f−1(y)− f−1(b)


y−b


Concluimos ası́ que


lı́m
y→b


f−1(y)− f−1(b)


y−b
=


1
f ′(a)


Derivabilidad de las funciones trigonométricas inversas.


Se comprueba sin dificultad que:


arctg′(x) =
1


1+x2 (x∈R), arcsen′(x) =
1√


x2−1
(x∈]−1,1[)


7.21 Teorema (Teorema del valor medio generalizado). Sean f ,g : [a,b] → R funciones conti-


nuas en [a,b] y derivables en ]a,b[. Entonces existe algún punto c∈]a,b[ tal que


( f (b)− f (a))g′(c) = (g(b)−g(a)) f ′(c)


Demostración. Definimos una función h(x) = λ f (x) + µg(x) donde λ, µ son números que se


eligen de forma que g(a) = g(b), esto es, λ( f (a) − f (b)) = µ(g(b)− g(a)). Basta para ello to-


mar λ = g(b)− g(a), µ = f (a)− f (b). El teorema del Rolle, aplicado a la función h(x) = (g(b)−
g(a)) f (x)− ( f (b)− f (a))g(x), nos dice que hay un punto c∈]a,b[ tal que h′(c) = 0, lo que concluye


la demostración.


7.2.2. Reglas de L’Hôpital


Guillaume François Antoine de L’Hôpital, Marqués de Saint Mesme (1661-1704) publicó (anóni-


mamente) en 1696 el primer libro de texto sobre cálculo diferencial el cual tuvo gran éxito e


influencia durante el siglo XVIII. En él aparecen los resultados que hoy llevan su nombre los


cuales permiten resolver en muchos casos indeterminaciones de la forma 0/0 o ∞/∞ que se pre-


sentan frecuentemente al estudiar el ĺımite de un cociente de dos funciones. Si bien L’Hôpital


era un escritor excepcionalmente claro y eficaz, las llamadas “reglas de L’Hôpital” no fueron


establecidas por él sino por su maestro Jean Bernouilli (1667-1748) que no las publicó. Las dis-


tintas formas de las reglas de L’Hôpital pueden resumirse en el siguiente enunciado.


7.22 Teorema. Sean −∞ 6 a < b 6 +∞, f y g funciones derivables en ]a,b[ con g′(x) , 0, para


todo x∈]a,b[. Sea α∈{a,b} y supongamos que se verifica alguna de las dos condiciones siguientes:


a) lı́m
x→α


f (x) = lı́m
x→α


g(x) = 0


b) lı́m
x→α


|g(x)| = +∞


Y además


lı́m
x→α


f ′(x)
g′(x)


= L∈R∪{+∞,−∞}


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático
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Entonces se verifica que


lı́m
x→α


f (x)
g(x)


= L


Demostración. Antes de dar una demostración al uso vamos a explicar por qué la hipóte-


sis de que el cociente de las derivadas tiene ĺımite implica que también lo tiene el cocien-


te de las funciones. Para fijar ideas, consideremos el caso en que α = a es un número real y


lı́m
x→α


f (x) = lı́m
x→α


g(x) = 0. Definamos f (a) = g(a) = 0. Nótese que aunque el punto (g(x), f (x)) re-


corre una trayectoria en en plano que termina en (0,0) cuando x = a, el ĺımite lı́m
x→a


f (x)/g(x) no


tiene por qué existir. Ello se debe a que la proximidad a (0,0) del punto (g(x), f (x)) no nos pro-


porciona ninguna información sobre el valor del cociente f (x)/g(x). Baste considerar que en


un cı́rculo centrado en (0,0) de radio ε, hay puntos (u,v) para los que el cociente u/v puede to-


mar cualquier valor. Geométricamente, podemos interpretar f (x)/g(x) como la pendiente de la


recta que une (0,0) con el punto (g(x), f (x)). Si imaginamos la trayectoria que recorre el punto


(g(x), f (x)) como una curva, Γ, en el plano que termina en (0,0), parece evidente que, cuando


dicho punto está muy próximo a (0,0), el número f (x)/g(x) está muy próximo a la pendiente


de la tangente a Γ en (g(x), f (x)). Nótese que como f y g no se suponen derivables en x = a, no


está garantizado que Γ = {(g(x), f (x)) : x∈ I} tenga tangente en el origen, es decir, para x = a.


Podemos, sin embargo, calcular la pendiente de la tangente a Γ en puntos distintos del origen.


Para ello observemos que las hipótesis hechas implican que g es inyectiva, por lo que, llamando


J = g(I), es claro que Γ = {(t, f (g−1(t))),t∈J}; es decir, Γ es la gráfica de la función h: J → R dada


por h(t) = f (g−1(t)). Las hipótesis hechas garantizan que h es derivable en J y su derivada, es


decir, la pendiente de la tangente a Γ en el punto (t, f (g−1(t))), viene dada por:


h′(t) =
f ′(g−1(t))
g′(g−1(t))


.


Para obtener la pendiente de la tangente a Γ en el punto (g(x), f (x)) basta sustituir t por g(x) en


la igualdad anterior, es decir, dicha pendiente viene dada por:


h′(g(x)) =
f ′(x)
g′(x)


El dibujo siguiente puede ser de ayuda:
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f (xo)


y = Lx


g(xo)


Γ


y = f (xo)+ f ′(xo)


g′(xo)
(x−g(xo))


y = f (xo)
g(xo)


x


g(x)


f (x)


f (xo)


g(xo)
≅


f ′(xo)


g′(xo)
≅ L


A la vista de lo anterior, se comprende ahora que si exigimos que f ′(x)/g′(x) tenga ĺımite L en el


punto a, estamos obligando a que el cociente f (x)/g(x) también tenga ĺımite igual a L en a. En el


dibujo se ha supuesto que L es un número real, pero está claro que puede suponerse también


L = +∞ o L =−∞, lo que corresponde a los casos en que Γ tiene tangente vertical en el origen.


Daremos ahora una demostración formal del teorema en dos casos particulares.


Caso1 (Primera regla de L’Hôpital).


Supongamos que α = ay L son números reales y lı́m
x→a


f (x) = lı́m
x→a


g(x) = 0. Definamos f (a) = g(a) = 0.


Dado x∈ I , x , a, aplicamos el teorema del valor medio generalizado a las funciones f y g en


el intervalo [a,x] para obtener cx ∈]a,x[ tal que ( f (x)− f (a))g′(cx) = (g(x)−g(a)) f ′(cx), es decir,


f (x)g′(cx) = g(x) f ′(cx). Las hipótesis hechas implican que g es estrictamente monótona en I y,


como g(a) = 0, deducimos que g(x) , 0 para todo x∈ I . Obtenemos ası́ que:


f (x)
g(x)


=
f ′(cx)


g′(cx)
(1)


Por hipótesis, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que para a < t < a+ δ es


∣∣∣∣
f ′(t)
g′(t)


−L


∣∣∣∣< ε. Deducimos de


la igualdad (1) que si a < x < a+ δ se tiene que:
∣∣∣∣


f (x)
g(x)


−L


∣∣∣∣< ε.


Hemos probado ası́ que lı́m
x→a


f (x)/g(x) = L. Los casos en que L =+∞, L = −∞ se tratan de la


misma forma.


Caso 2 (Segunda Regla de L’Hôpital).


Supongamos que α = a y L son números reales y lı́m
x→a


|g(x)|= +∞. Esta última condición implica


que g(x) , 0 para todo x∈ I suficientemente próximo al punto a, y por el carácter local del ĺımite
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Prof. Javier Pérez
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no es restrictivo suponer que g(x) , 0 para todo x∈ I . Nótese también que las hipótesis hechas


implican que g es inyectiva en I . La hipótesis lı́m
x→a


f ′(x)/g′(x) = L, nos dice que dado ε > 0, hay


un número (fijo en lo que sigue) c∈ I , tal que para a < t 6 c se verifica que:
∣∣∣∣


f ′(t)
g′(t)


−L


∣∣∣∣<
ε
4


(1)


Como lı́m
x→a


|g(x)| = +∞, hay un número δ > 0 tal que a+ δ 6 c y para a < x < a+ δ se verifica que:


|g(c)|
|g(x)| < 1,


| f (c)−Lg(c)|
|g(x)| <


ε
2


(2)


Dado a < x < a+ δ aplicamos el teorema del valor medio generalizado para obtener un punto


cx∈]x,c[ tal que
f (x)− f (c)
g(x)−g(c)


=
f ′(cx)


g′(cx)
. Teniendo en cuenta la identidad:


f (x)
g(x)


−L =


(
f (x)− f (c)
g(x)−g(c)


−L


)(
1− g(c)


g(x)


)
+


f (c)−Lg(c)
g(x)


=


(
f ′(cx)


g′(cx)
−L


)(
1− g(c)


g(x)


)
+


f (c)−Lg(c)
g(x)


deducimos, en virtud de (1) y (2), que para todo x∈]a,a+ δ[ se verifica que:
∣∣∣∣


f (x)
g(x)


−L


∣∣∣∣ 6
ε
4


2+
ε
2


= ε.


Hemos probado ası́ que lı́m
x→a


f (x)/g(x) = L. Los casos en que L =+∞, L = −∞ se tratan de la


misma forma.


Los demás casos tienen un tratamiento similar y también pueden reducirse a los ya estudiados


sin más que invertir la variable.


Nótese que, tal y como las hemos enunciado, las reglas de L’Hôpital permiten calcular ĺımites


por la derecha y por la izquierda en un punto y, por tanto, podemos usarlas para calcular el


ĺımite en un punto de un intervalo que no sea extremo del mismo.


7.3. Derivadas sucesivas. Polinomios de Taylor


Sea f una función derivable en un intervalo I . Si la función derivada f ′ también es deriva-


ble en I decimos que f es dos veces derivable en I y la función f ′ ′ := ( f ′) ′ se llama derivada


segunda de f en I . En general, si n∈N, decimos que f es n+ 1 veces derivable en I si f es n


veces derivable en I y la función derivada de orden n de f en I que representaremos por f (n),


es derivable en I ; en cuyo caso la función f (n+1) = ( f (n)) ′ se llama derivada de orden n+1 de f


en I . Si n es un número natural, n> 2, decimos que f es n veces derivable en un punto a∈ I , si f
es n−1 veces derivable en I y la función f (n−1) es derivable en a. Se dice que f es una función


de clase Cn en I si f es n veces derivable I y la función f (n) es continua en I . Se dice que f es


una función de clase C∞ en I si f tiene derivadas de todos órdenes en I . Por convenio se define


f (0) = f .


Observemos que una función f derivable en un punto a puede ser aproximada localmente por


una función polinómica P(x) = f (a)+ f ′(a)(x−a) de grado 6 1, de forma que


lı́m
x→a


f (x)−P(x)
x−a


= 0
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Es natural preguntarse si, en el caso de que f sea derivable n veces en a, existirá una función


polinómica P de grado 6 n, de forma que


lı́m
x→a


f (x)−P(x)
(x−a)n = 0.


Nótese que, en el caso n = 1, el polinomio P(x) = f (a)+ f ′(a)(x− a) es el único polinomio de


grado 6 1 que cumple que P(a) = f (a) y P′(a) = f ′(a). En el caso general, parece razonable hallar


un polinomio P de grado 6 n cuyo valor y el valor de sus derivadas, hasta la del orden n, en el


punto a coincida con el valor de f y de las respectivas derivadas de f en a. Pongamos para


ello Q(x) = P(x+ a) y notemos que Q es un polinomio de grado 6 n y Q(k)(x) = P(k)(x+a) para


k = 0,1, . . . ,n. Sea Q(x) =


n∑


k=0


akx
k. Calcularemos los coeficientes de Q por la condición de que


Q(k)(0) = f (k)(a). Con ello se obtiene fácilmente que ak = f (k)(a)/k!. Resulta ası́ que el polinomio


P dado por:


P(x) = Q(x−a) =


n∑


k=0


f (k)(a)


k!
(x−a)k


verifica que P(k)(a) = Q(k)(0) = f (k)(a) para k = 0,1, . . . ,n y es el único polinomio de grado 6 n


que cumple dichas condiciones.


7.23 Definición. Sea f una función n veces derivable en un punto a. La función polinómica


Tn( f ,a) definida para todo x∈R por Tn( f ,a)(x) = f (a)+


n∑


k=1


f (k)(a)


k!
(x−a)k se llama el polinomio


de Taylor de orden n de f en a.


7.24 Teorema (Teorema de Taylor-Young). Sea f una función n veces derivable en un punto a,


y sea Tn( f ,a) el polinomio de Taylor de orden n de f en a. Entonces se verifica que:


lı́m
x→a


f (x)−Tn( f ,a)(x)
(x−a)n = 0.


Demostración. Haremos la demostración por inducción. Para n = 1 la afirmación del enun-


ciado es cierta sin más que recordar la definición de derivada de una función en un punto.


Supongamos que la afirmación del enunciado es cierta para toda función n veces derivable en


a. Sea f una función n+1 veces derivable en a. Entonces la función g = f ′ es n veces derivable


en a y por tanto:


lı́m
x→a


g(x)−Tn(g,a)(x)
(x−a)n = 0.


Se comprueba fácilmente que Tn+1
′( f ,a)(x) = Tn(g,a)(x), con lo cual resulta que


g(x)−Tn(g,a)(x) = d
d x


(
f (x)−Tn+1( f ,a)(x)


)
. Por el teorema de L’Hôpital obtenemos que:


lı́m
x→a


f (x)−Tn+1( f ,a)(x)
(x−a)n+1 = lı́m


x→a


g(x)−Tn(g,a)(x)
(n+1)(x−a)n = 0.


Lo que concluye la demostración.


El siguiente resultado, consecuencia directa del que acabamos de probar, es muy útil para cal-


cular ĺımites.
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7.25 Corolario. Sea f una función definida en un intervalo I que es n+1 veces derivable en un


punto a∈ I , y sea Tn( f ,a) el polinomio de Taylor de orden n de f en a. Entonces se verifica que:


lı́m
x→a


f (x)−Tn( f ,a)(x)
(x−a)n+1 =


1
(n+1)!


f (n+1)(a).


7.4. Consejos para calcular ĺımites de funciones


Cuando en un ejercicio te piden calcular un ĺımite, es casi seguro que se trata de una “in-


determinación”. Te recuerdo que aquellos ĺımites de sumas, productos, cocientes o potencias


de funciones en los que el resultado no está predeterminado por el comportamiento particular


de cada una de las funciones se llaman “lı́mites indeterminados”. La palabra “indeterminado”


quiere decir simplemente que se trata de ĺımites cuyo cálculo no puedes hacerlo aplicando las


reglas básicas del “álgebra de lı́mites” y tienes que usar alguna técnica apropiada para calcular-


los. Los ĺımites interesantes son casi siempre de este tipo.


Las reglas de L’Hôpital son muy útiles para resolver las indeterminaciones, pero yo pienso


que se abusa de ellas. Las aplicamos sin pensar dos veces lo que hacemos, nos dejamos llevar


por la comodidad que proporcionan (aunque no siempre) y acabamos calculando ĺımites de


forma mecánica sin saber muy bien qué es lo que hacemos. No tengo nada en contra de ellas,


tan sólo me parece que su uso casi exclusivo y de forma mecánica es empobrecedor. Por el


contrario, pienso que cada ĺımite debe intentarse de la forma más adecuada a su caso. Para eso


tienes que fijarte en cómo es la función, relacionarla con otras parecidas y tratar de relacionar


el ĺımite que te piden con otros bien conocidos.


Voy a contarte las estrategias que suelo usar para calcular ĺımites. Esencialmente, puedo


resumirlas en dos:


• Trato de reducir el ĺımite a otros bien conocidos.


• Siempre que puedo sustituyo funciones por otras más sencillas.


Vayamos con la primera. Si te preguntas qué entiendo por ĺımites bien conocidos, la respues-


ta es bien fácil: los que siguen a continuación.


7.4.1. Lı́mites que debes saberte de memoria


lı́m
x→0


senx
x


= 1 lı́m
x→0


arcsenx
x


= 1 lı́m
x→0


1−cosx


x2 =
1
2


lı́m
x→0


arctgx
x


= 1 lı́m
x→0


tgx
x


= 1


lı́m
x→0


ex−1
x


= 1 lı́m
x→0


x−senx
x3 =


1
6


lı́m
x→0


(1+x)α −1
x


= α lı́m
x→0


log(1+x)
x


= 1 lı́m
x→1


logx
x−1


= 1


lı́m
x→0


tgx−x
x3 =


1
3


lı́m
x→0


log(1+x)−x


x2 =
−1
2


Observa que todos ellos, con la excepción de cuatro, son derivadas en el punto x = 0 de


las respectivas funciones. Por ello no son dif́ıciles de recordar. Ahora bien, estos ĺımites suelen


aparecer algo disfrazados. Realmente, más que como ĺımites concretos, debes considerarlos


como modelos.
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7.26 Ejemplo. El ĺımite


lı́m
x→0


log(cosx)
cosx−1


no está en la lista anterior, pero responde al modelo


lı́m
x→1


logx
x−1


en el que la variable x se ha sustituido por la función cosx y el punto 1 por el punto 0. �


7.27 Ejemplo. Partimos del ĺımite


lı́m
x→0


tgx−x
x3 =


1
3


Elijamos ahora cualquier función continua g que se anule en algún punto c, por ejemplo


g(x) = ex−1 (c = 0) o g(x) = logx (c = 1), o g(x) = 3
√


x− 1 (c = 1), . . . En todos los casos se ve-


rifica que


lı́m
x→c


tg(g(x))−g(x)
g(x)3 =


1
3


Tenemos ası́ que


lı́m
x→0


tg(ex−1)−ex+1
(ex−1)3 = lı́m


x→1


tg(logx)− logx
(logx)3 =


1
3


�


¿Entiendes lo que pasa? Esto puede hacerse con cualquiera de los ĺımites. La justificación de


estos resultados es consecuencia de que la composición de funciones continuas es continua.


Como consecuencia, los ĺımites de la lista anterior son muchos más de los que aparecen en ella.


Si te acostumbras a reconocerlos cuando vengan disfrazados podrás ahorrarte mucho trabajo


innecesario.


Vamos a la segunda estrategia. Sustituir funciones por otras más sencillas. Esto se basa en la


idea siguiente. Supón que estás calculando un ĺımite de la forma lı́m
x→a


f (x)g(x) y tú conoces otra


función h(x) tal que lı́m
x→a


h(x)
f (x)


= 1; entonces puedes sustituir en el ĺımite lı́m
x→a


f (x)g(x) la función


f (x) por h(x) sin que ello afecte para nada al valor del ĺımite.


7.4.2. Funciones asintóticamente equivalentes


7.28 Definición. Se dice que las funciones f y h son asintóticamente equivalentes en el punto


a, y se escribe f (x) ∼ g(x) (x→ a), cuando lı́m
x→a


h(x)
f (x)


= 1.


Para calcular un lı́mite de un producto o de un cociente puedes sustituir cualquiera de los


factores por otro asintóticamente equivalente a él. ¡Ojo! En una suma no puedes, en general, ha-


cer eso. La lista de los ĺımites bien conocidos es, de hecho, una lista de equivalencias asintóticas


y eso la hace más útil todavı́a.


7.29 Ejemplo. El ĺımite lı́m
x→0


ex−cos
√


2x−x
tg3x


es una indeterminación del tipo
0
0


y puede hacerse


por L‘Hôpital. El problema está en que vamos a tener que derivar por lo menos dos veces y las
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derivadas de la tangente se van complicando. Para evitarlo podemos sustituir tgx por x pues


tgx∼ x(x→ 0). Escribiendo


ex−cos
√


2x−x
tg3x


=
x3


tg3x
ex−cos


√
2x−x


x3


y teniendo en cuenta que lı́m
x→0


x3


tg3x
= lı́m


x→0


(
x


tgx


)3


= 1, basta calcular lı́m
x→0


ex−cos
√


2x−x
x3 lo que


puedes hacer por L’Hôpital muy fácilmente (aunque es un caso particular del teorema de Taylor-


Young). �


Las estrategias anteriores son las más básicas, pero tengo otras un poco más elaboradas.


Esencialmente consisten en aplicar el teorema de Taylor-Young para tratar de reducir ciertos


ĺımites al ĺımite de un cociente de dos polinomios. Bueno, sorpresa, todos los ĺımites de la lista


de lı́mites bien conocidos son, sin excepción, casos particulares del teorema de Taylor-Young.


Ahora después te pondré algunos ejemplos de esta forma de proceder. Pero, para que pue-


das usar con comodidad este método, tienes que saberte de memoria, o ser capaz de deducirlos


en poco tiempo, los polinomios de Taylor de las funciones elementales. Además, esta forma de


proceder se adapta más a unos casos que a otros y tan sólo con la práctica se aprende cuándo


conviene usarla.


7.4.2.1. Notación de Landau


Te recuerdo también una notación extraordinariamente útil, me refiero a la notación de


Landau. Si f (x) y g(x) son funciones tales que lı́m
x→a


f (x)
g(x)


= 0, se escribe f (x) = o(g(x)) cuando


x→ a y se lee f (x) es un infinitésimo de orden superior que g(x) en el punto a . La idea es que f (x)


tiene a cero más rápidamente que g(x) cuando x→ a. Si no hay lugar a confusión, omitimos la


precisión “cuando x→ a”.


Con esta notación, el teorema de Taylor-Young puede expresarse f (x)−Tn( f ,x,a) = o(x−a)n


cuando x→ a. Lo que suele escribirse


f (x) = Tn( f ,x,a)+o(x−a)n.


Esta última igualdad suele llamarse en algunos textos Teorema de Taylor con resto infinitesimal


o forma infinitesimal del resto de Taylor. No es otra cosa que el teorema de Taylor–Young escrito


con la notación de Landau.


Lo interesante de esta notación es que si, por ejemplo, ϕ(x) = o(x− a)p y ψ(x) = o(x− a)q,


entonces ϕ(x)ψ(x) = o(x−a)p+q y, si p > q,
ϕ(x)
ψ(x)


= o(x−a)p−q y (ϕ(x)+ψ(x)) = o(x−a)q. Además,


si H(x) es una función acotada en un intervalo abierto que contenga al punto a y sabemos que


ϕ(x) = o(x−a)p entonces también H(x)ϕ(x) = o(x−a)p. Veamos los ejemplos prometidos.


7.30 Ejemplo. Si tratas de calcular por L’Hôpital el ĺımite lı́m
x→0


(tgx)(arctgx)−x2


x6 tendrás que ser


paciente porque necesitarás derivar por lo menos cinco veces y en el numerador hay un pro-


ducto cuyas derivadas se van haciendo cada vez más complicadas. Ahora, si calculas los poli-


nomios de Taylor de orden 5 de tgx y arctgx en a = 0, obtendrás que


tgx = x+
1
3


x3 +
2
15


x5 +o(x6), arctgx = x− 1
3


x3 +
1
5


x5 +o(x6)
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observa que como se trata de funciones impares sus derivadas de orden par en x = 0 son nulas,


por eso los polinomios anteriores son, de hecho, los polinomios de Taylor de orden 6 y eso


explica que aparezca el término o(x6). Deducimos que tgx arctgx = x2 +
2
9


x6 +o(x7) y


lı́m
x→0


(tgx)(arctgx)−x2


x6 = lı́m
x→0


2/9x6+o(x7)


x6 =
2
9


Observa que aunque tgx∼ x y arctgx∼ x para x→ 0, se tiene que tgx arctgx−x2 ∼
2
9


x6 para x→ 0.


Fı́jate que al calcular el producto


tgx arctgx = (x+
1
3


x3 +
2
15


x5 +o(x6))(x− 1
3


x3 +
1
5


x5 +o(x6))


tan sólo nos interesan las potencias de x hasta la de orden 6 inclusive, las demás potencias y


los términos de la forma xo(x6), x2o(x6), o(x6)o(x6), etc. son todos ellos funciones de la forma


o(x7) y su suma también es una función de la forma o(x7) por lo que no es preciso calcularlos


para hacer el ĺımite. Observa que, al proceder de esta manera, tienes que calcular las 5 prime-


ras derivadas en x = 0 de las funciones tg(x) y arctg(x) pero te ahorras el trabajo de derivar su


producto. Si aún tienes dudas, calcula el ĺımite por L’Hôpital y compara. �


7.31 Ejemplo. Se trata de calcular lı́m
x→0


(cosx−1)(log(1+x)−x)− 1
4


x4


x5 . Tenemos que


cosx = 1− 1
2


x2 +o(x3), log(1+x) = x− 1
2


x2 +o(x3)


luego (cosx−1)(log(1+x)−x) =
1
4


x4 +o(x5), de donde se sigue que


lı́m
x→0


(cosx−1)(log(1+x)−x)− 1
4


x4


x5 = 0


�


7.5. Consejos para calcular ĺımites de sucesiones


La estrategia general para calcular ĺımites de sucesiones se basa en la proposición (6.7) que,


para tu comodidad, vuelvo a enunciar aquı́.


Proposición. Sea f una función y sean a,L∈R∪{+∞,−∞}. Equivalen las afirmaciones:


i) lı́m
x→a


f (x) = L


ii) Para toda sucesión {xn} de puntos en el dominio de definición de f , tal que {xn} → a con


xn , a, se verifica que { f (xn)}→ L.


Una consecuencia inmediata de este resultado es que todo ĺımite funcional que conozcas te


va a permitir resolver muchos ĺımites de sucesiones. En particular, de la lista de ĺımites básicos


que debes conocer se deducen los siguientes resultados.
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7.32 Proposición. Para toda sucesión {xn}→ 0 se verifica que


lı́m
n→∞


senxn


xn
= 1 lı́m


n→∞


arcsenxn


xn
= 1 lı́m


n→∞


1−cosxn


xn
2 =


1
2


lı́m
n→∞


arctgxn


xn
= 1 lı́m


n→∞


tgxn


xn
= 1


lı́m
n→∞


exn −1
xn


= 1 lı́m
n→∞


xn−senxn


(xn)3 =
1
6


lı́m
n→∞


(1+xn)
α −1


xn
= α lı́m


n→∞


log(1+xn)


xn
= 1


lı́m
n→∞


tgxn−xn


(xn)3 =
1
3


lı́m
n→∞


log(1+xn)−xn


xn
2 =


−1
2


Por tanto, tu estrategia para calcular ĺımites de sucesiones va a consistir en convertir el ĺımi-


te de la sucesión que tienes que calcular en un caso particular de un ĺımite funcional. El por


qué de esta estrategia es que para calcular ĺımites de funciones disponemos de muchas más


herramientas que las que tenemos para trabajar directamente con sucesiones (criterio de Stolz


y sus consecuencias).


7.33 Ejemplo. Se trata de calcular el ĺımite de la sucesión yn =
log(n)


n( n
√


n−1)
.


Para ello nos fijamos en que en el denominador aparece n
√


n− 1. Poniendo xn = n
√


n, sa-


bemos que xn → 1. La sucesión cuyo ĺımite queremos calcular recuerda el ĺımite funcional


lı́mx→1
logx
x−1


= 1. Pongamos f (x) =
logx
x−1


. Como caso particular de este ĺımite funcional, tene-


mos que f (xn)→ 1, y es claro que f (xn) = yn. Hemos probado ası́ que yn → 1 y todo lo que hemos


tenido que hacer es relacionar dicho ĺımite con un ĺımite funcional que ha resultado ser (cosa


muy frecuente) una derivada: la derivada de la función logx en el punto x = 1. �


7.5.1. La indeterminación 1∞. Sucesiones asintóticamente equivalentes


El criterio de equivalencia logaŕıtmica para sucesiones, que resuelve las indeterminaciones


1∞ y 0∞, puede enunciarse como sigue.


7.34 Proposición (Criterio de equivalencia logarı́tmica). Sean {xn} una sucesión de números


positivos distintos de 1 que converge a 1, {yn} una sucesión cualquiera y L un número real. En-


tonces se tiene que:


i) lı́m{xyn
n } = eL ⇐⇒ lı́m{yn(xn−1)}= L.


ii) {xyn
n }→ +∞ ⇐⇒ {yn(xn−1)}→ +∞.


iii) {xyn
n }→ 0 ⇐⇒ {yn(xn−1)}→−∞.


7.35 Corolario. Para toda sucesión {xn}→ 0 se verifica que lı́mn→ ∞(1+xn)
1/xn = e.


7.36 Definición. Diremos que {xn} es asintóticamente equivalente a {yn}, y escribiremos simbóli-


camente {xn} ∼ {yn}, si {xn/yn}→ 1.


Por ejemplo, las sucesiones {1+ 1
2 + · · ·+ 1


n}, {logn} y {n( n
√


n−1)} son asintóticamente equi-


valentes.


El siguiente resultado nos dice que para estudiar la convergencia de un producto o cociente


de varias sucesiones podemos sustituir las que queramos por otras que sean asintóticamente
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equivalentes, sin que ello afecte a la convergencia o divergencia del producto ni a su eventual


ĺımite.


7.37 Proposición. Sean {xn} e {yn} sucesiones asintóticamente equivalentes y {zn} una sucesión


cualquiera. Se verifica que:


i) {xnzn} es convergente si, y sólo si, {ynzn} es convergente, en cuyo caso ambas sucesiones tienen


el mismo lı́mite.


ii) {xnzn} es divergente si, y sólo si, {ynzn} es divergente, en cuyo caso ambas sucesiones son diver-


gentes del mismo tipo.


En particular, {xn} es convergente (resp. divergente) si, y sólo si, {yn} es convergente (resp. di-


vergente), en cuyo caso ambas tienen igual lı́mite (resp. son divergentes del mismo tipo).


7.5.2. Definición de la función exponencial compleja


Una de las formas de definir la exponencial de un número real x es mediante el ĺımite


ex = lı́m
n→∞


(
1+


x
n


)n


Por tanto, una forma coherente de definir la exponencial de un número complejo seŕıa calcular


el anterior ĺımite para z∈C. Pongamos z= x+ iy donde suponemos que y, 0 (puesto que si y= 0
tendŕıamos que z= x seŕıa un número real). Sea


zn =


(
1+


x+ iy
n


)n


Pongamos


wn = 1+
x+ iy


n
= 1+


x
n


+ i
y
n
, ϕn = arctg


y/n
1+x/n


Sea no tal que para n > no se verifique que Re(wn) > 0. Entonces, para n > no resulta que ϕn =


arg(wn). Por otra parte, el módulo de wn viene dado por


|wn|2 =
∣∣∣1+


z
n


∣∣∣
2
=
(


1+
x
n


)2
+


y2


n2


Como zn = (wn)
n, tenemos, gracias a la fórmula de De Moivre, que


zn = (wn)
n = |wn|n (cos(nϕn)+ i sen(nϕn))=


(
1+


x+ iy
n


)n


=


[(
1+


x
n


)2
+


y2


n2


]n/2


(cos(nϕn)+ i sen(nϕn))


Pero, por el criterio de equivalencia logaŕıtmica, es


lı́m |wn|n = lı́m


[(
1+


x
n


)2
+


y2


n2


]n/2


= exp


(
lı́m


n
2


(
2x
n


+
x2


n2 +
y2


n2


))
= ex


Además, la sucesión {ϕn} es asintóticamente equivalente a la sucesión


{
y/n


1+x/n


}
. Por tanto


lı́m{nϕn} = lı́m{n
y/n


1+x/n
} = y
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En consecuencia, tenemos que


lı́m
n→∞


(
1+


z
n


)n
= lı́m


n→∞
(wn)


n = lı́m
n→∞


|wn|n
(
cos(nϕn)+ i sen(nϕn)


)
= ex(cosy+ i seny)


Se define, por tanto, la exponencial de un número complejo z= x+ iy como


ex+iy = ex(cosy+ i seny)


7.6. Extremos relativos. Teorema de Taylor


El siguiente resultado es de gran utilidad para el estudio de los extremos relativos de una


función.


7.38 Teorema (Condiciones suficientes de extremo relativo). Sean I un intervalo, a un punto


de I que no es extremo de I y f : I → R una función n>2 veces derivable en a. Supongamos que


f (k)(a) = 0 para k = 1,2, . . . ,n−1, y f (n)(a) , 0. Entonces:


i) Si n es par y f (n)(a) > 0, f tiene un mı́nimo relativo en a.


ii) Si n es par y f (n)(a) < 0, f tiene un máximo relativo en a.


iii) Si n es impar entonces f no tiene extremo relativo en a.


Demostración. Basta observar que, en virtud de las hipótesis hechas, se verifica que:


lı́m
x→a


f (x)− f (a)


(x−a)n =
1
n!


f (n)(a) , 0


En virtud del teorema de conservación local del signo, existe un número r > 0 tal que ]a− r,a+


r[⊂ I y para x∈]a− r,a+ r[, x, a se verifica que:


f (x)− f (a)


(x−a)n f (n)(a) > 0.


Si n es par será (x−a)n > 0, por lo que si f (n)(a)> 0 tiene que ser f (x)− f (a) > 0 para todo x∈
]a− r,a+ r[\{a}, es decir, f tiene un mı́nimo relativo (estricto) en el punto a; si por el contrario


es f (n)(a) < 0 entonces tiene que f (x)− f (a) < 0 para todo x∈]a− r,a+ r[\{a}, es decir, f tiene un


máximo relativo (estricto) en el punto a. En el caso en que n sea impar se tiene que (x−a)n < 0
para a− r < x < a y (x−a)n > 0 para a < x < a+ r, deducimos que para a− r < x < a, f (x)− f (a)


tiene signo opuesto al que tiene para a < x < a+ r. En consecuencia f no tiene un extremo


relativo en a.


El siguiente resultado es importante porque permite acotar el error que se comete al aproximar


f (x) por Tn( f ,a)(x) .


7.39 Teorema (Teorema de Taylor). Sea f una función n+ 1 veces derivable en un intervalo


I . Dados dos puntos cualesquiera x,a en I con x , a, se verifica que existe algún punto c en el


intervalo abierto de extremos a y x tal que:


f (x)−Tn( f ,a)(x) =
f (n+1)(c)
(n+1)!


(x−a)n+1.
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Demostración


En lo que sigue el punto x y el punto a están fijos. Definamos la función g: I → R dada para todo


t∈ I por:


g(t) = f (x)−
n∑


k=0


f (k)(t)
k!


(x− t)k


Se comprueba fácilmente que g′(t) = − f (n+1)(t)
n!


(x− t)n. Aplicamos ahora el teorema del valor


medio generalizado a las funciones g y h(t) = (x− t)n+1 en el intervalo de extremos x y a para ob-


tener que hay un punto c comprendido entre x y a tal que (h(x) − h(a))g′(c) =


= (g(x)−g(a))h′(c). Como g(x) = h(x) = 0, obtenemos que:


(x−a)n+1 f (n+1)(c)
n!


(x−c)n = g(a)(n+1)(x−c)n.


Simplificando, y teniendo en cuenta que g(a) = f (x)− Tn( f ,a)(x), se obtiene la igualdad del


enunciado.


7.7. Funciones convexas y funciones cóncavas


Sea f : I → R una función derivable en el intervalo I . Se dice que f es una función convexa


en I si la gráfica de f queda siempre por encima de la recta tangente en cualquier punto, es


decir, si para todo par de puntos x,a∈ I se verifica que f (x) > f (a)+ f ′(a)(x−a). Se dice que f es


cóncava si − f es convexa.


Función cóncava Función convexa


La función exponencial natural es una función convexa y el logaritmo natural es cóncava. El


siguiente resultado es una sencilla aplicación del teorema del valor medio.


7.40 Proposición. Sea f : I → R una función dos veces derivable en el intervalo I . Se verifica


entonces que f es convexa si, y sólo si, f ′ ′(x) > 0 para todo x∈ I .


7.41 Definición (Puntos de inflexión). Se dice que a es un punto de inflexión de una función f ,


si hay un número r > 0 tal que f es cóncava en el intervalo ]a− r,a[ y f es convexa en el intervalo


]a,a+ r[ (o al revés). Es decir, los puntos en los que una función pasa de cóncava a convexa o de


convexa a cóncava se llaman puntos de inflexión.


El siguiente resultado se prueba fácilmente y queda como ejercicio.


7.42 Proposición. Si f tiene un punto de inflexión en a y es dos veces derivable en a, entonces


f ′′(a)=0.
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7.7.1. Ejercicios propuestos


Empezaremos con algunas de las aplicaciones más sencillas y atractivas del cálculo dife-


rencial. En esquema, se trata de lo siguiente: calcular la tasa de variación de una magni-


tud cuando se conoce la tasa de variación de otra magnitud relacionada con ella. En este


tipo de ejercicios la “tasa de variación” se interpreta como una derivada y, en la mayoŕıa


de los casos, basta usar la regla de la cadena para obtener lo que se pide. Hay que elegir


las unidades de acuerdo con los datos del problema; por ejemplo, si un volumen se mide


en litros tendremos que medir longitudes con decı́metros.


105. ¿Con qué rapidez baja el nivel del agua contenida en un depósito ciĺındrico si estamos


vaciándolo a razón de 3000 litros por minuto?


106. Un punto P se mueve sobre la parte de la parábola x = y2 situada en el primer cuadrante


de forma que su coordenada x está aumentando a razón de 5 cm/sg. Calcula la velocidad


a la que el punto P se aleja del origen cuando x = 9.


107. Se está llenando un depósito cónico apoyado en su vértice a razón de 9 litros por segun-


do. Sabiendo que la altura del depósito es de 10 metros y el radio de la tapadera de 5


metros,¿con qué rapidez se eleva el nivel del agua cuando ha alcanzado una profundidad


de 6 metros?


108. El volumen de un cubo está aumentando a razón de 70 cm3 por minuto. ¿Con qué rapidez


está aumentando el área cuando la longitud del lado es de 12 cm?


109. Un barco A se desplaza hacia el oeste con una velocidad de 20 millas por hora y otro


barco B avanza hacia el norte a 15 millas por hora. Ambos se dirigen hacia un punto O del


océano en el cual sus rutas se cruzan. Sabiendo que las distancias iniciales de los barcos A
y B al punto O son, respectivamente, de 15 y de 60 millas, se pregunta:¿A qué velocidad se


acercan (o se alejan) los barcos entre sı́ cuando ha transcurrido una hora?¿Y cuando han


transcurrido 2 horas?¿En qué momento están más próximos uno de otro?


110. Una bola esférica de hielo se está derritiendo de forma uniforme en toda la superficie,


a razón de 50 cm3 por minuto.¿Con qué velocidad está disminuyendo el radio de la bola


cuando este mide 15 cm?


Una de las aplicaciones más útiles de las derivadas es a los problemas de optimización.


En dichos problemas se trata, por lo general, de calcular el máximo o el mı́nimo absolutos


de una magnitud. Hay una gran variedad de problemas que responden a este esquema y


con frecuencia tienen contenido geométrico o económico o f́ısico. Por ello cada uno de


estos ejercicios requiere un estudio particular. Los siguientes consejos pueden ser útiles:


a) Entiende bien el problema. Haz, si es posible, un dibujo o un esquema.


b) Elige las variables y la magnitud, Q, que tienes que optimizar.


c) Estudia las relaciones entre las variables para expresar la magnitud Q como función de


una sola de ellas, Q = f (x).


d) Las condiciones del problema deben permitir establecer el dominio de f .


e) Estudia la variación del signo de la derivada de f en su dominio para calcular máximos


y mı́nimos absolutos.
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111. Dado un punto P= (a,b) situado en el primer cuadrante del plano, determina el segmento


con extremos en los ejes coordenados y que pasa por P que tiene longitud mı́nima.


112. Demuestra que entre todos los rectángulos con un peŕımetro dado, el que tiene mayor


área es un cuadrado.


113. Determina el rectángulo con lados paralelos a los ejes coordenados, inscrito en la elipse


de ecuación
x2


a2 +
y2


b2 = 1, y que tenga área máxima.


114. Calcula el área máxima de un rectángulo que tiene dos vértices sobre una circunferencia


y su base está sobre una cuerda dada de dicha circunferencia.


115. Encuentra un punto P de la circunferencia x2+y2 = 1 con coordenadas positivas y tal que


el triángulo cuyos vértices son (0,0) y las intersecciones de la tangente a la circunferencia


en P con los ejes coordenados tenga área mı́nima.


116. Calcula un punto (u,v) (u> 0,v> 0) de la elipse de ecuación
x2


25
+


y2


16
= 1 tal que la tangente


a la elipse en dicho punto determine con los ejes un segmento de longitud mı́nima.


117. Se quiere construir una caja sin tapa con una lámina metálica rectangular cortando cua-


drados iguales en cada esquina y doblando hacia arriba los bordes. Halla las dimensiones


de la caja de mayor volumen que puede construirse de tal modo si los lados de la lámina


rectangular miden: a) 10 cm. y 10 cm. b) 12 cm. y 18 cm.


118. Calcula las dimensiones (radio y altura) de una lata ciĺındrica de un litro de capacidad


cuya superficie total sea mı́nima.


119. Calcula las dimensiones (radio y altura) de una lata ciĺındrica de un litro de capacidad


cuyo costo de producción sea mı́nimo. Se supone que no se desperdicia aluminio al cortar


los lados de la lata, pero las tapas de radio r se cortan de cuadrados de lado 2r por lo que


se produce una pérdida de metal.


120. Calcula la longitud de la escalera más larga que llevada en posición horizontal puede pa-


sar por la esquina que forman dos corredores de anchuras respectivas a y b.


121. Calcula las dimensiones del rectángulo de área máxima que puede inscribirse dentro de


un semicı́rculo de radio 2.


122. Se necesita construir un depósito de acero de 500 m3, de forma rectangular con base cua-


drada y sin tapa. Tu trabajo, como ingeniero de producción, es hallar las dimensiones del


depósito para que su costo de producción sea mı́nimo.


123. Halla el volumen del cilindro circular recto más grande que puede inscribirse en una es-


fera de radio (a > 0).


124. Halla el volumen del cilindro circular recto más grande que puede inscribirse en un cono


circular recto de altura h y radio r conocidos.


125. Halla el volumen del cono circular recto más grande que puede inscribirse en una esfera


de radio (a > 0).
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126. La resistencia de una viga de madera de sección rectangular es proporcional a su anchura


y al cuadrado de su altura. Calcula las dimensiones de la viga más resistente que puede


cortarse de un tronco de madera de radio r.


127. Calcula la distancia mı́nima del punto (6,3) a la parábola de ecuación y = x2.


128. Una empresa tiene 100 casas para alquilar. Cuando la renta es de 80 libras al mes, todas


las casas están ocupadas. Por cada 4 libras de incremento de la renta una casa queda des-


habitada. Cada casa alquilada supone a la empresa un coste de 8 libras para reparaciones


diversas.¿Cuál es la renta mensual que permite obtener mayor beneficio?


129. Una empresa produce semanalmente 300 bicicletas de montaña que vende ı́ntegramen-


te al precio de 600 euros cada una. Tras un análisis de mercados observa que si vaŕıa el


precio, también vaŕıan sus ventas (de forma continua) según la siguiente proporción: por


cada 7 euros que aumente o disminuya el precio de sus bicicletas, disminuye o aumenta


la venta en 3 unidades.


a) ¿Puede aumentar el precio y obtener mayores ingresos?


b) ¿A qué precio los ingresos serán máximos?


132. En la orilla de un ŕıo de 100 metros de ancho está situada una planta eléctrica y en la


orilla opuesta, y a 500 metros ŕıo arriba, se está construyendo una fábrica. Sabiendo que


el ŕıo es rectiĺıneo entre la planta y la fábrica, que el tendido de cables a lo largo de la orilla


cuesta a 9 euros cada metro y que el tendido de cables sobre el agua cuesta a 15 euros cada


metro,¿cuál es la longitud del tendido más económico posible entre la planta eléctrica y


la fábrica?.


133. Se proyecta un jardı́n en forma de sector circular de radio R y ángulo central θ (medido


en radianes). El área del jardı́n ha de ser A fija.¿Qué valores de R y θ hacen mı́nimo el


peŕımetro del jardı́n?.


134. Se corta un alambre de longitud L formando un cı́rculo con uno de los trozos y un cua-


drado con el otro. Calcula por dónde se debe cortar para que la suma de las áreas de las


dos figuras sea máxima o sea mı́nima.


135. Dados dos puntos A y B situados en el primer cuadrante del plano, dı́gase cuál es el ca-


mino más corto para ir de A a B pasando por un punto del eje de abscisas.


136. Se desea construir una ventana con forma de rectángulo coronado de un semicı́rculo de


diámetro igual a la base del rectángulo. Pondremos cristal blanco en la parte rectangular y


cristal de color en el semicı́rculo. Sabiendo que el cristal coloreado deja pasar la mitad de


luz (por unidad de superficie) que el blanco, calcula las dimensiones de la ventana para


conseguir la máxima luminosidad si se ha de mantener un peŕımetro constante dado.


137. Se desea confeccionar una tienda de campaña cónica de un volumen determinado. Cal-


cula sus dimensiones para que la cantidad de lona necesaria sea mı́nima.


138. Se desea construir un silo, con un volumen V determinado, que tenga la forma de un


cilindro rematado por una semiesfera. El costo de construcción (por unidad de superficie)


es dable para la semiesfera que para el cilindro (la base es gratis). Calcula las dimensiones


óptimas para minimizar el costo de construcción.
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139. Demuestra que de todos los triángulos isósceles que se pueden circunscribir a una cir-


cunferencia de radio r, el de área mı́nima es el equilátero de altura 3r.


140. Se considera la elipse
x2


a2 +
y2


b2 = 1. Calcula el triángulo isósceles de área máxima inscrito


en dicha elipse, que tiene un vértice en el punto (0,b) y base paralela al eje de abscisas.


141. Con una cuerda de longitud L, en la que en uno de sus extremos hemos hecho un nudo


corredizo, rodeamos una columna circular de radio Rhaciendo pasar el otro extremo por


el nudo. Calcula la máxima distancia posible del extremo libre al centro de la columna.


Uno de los resultados más útiles del cálculo diferencial son las Reglas de L’Hôpital que


permiten resolver las indeterminaciones en el cálculo de ĺımites.


142. Calcula el ĺımite en el punto a que en cada caso se indica de las funciones f :]0,π/2[→ R.


f (x) = (senx+cosx)1/x, a = 0; f (x) = (1+ tgx)1/x2
, a = 0


f (x) = (cotx)senx, a = 0; f (x) =


(
cos2x+


x2


2


)1/x2


, a = 0


f (x) = (1+senx)cotgx, a = 0; f (x) =
log(senx)
(π−1x)2 , a = π/3


f (x) =
x−arctgx


sen3x
, a = 0; f (x) =


(tgx)(arctgx)−x2


x6 , a = 0


f (x) =
ex−cos


√
8x−x


tg3x
, a = 0; f (x) =


(senx
x


)1/(1−cosx)
, a = 0


143. Calcula el ĺımite en el punto a que en cada caso se indica de las funciones f : R+ → R.


f (x) =
x2sen1/x


logx
, a = +∞; f (x) = sen


√
1+x−sen


√
x,a = +∞


f (x) = senx sen
1
x
, a = 0, a = +∞; f (x) =


(
cos


π
x+2


)x3


,a = +∞


144. Sea g : R→ R derivable en R y dos veces derivable en 0 siendo, además, g(0) = 4. Defina-


mos f : R→ R por f (x) =
g(x)


x
si x , 0, f (8) = g′(0). Estudia la derivabilidad de f .¿Es f ′


continua en 0?.


145. Sean f ,g :]−1,∞[→ R las funciones definidas por


f (x) =
log(1+x)


x
, f (0) = 1; g(x) = ef (x)


Calcula las derivadas primera y segunda de f y g en 0 y deduce el valor del ĺımite


lı́m
x→0


(1+x)1/x−e+
e
2


x


x2


146. Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones.


1. f : R+ → R , dada por f (x) = x1/(x2−1), f (1) =
√


e
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2. f :]−1/2,+∞[→R , dada por f (x) = (x+ex)1/x, f (0) = e2.


3. f : [0,+∞[→ R , dada porf (x) = (1+x logx)1/x, f (0) = 0.


4. f :]−π/2,π/2[→R , dada porf (x) =
(senx


x


)1/x2


, f (0) = e−1/6.


5. f : R→ R , dada por f (x) =
(
2+x2)sen(1/x)


, f (0) = 1.


147. Calcula los ĺımites


lı́m
x→0


(
1


sen2x
− 1


x2


)
; lı́m


x→0


(1+x)1/x−e
x


; lı́m
x→1


(
1


logx
− 1


x−1


)


lı́m
x→0


x e2x+x ex−2e2x+2ex


(ex−1)3 ; lı́m
x→+∞


(π
2
−arctgx


)1/ logx


Sugerencia: pueden usarse directamente las reglas de L’Hôpital pero eso es más conve-


niente realizar previamente alguna transformación.


148. Explica si es correcto usar las reglas de L’Hôpital para calcular los ĺımites:


lı́m
x→+∞


x−senx
x+senx


; lı́m
x→0


x2sen(1/x)
senx


.


El teorema de los ceros de Bolzano, junto con el teorema de Rolle, permiten determinar


en muchas ocasiones el número de ceros reales de una función.


149. Calcula el número de ceros y la imagen de la función f : R→ R , f (x) = x6−3x2+2.


150. Calcula el número de soluciones de la ecuación 3logx−x= 0.


151. Determina el número de raı́ces reales de la ecuación 2x3−3x2−12x= m según el valor de


m.


152. Sea f una función polinómica y a < b. Justifica que, contando cada cero tantas veces co-


mo su orden, si f (a) f (b) < 0 el número de ceros de f en ]a,b[ es impar; y si f (a) f (b) > 0
dicho número (caso de que haya algún cero) es par. Deduce que si f tiene grado n, es


condición necesaria y suficiente para que f tenga n raı́ces reales distintas que su deri-


vada tenga n− 1 raı́ces reales distintas: c1 < c2 < · · · < cn−1 y que para α < c1 suficien-


temente pequeño y para β > cn−1 suficientemente grande, los signos de los números


f (α), f (c1), f (c2), . . . , f (cn−1), f (β) vayan alternando.


Aplicación:


1. Determina para qué valores de α la función polinómica 3x4 − 8x3 − 6x2 + 24x+ α
tiene cuatro raı́ces reales distintas.


2. Estudia el número de raı́ces reales de la ecuación 3x5+5x3−30x= α , según los valo-


res de α.


153. Dado n∈N, sea f (x) = (x2−1)n (x∈R). Prueba que la derivada k-ésima (16 k6 n) de f tiene


exactamente k raı́ces reales distintas en el intervalo ]−1,1[.


El teorema del valor medio permite acotar el incremento de una función por el incre-


mento de la variable y una cota de la derivada. Esto da lugar a muchas desigualdades
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interesantes. Por otra parte, algunas de las desigualdades más útiles son consecuencia de


la convexidad. Los siguientes ejercicios tratan de ello.


154. Supuesto que a > 0, demuestra que −a elogx6 x−a para todo x > 0.


155. Dado α∈]0,1[ demuestra que


xα < αx+1−α para todo x∈R+ \ {1}.


156. Sean 0< a< b. Prueba que si b6 e entonces ab < ba, y si e6 a entonces ba < ab.¿Qué puede


decirse si a < e< b?.


Sugerencia: considera la función x 7→ logx
x


.


157. ¿Hay algún número a > 0 que verifique que ax/a
> x para todo x∈R+?. ¿Cuál es dicho


número?


158. Prueba que para todo x∈]0,π/2[ se verifica que


i) 1− x2


2
< cosx; ii)


2x
π


< senx < x < tgx


El teorema de Taylor se usa para obtener aproximaciones polinomiales de una función


dada y para calcular valores aproximados con precisión prefijada.


159. Calcula una función polinómica ϕ tal que lı́m
x→0


3√1+x−ϕ(x)
x5 = 0.


160. Calcula una función polinómica ϕ tal que lı́m
x→0


logarctg(x+1)−ϕ(x)
x2 = 0.


161. Justifica que las únicas funciones n veces derivables con derivada de orden n constante


son las funciones polinómicas de grado 6 n.


162. Calcula, usando un desarrollo de Taylor conveniente,
√


2 con nueve cifras decimales


exactas.


163. Calcula, usando un desarrollo de Taylor conveniente, un valor aproximado del número


real α con un error menor de 10−3 en cada uno de los casos siguientes:


a) α =
3√


7 b) α =
√


e c) α = sen
1
2


d) α = sen(61◦)


164. Calcula los polinomios de Taylor de orden n en el punto 0 de las funciones expx, senx, cosx,


log(1+x), arctgx, (1+x)α (α∈R), arcsenx.


Una de las aplicaciones más comunes de las derivadas es el trazado de gráficas. Para tra-


zar la gráfica de una función f se debe tener en cuenta:


1. Propiedades de simetŕıa o de periodicidad de f .


2. Los puntos en que se anula la primera o la segunda derivada de f y los puntos en los


que f no es derivable.


3. Los intervalos en que f ′ tiene signo constante. Lo que nos informa del crecimiento y
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decrecimiento de f y también de la naturaleza de los puntos singulares (máximos y mı́ni-


mos locales).


4. Los intervalos en que la derivada segunda tiene signo constante. Lo que nos informa


de la convexidad y concavidad, ası́ como de los puntos de inflexión.


5. Hallar las ası́ntotas.


Ası́ntota vertical. La recta x = c es una ası́ntota vertical de la gráfica de f si alguno de los


ĺımites laterales de f en c es infinito.


Ası́ntota horizontal. La recta y = L es una ası́ntota horizontal de la gráfica de f si f tiene


ĺımite en +∞ o en −∞ igual a L.


Ası́ntota oblicua. Si f es una función racional con el grado del numerador una unidad ma-


yor que el grado del denominador, entonces puede escribirse de la forma f (x) = mx+b+g(x)


donde lı́m
x→+∞


g(x) = 0 y la recta y = mx+b es una ası́ntota oblicua de la gráfica de f .


6. Dibujar máximos, mı́nimos, puntos de inflexión, cortes con los ejes y cortes con las


ası́ntotas.


165. Dibuja las gráficas de las funciones siguientes:


a) f (x) = 3x5−5x3+2 b) f (x) =
x2 +1
x2−1


c) f (x) =
x2−2x+2


x−1
d) f (x) = |x|2x e) f (x) =


3
√


x2 (x−2)2 f) f (x) = x4−4x3+10


166. La figura muestra la gráfica de una función f dos veces derivable. Estudia el signo de la


primera y la segunda derivada de f en cada uno de los seis puntos indicados.


A
B


C


D E


F


O


167. Una part́ıcula se mueve a lo largo de una ĺınea recta. En la siguiente gráfica se muestra la


distancia sde dicha part́ıcula al origen en el tiempo t.


Indica, a la vista de la gráfica y de forma aproximada:


a) Cuándo la part́ıcula se está alejando o acercando al origen;


b) Cuándo la part́ıcula está acelerando y cuándo está frenando.


1 2
t


s
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168. Traza la gráfica de una función f dos veces derivable en R, sabiendo que:


a) La gráfica de f pasa por los puntos (−2,2),(−1,1),(0,0),(1,1),(2,2);


b) f ′ es positiva en los intervalos ]−∞,−2[ y ]0,2[, y es negativa en ]−2,0[ y ]2,+∞[;


c) f ′′ es negativa en los intervalos ]−∞,−1[ y ]1,+∞[, y es positiva en el intervalo ]−1,1[.


169. a)¿Es cierto que los puntos en los que la derivada segunda se anula son puntos de infle-


xión?


b)¿Qué puedes decir de los puntos de inflexión de una función polinómica de grado 2 o


3?


Justifica tus respuestas.


170. ¿Es cierto que la gráfica de toda función polinómica de grado par tiene tangente horizon-


tal en algún punto?¿Y si el grado es impar? Justifica tus respuestas.


Consideraremos ahora el problema de hallar el máximo o mı́nimo absolutos de una fun-


ción continua f en un intervalo cerrado [a,b]. Para ello puede seguirse el siguiente proce-


dimiento:


Paso 1. Hallar todos los puntos x de [a,b] que o bien son puntos singulares de f o son


puntos en los que f no es derivable.


Paso 2. Calcular el valor de f en cada uno de los puntos obtenidos en el Paso 1 y también


en a y en b.


Paso 3. Comparar los valores obtenidos en el Paso 2. El mayor de todos ello será el máximo


absoluto de f en [a,b] y el menor será el mı́nimo absoluto de f en [a,b].


171. Calcula los valores máximo y mı́nimo de las siguientes funciones en los intervalos que se


indican:


1. f (x) = x3−x2−8x+1 en el intervalo [−2,2].


2.
x+1
x2 +1


en el intervalo [−1,2].


3. f (x) =
1
2
(sen2x+cosx)+2senx−x en el intervalo [0,π/2].


4. f (x) =
3√


x2 (5−2x) en el intervalo [−1,2].


5. f (x) = −x3 +12x+5 en el intervalo [−3,3].


Cuando una función no está definida en un intervalo cerrado hay que estudiar el signo de


la derivada si queremos calcular máximos o mı́nimos absolutos cuya existencia habrá que


justificar.


172. Calcula el mı́nimo valor de
∑n


k=1(x−ak)
2 donde a1,a2, · · ·an son números reales dados.


173. Calcula la imagen de f : R+ → R dada por f (x) = x1/x.


174. Sea f : R→ R la función definida por f (x) = e−1/x2
para x, 0, y f (0) = 0. Estudia la conti-


nuidad y derivabilidad de f y calcula su imagen.
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Los ejercicios que siguen son de cálculo de ĺımites de sucesiones. Deberás usar los crite-


rios de Stolz y de las medias aritmética y geométrica y el criterio de equivalencia logaŕıtmi-


ca. En general, debes seguir la estrategia básica de relacionar un ĺımite de una sucesión


con un ĺımite funcional apropiado.


175. Supongamos que {xn} → 0, siendo −1 < xn , 0, y sea α∈R∗. Prueba que {(1+ xn)
α −1} es


asintóticamente equivalente a {αxn}.


176. Prueba que la sucesión {logn! } es asintóticamente equivalente a {nlogn}.


177. Prueba que la sucesión
{


n
√


1+1/nα−1
}


es asintóticamente equivalente a
{


1/nα+1
}


, don-


de α > 0.


178. Calcula los ĺımites de las sucesiones {xn} definidas por:


a) xn =
1α +2α +3α + · · ·+nα


nα+1 , donde α > −1.


b) xn =
k
√


(n+a1)(n+a2) · · · (n+ak) − n, donde k∈N, a j ∈R, 16 j6k.


c) xn =


(
α n
√


a+ β n√b
α+ β


)n


donde a > 0, b > 0 y α,β∈R, α+ β , 0.


d) xn =


(
1+2p/n+3p/n+ · · ·+ pp/n


p


)n


, donde p∈N.


e) xn = n


(
1+2k +3k + · · ·+nk


nk+1 − 1
k+1


)
, donde k∈N.


f) xn =


(
3
4


1+32+52+ · · ·+(2n−1)2


n3


)n2


g) xn = n


[(
1+


1
n3 log(1+1/n)


)n


−1


]


h) xn =
1
n


(
n+


n−1
2


+
n−2


3
+ · · ·+ 2


n−1
+


1
n
− log(n!)


)


179. Calcula los ĺımites de las sucesiones {xn} definidas por:


a) xn =
log
(
1+ 1


2 + · · ·+ 1
n


)


log(logn)
; b) xn =


e
√


e 3
√


e· · · n
√


e
n


c) xn =


(
1+


logn
nα


)n


(α>0); d) xn =


(
log(n+2)


log(n+1)


)nlogn


e) xn =
1
n


n∑


k=1


1
k


log
k∏


j=1


(
1+


1
j


)j


; f) xn =
(2 n


√
n−1)n


n2


g) xn = logn


[(
log(n+1)


logn


)n


−1


]
; h) xn = n


√
(pn)!
(qn)pn (p,q∈N)


180. Sabiendo que {an}→ a, calcula el ĺımite de las sucesiones:


a) xn = n(
n
√


an−1)
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b) xn =
exp(a1)+exp(a2/2)+ · · ·+exp(an/n)−n


logn


c) xn =
a1 +a2/2+ · · ·+an/n


logn


181. Sea {xn} una sucesión de números positivos tal que


{
xn+1


xn


}
→ L∈R+. Calcula el ĺımite de


la sucesión


n


√
xn


n√x1x2 · · ·xn
.


182. Sea {xn} una sucesión de números positivos, α un número real, y supongamos que


{nαxn}→ L∈R+
o . Calcula el ĺımite de la sucesión nα n


√
x1x2 · · ·xn.


183. Sean a, b números positivos; definamos xk =a+(k−1)b para cada k∈N y sea Gn la media


geométrica de x1, x2, . . . , xn y An su media aritmética. Calcula el ĺımite de la sucesión
Gn


An
.


184. Sea {xn}→x, {yn}→y, x,y. Definamos z2n−1=xn, y z2n=yn. Justifica que la sucesión


{
z1 +z2+ · · ·+zn


n


}


es convergente.


185. Sean {xn}, {yn} sucesiones de números positivos tales que {(xn)
n}→x>0 {(yn)


n} → y>0.


Dados α,β∈R+, con α+β=1, calcula lı́m(αxn+βyn)
n.


186. Sea {an} una sucesión de números positivos tal que {a1+a2+ · · ·+an} es divergente, y sea


{bn}→ L, donde L puede ser un número real o ±∞. Justifica que
{


a1b1 +a2b2 + · · ·+anbn


a1 +a2+ · · ·+an


}
→ L.


Aplicación. Supuesto que {xn}→ x, calcula lı́m
1
2n


n∑


k=1


(
n
k


)
xk.


Acabamos esta larga relación con algunos ejercicios que me ha parecido que no encaja-


ban propiamente en ninguno de los apartados anteriores.


187. Supongamos que f es derivable en a, g es continua en a y f (a) = 0. Prueba que f g es


derivable en a.


188. Sea f : [a,b] → R derivable y f ′ creciente. Prueba que la función g :]a,b] → R dada para


todo x∈]a,b] por g(x) =
f (x)− f (a)


x−a
, es creciente.


189. Sea f : [a,b] → R continua en [a,b] y derivable dos veces en ]a,b[. Supongamos que el seg-


mento de extremos (a, f (a)), (b, f (b)) corta a la gráfica de f en un punto (c, f (c)) con


a < c < b. Demuestra que existe algún punto d∈]a,b[ tal que f ′ ′(d) = 0.


Sugerencia: interpreta gráficamente el enunciado.


190. Justifica que existe una función g : R→ R derivable y que verifica que g(x)+eg(x) = x para


todo x∈R. Calcula g′(1) y g′(1+e).
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Integral de Riemann


Introducción


El cálculo integral tiene sus oŕıgenes en problemas de cuadraturas en los que se trataba de


calcular áreas de regiones planas limitadas por una o varias curvas. Se atribuye a Eudoxo (ca.


370 A.C.) la invención del método de exhaución, una técnica para calcular el área de una re-


gión aproximándola por una sucesión de poĺıgonos de forma que en cada paso se mejora la


aproximación anterior. Arquı́mides (287-212 A.C.) perfeccionó este método y, entre otros resul-


tados, calculó el área de un segmento de parábola y el volumen de un segmento de paraboloide,


ası́ como el área y el volumen de una esfera.


Sorprende que, siendo tan antiguos sus oŕıgenes, la primera definición matemática de in-


tegral no fuera dada hasta el siglo XIX por Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Una posible


explicación es que, durante los siglos XVII y XVIII, la integración fue considerada como la ope-


ración inversa de la derivación; el cálculo integral consist́ıa esencialmente en el cálculo de pri-


mitivas. Naturalmente, se conocı́a la utilidad de las integrales para calcular áreas y volúmenes,


pero los matemáticos de la época consideraban estas nociones como dadas de forma intuitiva


y no vieron la necesidad de precisar su significación matemática. Los trabajos de Joseph Fou-


rier (1768-1830) sobre representación de funciones por series trigonométricas hicieron que el


concepto de función evolucionara, desde la idea restrictiva de función como fórmula, hasta la


definición moderna de función dada por Dirichlet en 1837. Para entender el significado de la


integral de estas nuevas funciones más generales se vio la necesidad de precisar matemática-


mente los conceptos de área y de volumen.


La originalidad de Cauchy es que unió dos ideas, la de ĺımite y la de área, para dar una de-


finición matemática de integral. Poco después Georg F.B. Riemann (1826-1866) generalizó la


definición de integral dada por Cauchy. La teoŕıa de la integral de Riemann fue un avance im-


portante pero, desde un punto de vista matemático, insuficiente. Hubo que esperar hasta el


siglo XX para que Henri Lebesgue (1875-1941) estableciera en su libro Leçons sur l’intégration


et la recherché des fonctions primitives (1904) los fundamentos de una teoŕıa matemáticamente


satisfactoria de la integración.
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La integración es una de las herramientas más versátiles del Cálculo, sus aplicaciones no


se limitan a calcular áreas de regiones planas o volúmenes de sólidos, también se utiliza para


calcular longitudes de curvas, centros de masas, momentos de inercia, áreas de superficies,


para representar magnitudes f́ısicas como el trabajo, la fuerza ejercida por una presión, o la


energı́a potencial en un campo de fuerzas.


En este curso vamos a estudiar la integración desde un punto de vista esencialmente prácti-


co. Nos interesa la integral como herramienta de cálculo y para ese propósito es suficiente la


integral de Riemann.


Todo lo que sigue puedes verlo también como página Web y en formato de cuaderno de


Mathematica en el sitio http://www.ugr.es/local/fjperez.


8.1. Sumas de Riemann


Sea f : [a,b] → R una función acotada. Representaremos por G( f ,a,b) la región del plano


comprendida entre la gráfica y = f (x), el eje de abscisas y las rectas x = a y x = b. Aquı́ puedes


ver dos de estas regiones coloreadas en amarillo.


Nos proponemos calcular el área de regiones de este tipo. Puesto que, en general, G( f ,a,b)


no puede descomponerse en triángulos o rectángulos, no hay una fórmula que nos permita


calcular directamente su área.


En situaciones como esta, una estrategia básica consiste en obtener soluciones aproximadas


que permitan definir el valor exacto del área como lı́mite de las mismas. Fı́jate que, al proceder


ası́, estamos definiendo dicho valor exacto, es decir, estamos dando una definición matemática


del concepto intuitivo de área1. Naturalmente, queremos que dicha definición sea lo más gene-


ral posible, lo que depende del tipo de soluciones aproximadas que elijamos. Las aproximaciones


consideradas en la teoŕıa de la integral de Lebesgue conducen a un concepto de área muy ge-


neral. En lo que sigue vamos a considerar las aproximaciones que conducen a la integral de


Riemann.


Parte positiva y parte negativa de una función


Como los conceptos que vamos a introducir se interpretan con más facilidad cuando la


función f es positiva, es conveniente tener bien presente en lo que sigue el siguiente artificio


1Ello trae como consecuencia inevitable que haya regiones extrañas en el plano que, según la definición dada, no


tengan área.


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático
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que permite representar cualquier función como diferencia de dos funciones positivas.


Cualquier función f puede escribirse como diferencia de dos funciones positivas:


f +(x) =
| f (x)|+ f (x)


2
f−(x) =


| f (x)|− f (x)
2


Es claro que f (x) = f +(x)− f−(x) y que f +(x) > 0, f−(x) > 0. La función f + se llama parte po-


sitiva de f , y la función f− se llama parte negativa de f . Si f (x) > 0 se tiene que f (x) = f +(x) y


f−(x) = 0; mientras que si f (x) 6 0 se tiene que f (x) = − f−(x) y f +(x) = 0. Fı́jate que, a pesar de


su nombre y de la forma en que se simboliza, la función f− es una función positiva. También


es consecuencia de las definiciones dadas que | f (x)| = f +(x)+ f−(x).


En lo que sigue, representaremos el valor exacto (que aún no hemos definido) del área de


la región G( f ,a,b) por λ(G( f ,a,b)) (la letra “λ” alude a la inicial de “Lebesgue”). En la integral


de Riemann, el área buscada se aproxima por rectángulos de la siguiente forma. Primero, se


divide el intervalo [a,b] en un número finito de subintervalos [xk−1,xk], 16 k6 n, cuyas longitudes


pueden ser distintas y con la única condición de que no se solapen:


a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b


Se dice que estos puntos constituyen una partición de [a,b]. A continuación se elige en cada


subintervalo un punto tk∈ [xk−1,xk], y se forma el rectángulo cuya base es el intervalo [xk−1,xk] y


altura igual a f (tk). Dicho rectángulo está en el semiplano superior si f (tk) > 0 y en el semiplano


inferior si f (tk) < 0. Finalmente se forma la suma


n∑


k=1


f (tk)(xk−xk−1).


8.1 Definición. Dada una partición P = {a = x0,x1,x2, . . . ,xn−1,xn = b} del intervalo [a,b], y un


punto tk∈ [xk−1,xk] en cada uno de los intervalos de la misma, el número


σ( f ,P) =


n∑


k=1


f (tk)(xk−xk−1)


se llama una suma de Riemann de f para la partición P.


Observaciones


• Fı́jate que, como hay libertad para elegir los puntos tk∈ [xk−1,xk], para cada partición P
hay infinitas sumas de Riemann.


• Cuando la función f es positiva, σ( f ,P) es una aproximación del área de la región G( f ,a,b).


Simbólicamente σ( f ,P) ≈ λ(G( f ,a,b)).


• Cuando la función f toma valores positivos y negativos podemos escribir


σ( f ,P) =


n∑


k=1


f (tk)(xk−xk−1) =


n∑


k=1


( f +(tk)− f−(tk))(xk−xk−1) =


=
n∑


k=1


f +(tk)(xk−xk−1)−
n∑


k=1


f−(tk)(xk−xk−1) = σ( f +,P)−σ( f−,P)


En este caso σ( f ,P) es una aproximación del área de G( f +,a,b) menos el área de G( f−,a,b).


Simbólicamente σ( f ,P) ≈ λ(G( f +,a,b))−λ(G( f−,a,b)).


En la siguiente figura pueden apreciarse estas aproximaciones.
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Figura 8.1: Aproximación del área por sumas de Riemann


8.2 Definición. Dada una partición P= {a= x0,x1,x2, . . . ,xn−1,xn = b} del intervalo [a,b], defina-


mos Mk = supf [xk−1,xk], mk = ı́nf f [xk−1,xk]. Los números


S( f ,P) =


n∑


k=1


Mk(xk−xk−1), I( f ,P) =


n∑


k=1


mk(xk−xk−1)


se llaman, respectivamente, suma superior y suma inferior de f para la partición P. Es para


definir estas sumas para lo que se precisa que f esté acotada en [a,b].


Observaciones


• Puesto que para todo tk∈ [xk−1,xk] es mk 6 f (tk) 6Mk, deducimos que para toda suma de


Riemann, σ( f ,P) de f para la partición P se cumple que I( f ,P) 6 σ( f ,P) 6 S( f ,P).


• Para cada partición hay una única suma superior y otra inferior.


• Cuando f es positiva S( f ,P) es un valor aproximado por exceso de λ(G( f ,a,b)), y I( f ,P)


es un valor aproximado por defecto de λ(G( f ,a,b)).


• Cuando la función f toma valores positivos y negativos S( f ,P) es un valor aproxima-


do por exceso de λ(G( f +,a,b))− λ(G( f−,a,b)), y I( f ,P) es un valor aproximado por defecto de


λ(G( f +,a,b))−λ(G( f−,a,b)).


En las siguientes figuras pueden apreciarse estas aproximaciones.


ΛHGHf,a,bLL>9.7334ΛHGHf,a,bLL>9.7334 ΛHGHf+,a,bLL-ΛHGHf-,a,bLL>0.773368ΛHGHf+,a,bLL-ΛHGHf-,a,bLL>0.773368


Figura 8.2: Aproximación del área por sumas superiores
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ΛHGHf,a,bLL>7.84948ΛHGHf,a,bLL>7.84948 ΛHGHf+,a,bLL-ΛHGHf-,a,bLL>-0.710992ΛHGHf+,a,bLL-ΛHGHf-,a,bLL>-0.710992


Figura 8.3: Aproximación del área por sumas inferiores


8.1.1. Definición y propiedades básicas de la integral


Supongamos que la función f es positiva en [a,b]. Es claro que, en tal caso, el valor exacto del


área de la región G( f ,a,b) debe verificar que I( f ,P) 6 λ(G( f ,a,b)) 6 S( f ,P) para toda partición


P de [a,b]. Tenemos, en consecuencia, dos candidatos para λ(G( f ,a,b)), a saber:


λ(G( f ,a,b)) = ı́nf{S( f ,P) : P∈P[a,b]} , λ(G( f ,a,b)) = sup{I( f ,P) : P∈P[a,b]}


Donde hemos representado por P[a,b] el conjunto de todas las particiones de [a,b]. Llegados


aquı́, podemos ya dar la definición principal de la teoŕıa de la integral de Riemann.


8.3 Definición. Sea f una función acotada y positiva en [a,b]. Se dice que el conjunto G( f ,a,b)


tiene área cuando


ı́nf{S( f ,P) : P∈P[a,b]} = sup{I( f ,P) : P∈P[a,b]}
Dicho valor común es, por definición, el valor del área y lo representaremos por λ(G( f ,a,b)).


Cuando esto ocurre, se dice también que la función f es integrable Riemann en [a,b] y, por


definición, la integral de f en [a,b] es igual a λ(G( f ,a,b)). Simbólicamente escribimos


bw


a


f (x)dx = λ(G( f ,a,b))


En el caso general en que la función f toma valores positivos y negativos, se dice que f es inte-


grable Riemann en [a,b] cuando lo son las funciones f + y f−, en cuyo caso se define la integral


de f en [a,b] como el número:


bw


a


f (x)dx = λ(G( f +,a,b))−λ(G( f−,a,b))


Observaciones


• No te confundas con la notación. El sı́mbolo


bw


a


f (x)dx representa un número. La variable


x que figura en él se suele decir que es una variable muda. Naturalmente, la letra x no tiene


ningún significado especial y puede sustituirse por la que tú quieras o no poner ninguna; por


ejemplo
bw


a


f (t)dt ,
bw


a


f (s)ds,


bw


a


f
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Prof. Javier Pérez
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son tres formas de escribir lo mismo. Volveremos sobre esta notación cuando estudiemos técni-


cas de integración.


• La definición anterior debes entenderla como una primera aproximación matemática al


concepto intuitivo de área. Aunque pueda parecerte extraño, el concepto de área (y de integral)


que acabamos de definir es bastante restrictivo.


• En el caso en que la función f toma valores positivos y negativos, observa que la gráfica


de f− se obtiene por simetŕıa respecto al eje de abscisas de las partes de la gráfica de f en las


que f (x) < 0. Como regiones simétricas respecto de una recta tienen la misma área, se sigue


que:


λ(G( f ,a,b)) = λ(G( f +,a,b))+ λ(G( f−,a,b)) = λ(G( f + + f−,a,b)) = λ(G(| f | ,a,b)) =


bw


a


| f (x)| dx


Seamos prácticos. ¿Cómo podemos, a partir de la definición dada, calcular


bw


a


f (x)dx? Una pri-


mera idea en este sentido consiste en observar que cuanto mayor sea el número de intervalos


de la partición y más pequeña la anchura de cada uno de ellos cabe esperar que la aproxima-


ción obtenida sea mejor. Para precisar esta idea, definimos el paso de una partición P, y lo


representamos por δ(P), como la mayor de las longitudes de los subintervalos de dicha parti-


ción.


8.4 Teorema (Convergencia de las sumas integrales). Sea f : [a,b] → R una función integrable,


{Pn} una sucesión de particiones de [a,b] tal que {δ(Pn)} → 0 y σ( f ,Pn) una suma de Riemann de


f para la partición Pn. Se verifica entonces que


lı́m
n→∞


S( f ,Pn) = lı́m
n→∞


σ( f ,Pn) = lı́m
n→∞


I( f ,Pn) =


bw


a


f (x)dx


Este resultado permite en algunos casos particulares y con bastante esfuerzo e ingenio cal-


cular ciertas integrales. Como más adelante aprenderemos a calcular integrales con facilidad,


es más interesante usar dicho resultado sensu contrario para calcular los ĺımites de ciertas su-


cesiones.


Ha llegado el momento de preguntarse por condiciones que garanticen que una función es


integrable Riemann. Nos vamos a contentar con una respuesta parcial a esta pregunta, que es


suficiente para nuestros propósitos.


8.5 Teorema (Condiciones suficientes de integrabilidad Riemann). Sea f : [a,b]→ R . Cada


una de las siguientes condiciones garantizan que f es integrable Riemann en [a,b].


i) f está acotada en [a,b] y tiene un número finito de discontinuidades en [a,b]. En particular,


toda función continua en un intervalo cerrado y acotado es integrable en dicho intervalo.


ii) f es monótona en [a,b].


Teniendo en cuenta que σ(α f +βg,P) = ασ( f ,P)+βσ(g,P), cualesquiera sean las funciones


f ,g y los números α,β, se deduce, haciendo uso del resultado sobre convergencia de sumas


integrales, que la integral es lineal. Esta propiedad, junto con otras propiedades básicas de las


integrales se recogen en el siguiente resultado.
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8.6 Proposición (Propiedades básicas de la integral). i) Linealidad. Si f ,g son integrables en


[a,b] y α,β son números reales, se verifica que la función α f + βg también es integrable en [a,b] y


bw


a


(α f (x)+ βg(x))dx = α
bw


a


f (x)dx + β
bw


a


g(x)dx


ii) Conservación del orden. Si f ,g son integrables en [a,b] y f (x) 6 g(x) para todo x∈ [a,b],


entonces se verifica que
bw


a


f (x)dx 6
bw


a


g(x)dx


En particular, si f es integrable en [a,b] y m6 f (x) 6 M para todo x∈ [a,b], entonces se verifica la


siguiente acotación fundamental


m(b−a)6


bw


a


f (x)dx 6M(b−a)


iii) Si f es integrable en [a,b] también | f | (función valor absoluto de f ) es integrable en [a,b] y


se verifica la desigualdad ∣∣∣∣∣


bw


a


f (x)dx


∣∣∣∣∣ 6
bw


a


| f (x)| dx


iv) El producto de funciones integrables Riemann también es una función integrable Rie-


mann.


v) Aditividad respecto del intervalo. Sea a < c < b. Una función f es integrable en [a,b] si, y


sólo si, es integrable en [a,c] y en [c,b], en cuyo caso se verifica la igualdad


bw


a


f (x)dx =


cw


a


f (x)dx +


bw


c


f (x)dx


8.1.2. El Teorema Fundamental del Cálculo


Dada una función integrable f : [a,b] → R , podemos definir una nueva función F : [a,b] → R
por


F(x) =


xw


a


f (t)dt para todo x∈ [a,b]


Observa que aquı́ la variable es x – el ĺımite superior de la integral. Por eso, es obligado no usar


la misma letra x como variable de la función f en el integrando. F(x) es la integral de la función


f en el intervalo [a,x].


Sabemos que F(x) = λ(G( f +,a,x))−λ(G( f−,a,x)). Por supuesto, si f es una positiva entonces


F(x) = λ(G( f ,a,x)) es el área de la región del plano limitada por la gráfica de f , el eje de abscisas


y las rectas verticales X = a, X = x. No debes olvidar en lo que sigue que F(x) =


xw


a


f (t)dt se ha


definido en términos de áreas. A la función F la llamaremos la función área de f .
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A veces hay que considerar funciones de la forma H(x) =


xw


c


f (t)dt en donde a < c < b y


x∈ [a,b]; por lo que es necesario precisar lo que se entiende por


xw


c


f (t)dt cuando x< c. El conve-


nio que se hace es que
vw


u


f (t)dt = −
uw


v


f (t)dt


cualquiera sean los números u y v. La justificación de este convenio es que, con él, la igualdad


yw


x


f (t)dt +


zw


y


f (t)dt +


xw


z


f (t)dt = 0


se cumple cualesquiera sean los puntos x,y,z del intervalo [a,b]. Compruébalo.


Nuestro próximo objetivo va a consistir en invertir el proceso que nos ha llevado de f a


F(x) =


xw


a


f (t)dt . Nuestro problema es: ¿Cómo podemos recuperar la función f a partir del co-


nocimiento de la función área de f ? El resultado que sigue, uno de los más útiles del Cálculo,


establece una relación entre dos conceptos aparentemente lejanos entre sı́: el concepto de área


y el de tangente a una curva.


8.7 Teorema (Teorema Fundamental del Cálculo). Sea f : [a,b] → R una función integrable y


definamos F : [a,b]→ R por


F(x) =


xw


a


f (t)dt para todo x∈ [a,b]


Entonces:


i) F es continua en [a,b].


ii) En todo punto c de [a,b] en el que f sea continua se verifica que F es derivable en dicho


punto siendo F ′(c) = f (c). En particular, si f es continua en [a,b], entonces F es derivable en [a,b]


y F ′(x) = f (x) para todo x∈ [a,b].


Demostración.


i) Como f es integrable debe estar acotada. Sea M > 0 tal que | f (x)| 6M para todo x∈ [a,b].


Entonces, si x < y son puntos de [a,b] tenemos que


|F(y)−F(x)| =
∣∣∣∣∣


yw


x


f (t)dt


∣∣∣∣∣ 6
yw


x


| f (t)| dt 6M(y−x)


Por la misma razón, si suponemos que y < x, tendremos que |F(y)−F(x)| 6M(y−x). Estas dos


desigualdades nos dicen que |F(y)−F(x)| 6M |y−x| para todo par de puntos x,y∈ [a,b]. De esta


desigualdad se sigue inmediatamente la continuidad de F en [a,b].


ii) Pongamos


F(x)−F(c)
x−c


− f (c) =
F(x)−F(c)− (x−c) f (c)


x−c
=


xw


c


f (t)dt −
xw


c


f (c)dt


x−c
=


xw


c


( f (t)− f (c))dt


x−c
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Dado, ε > 0, la continuidad de f en c nos dice que hay un δ > 0 tal que para todo t ∈ [a,b] con


|t −c| < δ se tiene que | f (t)− f (c)| < ε. Tomemos ahora un punto cualquiera x∈ [a,b] tal que


|x−c| < δ. Entonces es claro que para todo t comprendido entre x y c se tendrá que |t −c| < δ y,


por tanto, | f (t)− f (c)| < ε por lo que
∣∣∣∣∣


xw


c


( f (t)− f (c))dt


∣∣∣∣∣ 6 ε |x−c|


Deducimos que para todo x∈ [a,b] tal que |x−c| < δ, y x, c, se verifica que


∣∣∣∣
F(x)−F(c)


x−c
− f (c)


∣∣∣∣=


∣∣∣∣∣


xw


c


( f (t)− f (c))dt


∣∣∣∣∣
|x−c| 6


ε |x−c|
|x−c| = ε


Hemos probado ası́ que lı́m
x→c


F(x)−F(c)
x−c


= f (c), esto es, F es derivable en c y F ′(c) = f (c). 2


8.1.2.1. Primitivas. Regla de Barrow


8.8 Definición. Dada un función h: [a,b] → R , cualquier función H : [a,b] → R que sea continua


en [a,b], derivable en ]a,b[ y verifique que H ′(x) = h(x) para todo x∈]a,b[, se llama una primitiva


de f en el intervalo [a,b].


Es importante advertir que no todas las funciones tienen primitivas. Por ejemplo, una condi-


ción necesaria que debe cumplir una función para tener primitivas es que dicha función tenga


la propiedad del valor intermedio pues, como recordarás, las funciones derivadas tienen esa


propiedad. También, como consecuencia del teorema del valor medio, es inmediato que dos


primitivas de una función en un mismo intervalo se diferencian en una constante. Por ello,


si conocemos una primitiva de una función en un intervalo las conocemos todas.


Una consecuencia muy importante del Teorema Fundamental del Cálculo es que toda fun-


ción continua en un intervalo tiene primitivas en dicho intervalo. Además, el teorema nos di-


ce que la función área, esto es, la función F(x) =
r x


a f (t)dt , es la primitiva de la función continua


f : [a,b]→ R que se anula en a, F(a) = 0. Es importante que aprecies que este es un teorema de


existencia; es la definición que hemos dado de área - y por consiguiente de integral - lo que nos


ha permitido construir la función primitiva de f . No lo olvides: la integración es una potente


herramienta para construir nuevas funciones.


El Teorema Fundamental del Cálculo proporciona una técnica para calcular la integral de


una función continua en un intervalo [a,b]. Para ello lo que hacemos es calcular una primitiva


de f en [a,b]. Si h es una tal primitiva, entonces las funciones F(x) =
r x
a f (t)dt , y h(x)−h(a) son


dos primitivas de f en [a,b] que coinciden en un punto, pues ambas se anulan en a. Deducimos


que F(x) = h(x)− h(a) para todo x∈ [a,b] y, por tanto, F(b) =
r b


a f (t)dt = h(b)− h(a). Podemos


generalizar este resultado como sigue.


8.9 Teorema (Regla de Barrow). Sea f : [a,b] → R integrable y supongamos que h es una primi-


tiva de f en [a,b]. Entonces
bw


a


f (t)dt = h(b)−h(a)
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Demostración. Sea P = {a = x0,x1,x2, . . . ,xn−1,xn = b} una partición de [a,b]. Aplicando el teore-


ma de valor medio, tenemos que


h(b)−h(a) =


n∑


k=1


(h(xk)−h(xk−1)) =


n∑


k=1


f (tk)(xk−xk−1) = σ( f ,P)


La igualdad anterior nos dice que para toda partición Pde [a,b] hay alguna suma de Riemann de


f asociada a dicha partición, σ( f ,P), que es igual a h(b)−h(a). Si ahora tomamos una sucesión


{Pn}de particiones del intervalo [a,b] tales que δ(Pn)→ 0, tenemos que h(b)−h(a)= σ( f ,Pn) para


alguna suma de Riemann, σ( f ,Pn) de f asociada a la partición Pn. Pero sabemos que σ( f ,Pn) →r b
a f , por lo que obtenemos que h(b)−h(a) =


r b
a f . 2


Fı́jate que en la regla de Barrow no se supone que f sea continua sino tan sólo que es inte-


grable y que, además, tiene una primitiva.


8.1.3. Las funciones logaritmo y exponencial


Quiero convencerte de que muchas veces el cálculo integral proporciona la interpretación


más intuitiva de una función. Considera, por ejemplo, la función logaritmo natural. Quizás se-


pas expresar log2 como ĺımite de una sucesión o algo parecido; pero, ¿puedes representar de


alguna forma intuitiva el número log2? ¿Sabŕıas representar gráficamente el número log2? En


la siguiente gráfica puedes ver el número log2.


0.5 1 1.5 2 2.5 3


0.5


1


1.5


2


y=1�x


à
1


2 1
����
x
dx=log2


Espero que estés de acuerdo conmigo: la forma más fácil e intuitiva de imaginar el número


logt es como el área de la región plana limitada por la curva y = 1/x, las rectas y = 1, y = t, y el


eje de abscisas. Dicha área se considera positiva si t > 1 y negativa si t < 1. Dicho de otra forma


logt =


tw


1


1
x


dx


Es frecuente interpretar esta igualdad de la siguiente forma: la función logx es derivable y log ′x=


1/x; por tanto


tw


1


1
x


dx = logt − log1= logt. ¡Parece que hemos probado algo! Y no es ası́ porque


en este razonamiento estamos usando que la función logaritmo es derivable y eso es algo que


no hemos probado. Todavı́a peor: ni siquiera hemos dado una definición de la función loga-


ritmo que permita probar las propiedades de dicha función. Usualmente se define logx como


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático
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el número y que verifica que ey = x. La existencia de ese número y está lejos de ser evidente. El


propio número e tiene que ser definido de alguna forma apropiada.


Hago estas reflexiones para que te des cuenta de que lo que sabes de las funciones logarit-


mo, exponencial, trigonométricas . . . , es un conocimiento sin una base matemática correcta.


De estas funciones conoces, porque te lo han dicho, su comportamiento; pero no creo que


nunca hayas demostrado sus propiedades, ni siquiera que conozcas una definición matemáti-


camente correcta de las mismas. Bueno, no quiero que pienses que tus profesores te ocultan


información, lo que ocurre es que una definición correcta de estas funciones requiere herra-


mientas matemáticas que no tienen cabida en las enseñanzas medias. Precisamente, el Teore-


ma Fundamental del Cálculo permite definir estas funciones de forma fácil, elegante y correcta.


Olvida ahora todo lo que sepas de la función logaritmo natural. ¿Lo has olvidado ya? Siga-


mos.


8.10 Definición. La función logaritmo natural es la función log :R+ → R dada por


logt =


tw


1


1
x


dx para todo t > 0


Propiedades de la función logaritmo


El Teorema Fundamental del Cálculo nos dice que la función logaritmo natural es derivable


(y por tanto continua) y que log ′t = 1/t. Como la derivada es positiva, deducimos que dicha


función es estrictamente creciente.


Dado a > 0, sea h(x) = log(ax). Entonces h′(x) = a/(ax) = 1/x. Luego la función h(x)− log(x)
tiene derivada nula en R+, por lo que es constante y, como para x = 1 es igual a loga, se sigue


que h(x)− log(x) = loga. Hemos probado ası́ que log(ax) = loga+ logx para todo a> 0 y para todo


x > 0.


Observa que en poco más de tres ĺıneas hemos obtenido ya las propiedades principales del


logaritmo. Sigamos nuestro estudio.


De lo ya visto se sigue que log(2n) = nlog2 para todo número entero n. De aquı́ se deduce


que la función logaritmo natural no está mayorada ni minorada y, como es estrictamente cre-


ciente, concluimos que lı́m
x→0


logx=−∞ y lı́m
x→+∞


logx= +∞. Por tanto, podemos afirmar que dicha


función es una biyección estrictamente creciente de R+ sobre R.


Representemos provisionalmente por ϕ : R→ R la función inversa del logaritmo. Dicha fun-


ción se llama función exponencial natural. El teorema de derivación de la inversa nos dice que


ϕ es derivable y para todo x∈R es


ϕ ′(x) =
1


log ′(ϕ(x))
= ϕ(x)


Ahora, dados,x,y∈R, sean a,b,∈R+ tales que x = loga, y = logb. Entonces


ϕ(x+y) = ϕ(loga+ logb) = ϕ(log(ab)) = ab= ϕ(x)ϕ(y)


Hemos probado ası́ que ϕ(x+y) = ϕ(x)ϕ(y) para todos x,y∈R. De esta igualdad se deduce fácil-


mente que apara todo número racional r se verifica que ϕ(r) = ϕ(1)r . El número ϕ(1) se repre-
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senta con la letra e, es decir, es el número definido por la igualdad loge=


ew


1


1
x


dx = 1. Con ello


apara todo número racional r se tiene que ϕ(r) = er , por lo que se usa la notación ϕ(x) = ex para


representar a la función exponencial.


Fı́jate con qué facilidad y elegancia hemos obtenido las propiedades principales de las fun-


ciones logaritmo y exponencial naturales.


Ası́ mismo, podemos definir la función arcotangente de la forma


arctgx =


xw


0


1
1+ t2 dt


Lo que constituye un punto de partida para definir las demás funciones trigonométricas. Este


proceso está desarrollado con detalle en el libro de Michael Spivak Calculus. Cálculo Infinitesi-


mal. Vol. 1 y Vol. 2, Ed. Reverté, S.A., 1970.


Veremos más adelante otro procedimiento más directo para definir las funciones trigo-


nométricas.


8.2. Integrales impropias de Riemann


Una de las limitaciones de la teoŕıa de la integral de Riemann que hemos desarrollado es que


en ella se consideran funciones acotadas en intervalos acotados. Queremos evitar estas limita-


ciones y considerar funciones no acotadas o intervalos no acotados. Los siguientes ejemplos


indican el camino a seguir.


8.11 Ejemplo. La función f (x) =
1√
x


no está acotada en el intervalo ]0,1]. Como h(x) = 2
√


x es


una primitiva de f en [0,1], para todo t∈]0,1] se tiene que


1w


t


1√
x


dx = h(1)−h(t) = 2−2
√


t


Por tanto


lı́m
t→0


1w


t


1√
x


dx = 2


Es natural definir
1w


0


1√
x


dx = 2


�


8.12 Ejemplo. Para todo t > 0 se tiene que


tw


0


e−x dx = 1−e−t =⇒ lı́m
t→+∞


tw


0


e−x dx = 1


Por ello es natural definir
+∞w


0


e−x dx = 1
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�


En el primer ejemplo hemos considerado una función no acotada y en el segundo un inter-


valo no acotado.


8.13 Definición. Sea f : [c,b[→ R una función continua en el intervalo [c,b[, donde suponemos


que c∈R y que b un número real mayor que c o bien b = +∞. Se define la integral impropia de


Riemann de f en [c,b[ como el ĺımite


bw


c


f (x)dx = lı́m
t→b


tw


c


f (x)dx (8.1)


Supuesto, claro está, que dicho ĺımite exista y sea un número real, en cuyo caso se dice también


que la integral de f es convergente en [c,b[.


Sea f :]a,c] → R una función continua en el intervalo ]a,c], donde suponemos que c∈R y que


a un número real menor que c o bien a = −∞. Se define la integral impropia de Riemann de f
en ]a,c] como el ĺımite


cw


a


f (x)dx = lı́m
t→a


cw


t


f (x)dx (8.2)


Supuesto, claro está, que dicho ĺımite exista y sea un número real, en cuyo caso se dice también


que la integral de f es convergente en ]a,c].


Cuando el ĺımite (8.1) o (8.2) existe y es igual a +∞ (resp. −∞) se dice que la respectiva


integral es positivamente o negativamente divergente.


Sea f :]a,b[→ R una función continua en el intervalo ]a,b[, donde −∞ 6 a < b 6 +∞. Sea


c∈R con a < c < b. Se dice que la integral de f es convergente en ]a,b[ cuando las integrales de


f en ]a,c] y en [c,b[ son convergentes, en cuyo caso se define


bw


a


f (x)dx =


cw


a


f (x)dx +


bw


c


f (x)dx (8.3)


8.14 Ejemplo. Sea a, 1. Se tiene que


tw


1


1
xa dx =


t1−a


1−a
− 1


1−a


Deducimos que
+∞w


1


1
xa dx =









1
a−1


si a > 1


+∞ si a < 1


Análogamente
1w


0


1
xa dx =









1
1−a


si a < 1


+∞ si a > 1


�


8.15 Ejemplo. Sea a , 1. Usando la técnica de integración por partes, que estudiaremos más


adelante, es fácil calcular una primitiva de la función f (x) =
logx
xa . Comprueba que


F(x) =
x1−a(−1+(1−a) logx)


(1−a)2
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es una primitiva de f en R+. Por tanto


tw


1


f (x)dx = F(t)−F(1). En consecuencia


+∞w


1


logx
xa dx =









1
(1−a)2 si a > 1


+∞ si a < 1


Análogamente


1w


0


logx
xa dx =







− 1


(1−a)2 si a < 1


−∞ si a > 1


�


8.2.1. Criterios de convergencia para integrales


Naturalmente, no siempre vamos a disponer de una primitiva expresable por medio de fun-


ciones elementales, bien porque no exista o porque su cálculo efectivo sea muy complicado.


Por ello, interesa conocer condiciones que aseguren la convergencia de una integral sin nece-


sidad de conocer una primitiva elemental. Lógicamente, estas condiciones no nos permitirán


calcular el valor numérico de la integral; tan sólo nos dirán si es o no convergente. El caso en


que la función integrando es positiva es particularmente sencillo de estudiar.


8.16 Proposición (Criterio básico de convergencia). Sea f continua y positiva en [c,b[. Enton-


ces, la integral de f en [c,b[ es convergente si, y sólo si, la función F(x) =


xw


c


f (t)dt está mayorada


en [c,b[, en cuyo caso
bw


c


f (t)dt = sup


{
xw


c


f (t)dt : x∈ [c,b[


}


En otro caso la integral de f en [c,b[ es positivamente divergente.


Las afirmaciones hechas son consecuencia de que, por ser f positiva en [c,b[, la función


F(x) =


xw


c


f (t)dt es creciente en [c,b[.


El siguiente criterio es consecuencia inmediata del anterior.


8.17 Proposición (Criterio de comparación). Sean f y g continuas y positivas en [c,b[. Supon-


gamos que la integral de g en [c,b[ es convergente y que f (x) 6 g(x) para todo x∈ [c,b[. Entonces la


integral de f en [c,b[ también es convergente.


De este criterio se deduce fácilmente el siguiente.


8.18 Proposición (Criterio ĺımite de comparación). Sean f y g continuas y positivas en [c,b[.


Supongamos que


lı́m
x→b


f (x)
g(x)


= ρ∈R+


Entonces las integrales de f y g en [c,b[ ambas convergen o ambas divergen positivamente.
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8.19 Definición. Se dice que la integral de f es absolutamente convergente en un cierto inter-


valo cuando la integral de la función | f | es convergente en dicho intervalo.


Naturalmente, los criterios de convergencia antes vistos para integrales de funciones posi-


tivas, pueden usarse para estudiar la convergencia absoluta de la integral de cualquier función.


Por ello, el siguiente resultado, que no demostraremos, es de gran utilidad.


8.20 Teorema. Si la integral de f es absolutamente convergente, entonces la integral de f tam-


bién es convergente.


8.2.2. Ejercicios propuestos


191. Estudia la convergencia de la integral


I =


+∞w


0


xα x+senx
x−senx


dx


Según los valores de α∈R.


8.3. Técnicas de cálculo de Primitivas


8.3.1. Calcular una primitiva...¿Para qué?


Para calcular
r b


a f (x)dx donde f es una función continua, hay que calcular una primitiva de


f , evaluarla en a y en b y hacer la diferencia. Pero, ¿para qué calcular una primitiva? ¿no sabe-


mos ya que una primitiva de f es la función F(x) =
r x
a f (t)dt ? Y, naturalmente, cualquier otra


será de la forma F(x)+C donde C es una constante. ¿Qué interés tiene entonces el cálculo de


primitivas de funciones continuas? Respuesta: desde un punto de vista teórico ninguno. Ahora,


si lo que queremos es aplicar la regla de Barrow para calcular el número
r b


a f (x)dx, entonces la


primitiva F(x) =
r x


a f (t)dt no nos sirve para nada porque si la evaluamos en a y en b y hacemos la


diferencia obtenemos una identidad perfectamente inútil para nuestros propósitos. Lo que ne-


cesitamos es conocer una primitiva de f que sea realmente evaluable, es decir que al evaluarla


en a y en b proporcione valores numéricos.


En otros términos, el problema del cálculo de primitivas consiste en tratar de expresar la


“primitiva trivial” F(x) =
r x
a f (t)dt por medio de funciones elementales2 que permitan una


evaluación efectiva de la integral. Para eso sirven las técnicas de cálculo de primitivas.


Pero no hay que olvidar que, si bien la derivada de una función elemental también es una


función elemental, es frecuente que una función elemental no tenga primitivas que puedan


expresarse por medio de funciones elementales. Esto ocurre, por ejemplo, con las funciones


2Las funciones que se obtienen por medio de sumas, productos, cocientes y composiciones a partir de las funciones


racionales, exponenciales, logarı́tmicas, trigonométricas y sus inversas, se llaman funciones elementales.


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático
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e−x2
,


senx
x


, sen(x2),
√


x3 +1, y muchas más. En tales casos la forma más sencilla de representar


una primitiva de f es justamente mediante la función F(x) =
r x
a f (t)dt y, para obtener valores


concretos de dicha función hay que recurrir a métodos numéricos de cálculo de integrales.


En lo que sigue vamos a considerar algunos tipos de funciones elementales cuyas primiti-


vas también pueden expresarse por medio de funciones elementales y pueden calcularse con


procedimientos más o menos sistemáticos.


Para leer lo que sigue necesitas tener papel y un boĺıgrafo a mano para ir haciendo los ejerci-


cios que se proponen. A calcular primitivas se aprende practicando; la imprescindible agilidad


en los cálculos la lograrás haciendo decenas de ejercicios. Fı́jate que, en la mayoŕıa de los ca-


sos, se trata de ejercicios en los que tan sólo tienes que aplicar una técnica general a un caso


particular. Esto es tan “fácil” que lo saben hacer los programas de cálculo simbólico, como


Mathematica, Derive, Mapple y otros. Cuando se logre fabricar una calculadora de bolsillo que


pueda ejecutar estos programas quizás ya no sea imprescindible aprender a calcular primitivas,


pero hasta que llegue ese momento sigue siendo necesario que aprendas a calcular primitivas


con agilidad. Seŕıa lamentable que, por no saber calcular una primitiva, no puedas resolver una


sencilla ecuación diferencial, ni calcular una probabilidad, ni el área de una superficie, . . . Las


aplicaciones del cálculo integral son tan variadas, que el tiempo que dediques a la práctica del


cálculo de primitivas será más rentable de lo que ahora puedas imaginar.


8.3.2. Observaciones sobre la notación y terminologı́a usuales


Para representar una primitiva de una función f , suele usarse la notación
r


f (x)dx. Ası́, por


ejemplo, se escribe
w 1


x−a
dx = log|x− a|. Esta notación es algo imprecisa porque no especi-


fica el intervalo en que se considera definida f . En el ejemplo anterior hay que interpretar


que la función
1


x−a
está definida en uno de los intervalos ]− ∞,a[ o ]a,+∞[ y elegir la pri-


mitiva correspondiente. Estos pequeños inconvenientes están compensados por la comodi-


dad en los cálculos que proporciona esta notación. Es frecuente también, aunque no lo hare-


mos en lo que sigue (pero mira el ejercicio (194)), añadir una constante arbitraria, C, y escribir
w 1


x−a
dx = log|x−a|+C.


La integral de una función en un intervalo,
r b


a f (x)dx, se llama a veces “integral definida”


de f (y es un número), y al sı́mbolo
r


f (x)dx se le llama “integral indefinida” o, simplemente,


“integral” de f (y representa una primitiva cualquiera de f ). Aunque esto puede ser confuso, no


olvides que, cuando hablamos de calcular la integral
r


f (x)dx lo que realmente queremos decir


es que queremos calcular una primitiva de f .


Como ya sabes, en los sı́mbolos
r


f (x)dx o
r b
a f (x)dx la letra “x” puede sustituirse por cual-


quier otra y el sı́mbolo “dx” (que se lee “diferencial x”) sirve para indicar la variable de integra-


ción. Esto es muy útil si la función f contiene parámetros. Por ejemplo, son muy diferentes las


integrales
r


xydx y
r


xydy.


Te recuerdo también que, si y = y(x) es una función de x, suele usarse la notación dy= y′dx
que es útil para mecanizar algunos cálculos pero que no tiene ningún significado especial: es


una forma de indicar que y′ es la derivada de y respecto a x.


Finalmente, si ϕ es una función, se usa la notación ϕ(x)
∣∣x=d
x=c o sencillamente, ϕ(x)|dc para indi-
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car el número ϕ(d)−ϕ(c), y usaremos la notación ϕ(x)
∣∣x→b
x→a para indicar lı́mx→b ϕ(x)− lı́mx→a ϕ(x).


Esta notación es cómoda cuando estudiamos convergencia de integrales.


8.3.3. Integración por partes


Si u y v son funciones con derivada primera continua en un intervalo, por la regla de deriva-


ción para un producto sabemos que: (u(x)v(x))′ = u′(x)v(x)+ u(x)v′(x). Deducimos que la fun-


ción producto uv es una primitiva de la función u′v+ v′u, es decir,
r
(u′(x)v(x)+ u(x)v′(x))dx =


u(x)v(x). Lo que suele escribirse en la forma:
w


udv= uv−
w


vdu


Por supuesto, esta igualdad podemos usarla para calcular integrales definidas:


dw


c


u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)
∣∣x=d
x=c −


dw


c


v(x)u′(x)dx (8.4)


Finalmente, si u y v están definidas en un intervalo abierto de extremos −∞ 6 a < b6+∞ y exis-


ten los lı́mites lı́m
x→a


u(x)v(x) y lı́m
x→b


u(x)v(x), entonces la igualdad (8.4) nos dice que las integrales
r b


a v(x)u′(x)dx y
r b


a u(x)v′(x)dx ambas convergen o ninguna converge y, cuando son convergen-


tes se verifica que:
bw


a


u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)
∣∣x→b
x→a−


bw


a


v(x)u′(x)dx (8.5)


Naturalmente, si queremos usar este método para calcular una integral
r


f (x)dx lo primero


que hay que hacer es expresar f (x) = u(x)w(x) de forma que el cálculo de v(x) por la condición,


v′(x) = w(x), es decir la integral v(x) =
r


w(x)dx , sea inmediata. Tenemos entonces
w


f (x)dx =
w


u(x)w(x)dx =
w


u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−
w


v(x)u′(x)dx (8.6)


Veamos algunas situaciones en las que este método puede aplicarse con éxito.


• Cuando la integral
r


v(x)u′(x)dx es inmediata. Por ejemplo, para calcular una integral
r


f (x)dx en la que la derivada de f (x) es más sencilla que la propia función, como es el caso de


logx, arcsenx, arctgx. Entonces conviene tomar u(x) = f (x) y v′(x) = w(x) = 1 en (8.6).


8.21 Ejemplo.


w
arctgx dx =





 u = arctgx→ d u=
1


1+x2 dx


d v= dx → v = x





= x arctgx−
w x


1+x2 dx = x arctgx+
1
2


log(1+x2)


�


• Cuando la integral
r


v(x)u′(x)dx es del mismo tipo que la integral de partida, pero más


sencilla, de manera que reiterando el proceso se llega a una integral inmediata. Este es el ca-


so cuando f (x) es de la forma P(x)eax, P(x)sen(ax), P(x)cos(ax), donde P(x) es una función po-


linómica. En todos los casos se elige u(x) = P(x), y v′(x) = eax, v′(x) = sen(ax), v′(x) = cos(ax).


8.22 Ejemplo.


w
P(x)eax dx =






u = P(x) → du= P′(x)dx


d v= eax dx → v =
eax


a





= P(x)
eax


a
− 1


a


w
P′(x)eaxdx
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La última integral es del mismo tipo que la primera pero con el grado del polinomio rebajado en


una unidad. El proceso se repite tantas veces como sea necesario. �


• Cuando la integral
r


v(x)u′(x)dx es parecida a la de partida, de forma que al volver a apli-


car el proceso la integral de partida se repite y es posible despejarla de la igualdad obtenida.


8.23 Ejemplo.


w
cos(logx)dx =





 u = cos(logx) → du= −1
x


sen(logx)dx


d v= dx → v = x





= x cos(logx)+
w


sen(logx)dx =


=





 u = sen(logx) → du=
1
x


cos(logx)dx


d v= dx → v = x





= x cos(logx)+x sen(logx)−
w


cos(logx)dx


deducimos que
w


cos(logx)dx =
x
2


(
cos(logx)+sen(logx)


)
. �


8.3.4. Ejercicios propuestos


192. Calcular las integrales:


2w


1


logx dx ,
w


s2 e2sds,
w


arcsenx dx, ,


4w


1


√
t logt dt ,


ew


1


(logx)2 dx


w
x3ex2


dx ,
w


log(x2 +1)dx ,


π/4w


0


ϑ
cos2 ϑ


dϑ ,
w


x2senx dx ,


ew


1


cos2(logx)dx


193. Calcular las integrales
w


eaxcos(bx) dx , y
w


eaxsen(bx) dx . Y deducir, para a > 0 el valor de
+∞w


0


e−axcos(bx) dx y


+∞w


0


e−axsen(bx) dx .


194. Explica la aparente contradicción


w 1
senx cosx


dx =
w cotgx


cos2x
dx =


w
cotgx tg ′x dx = cotgx tgx−


w
tgx cotg′x dx = 1+


w tgx
sen2x


dx


= 1+
w 1


senx cosx
dx . Luego 1 = 0.


Ahora que estás empezando a hacer ejercicios de cálculo de primitivas es una buena prácti-


ca que compruebes los resultados. Además es muy sencillo: basta derivar la primitiva que has


obtenido.
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8.3.4.1. Integración por recurrencia


La técnica de integración por partes permite en algunas ocasiones relacionar una integral


de la forma In =
r


f (x,n)dx en la que interviene un parámetro n (con frecuencia un número na-


tural) con otra del mismo tipo en la que el parámetro ha disminuido en una o en dos unidades.


Las expresiones ası́ obtenidas se llaman fórmulas de reducción o de recurrencia y permiten el


cálculo efectivo de la integral cuando se particularizan valores del parámetro. Los siguientes


ejemplos son ilustrativos de esta forma de proceder.


8.24 Ejemplo.


w
(logx)n dx =






u = (logx)n → du= n


(logx)n−1


x
dx


d v= dx → v = x





= x(logx)n−n
w


(logx)n−1dx


�


8.25 Ejemplo.


In =
w


xneax dx =






u = xn → d u= nxn−1


d v= eax dx → v =
eax


a
dx





=
1
a


(xneax−nIn−1)


�


8.26 Ejemplo.


In =
w


sennx dx =


[
u = senn−1x→ d u= (n−1)senn−2x cosx dx


d v= senx dx → v = −cosx


]
=


= −cosx senn−1x+(n−1)
w


senn−2x cos2 x dx = −cosx senn−1x+(n−1)
w


senn−2x dx − (n−1)In


Y deducimos fácilmente que
w


sennx dx =−1
n


cosx senn−1x+
n−1


n


w
senn−2x dx . En particular,


π/2w


0


sennx dx =
n−1


n


π/2w


0


senn−2x dx. De aquı́ se obtienen las igualdades


π/2w


0


sen2n+1x dx =
2 ·4 ·6· · ·2n


3 ·5 ·7· · ·(2n+1)
,


π/2w


0


sen2nx dx =
1 ·3 ·5· · ·(2n−1)


2 ·4 ·6· · ·2n
π
2


�


8.3.5. Ejercicios propuestos


195. Calcula, haciendo uso de los resultados anteriores, las integrales


w
(logx)3dx ,


w
x4ex dx ,


π/2w


0


sen4x dx ,
w


sen5x dx


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático
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195. Prueba las siguientes relaciones de recurrencia


(a) In =
w


cosnx dx =
1
n


(
cosn−1x senx+(n−1)In−2


)
(b) In =


w
tgnx dx =


1
n−1


tgn−1x− In−2


196. Prueba la igualdad In =
w 1


(1+x2)n dx =
x


(2n−2)(1+x2)n−1 +
2n−3
2n−2


In−1


Sugerencias: In =
w (1+x2)−x2


(1+x2)n dx = In−1−
w x2


(1+x2)n dx . Ahora:


w x2


(1+x2)n dx =






u = x → d u= dx


d v=
x


(1+x2)n dx → v =
1


2(n−1)


1
(1+x2)n−1





= · · ·


197. Estudia la convergencia de la integral


In =


+∞w


0


x2n−1


(1+x2)(n+3)
dx (n> 1)


Prueba que para n> 2 es In =
n−1
n+2


In−1. Calcula I1, I2 e I3.


8.3.6. Integración por sustitución o cambio de variable


Sean g: J → R una función con derivada primera continua en un intervalo J que toma valo-


res en un intervalo I , y f una función continua en I . Sea F una primitiva de f en I , y pongamos


H = F ◦ g. Tenemos, por la regla de la cadena, que H ′(t) = F ′(g(t))g′(t) = f (g(t))g′(t), es decir,


la función H es una primitiva en J de la función h(t) = f (g(t))g′(t). Si c, d son puntos de J,


deducimos que


dw


c


f (g(t))g′(t)dt = H(d)−H(c) = F(g(d))−F(g(c)) =


g(d)w


g(c)


f (x) dx


Esta igualdad se conoce con el nombre de “fórmula de integración por sustitución o cambio de


variable”. En ella se supone que queremos calcular, por ejemplo, la integral
r b


a f (x) dx y lo que


hacemos es la sustitución x = g(t), con lo que dx = g′(t)dt y se eligen c y d por la condición de


que g(c) = a, g(d) = b. Naturalmente, esto tiene interés cuando la función f (g(t))g′(t) es más


fácil de integrar que la función f . Simbólicamente este proceso suele representarse en la forma


bw


a


f (x) dx =


[
x = g(t), dx = g′(t)dt


a = g(c), b = g(d)


]
=


dw


c


f (g(t))g′(t)dt


Para el caso de integrales indefinidas este proceso de sustitución de representa de forma menos


precisa y se escribe simplemente


w
f (x) dx =


[
x = g(t)


dx = g′(t)dt


]
=


w
f (g(t))g′(t)dt


En este contexto, es frecuente calcular
r


f (g(t))g′(t)dt = H(t), y escribir
r


f (x) dx = H(t), igual-


dad que no tiene mucho sentido si no se especifica también la relación entre las variables t y
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x, escribiendo “
r


f (x) dx = H(t) donde x = g(t)”. Desde luego, el conocimiento de H(t) y de la


relación x = g(t) es suficiente para calcular integrales definidas de f , pero también podemos


“deshacer el cambio” para obtener una primitiva de f . Para eso la función g debe ser una biyec-


ción de J sobre I con derivada no nula. En tal caso, la función F(x) = H(g−1(x)) es una primitiva


de f en I . En efecto:


F ′(x) = H ′(g−1(x))(g−1) ′(x) = f (g(g−1(x)))g′(g−1(x))(g−1) ′(x) = f (x)g′(g−1(x))
1


g′(g−1(x))
= f (x)


No olvides que la fórmula del cambio de variables puede usarse en un sentido (de izquierda a


derecha) o en otro (de derecha a izquierda) según convenga.


Puede ocurrir que al hacer un cambio de variable en una “integral corriente” obtengamos


una “integral impropia”. No hay que preocuparse porque para estudiar la convergencia de una


integral pueden hacerse cambios de variable biyectivos: ello no altera la eventual convergen-


cia de la integral ni su valor.


8.27 Ejemplo. Con frecuencia se hacen cambios de variable para quitar radicales.


2w


2/
√


3


1


x2
√


x2 +4
dx =





 x = 2tgt, dx =
2


cos2 t
2/


√
3 = 2tg(π/6), 2 = 2tg(π/4)





=
1
4


π/4w


π/6


cost
sen2 t


dt =
1
4


[ −1
sent


]π/4


π/6
=


2−
√


2
4


�


8.28 Ejemplo. Un cambio de variable en una integral impropia. Consideremos la integral:


bw


a


1√
(x−a)(b−x)


dx


Suponemos que a < b. El cambio que hacemos consiste en llevar el intervalo ]−1,1[ al ]a,b[ por


una biyección del tipo g(t) = αt + β. Las condiciones g(−1) = a, g(1) = b nos dan que


α = (b−a)/2, β = (b+a)/2. Con ello:


bw


a


1√
(x−a)(b−x)


dx =





 x = g(t), dx =
b−a


2
a = g(−1), b = g(1)





=


1w


−1


dt√
1− t2


= π


�


8.3.7. Ejercicios propuestos


198. Calcular las siguientes integrales utilizando el cambio de variable indicado


π/4w


0


sen3x
cos4x


dx x= arccost ;
π/4w


−π/4


sen2x
cos4x


dx x= arctgt ;
+∞w


1


dx
ex+1


x = logt


199. Calcular las integrales


w √
4−x2 dx ,


w dx


x
√


x2−1
,


e4w


e


dx
x
√


logx
,


4w


1


1
x2


√
1+


1
x


dx ,
w ex+3e2x


2+ex dx
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Prof. Javier Pérez
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200. Sea a > 0. Prueba que si f es impar, es decir, f (−x) = − f (x), entonces
r a
−a f (t)dt = 0. Y si f


es una función par, es decir, f (−x) = f (x), entonces
r a
−a f (t)dt = 2


r a
0 f (t)dt.


8.3.8. Integración de funciones racionales


Dadas dos funciones polinómicas P(x) y Q(x), queremos calcular
r P(x)


Q(x)
dx. Si el grado de P


es mayor o igual que el de Q, podemos dividir los dos polinomios obteniendo


P(x)
Q(x)


= H(x)+
G(x)
Q(x)


,


donde H(x) y G(x) son polinomios y el grado de G es menor que el grado de Q. Por tanto, su-


pondremos siempre que el grado de P es menor que el grado de Q. Supondremos también que


el coeficiente lı́der del polinomio Q es 1. La técnica para calcular la integral consiste en des-


componer la fracción
P(x)
Q(x)


en otras más sencillas llamadas “fracciones simples”. Estudiaremos


dos formas de hacerlo: el método de los coeficientes indeterminados y una variante del mismo


conocida como Método de Hermite.


Paso 1. Descomposición del denominador en factores irreducibles


Descomponemos el denominador, Q(x), como producto de factores de grado 1 y factores de


grado 2 irreducibles:


Q(x) = (x−a1)
α1 · · ·(x−an)


αn(x2 +b1x+c1)
β1 · · · (x2 +bmx+cm)βm (8.7)


Observaciones


• Esto se dice muy pronto, pero puede ser muy dif́ıcil de hacer si no imposible. Afortunada-


mente, en los casos prácticos esta descomposición o se conoce o es muy fácil de realizar.


• En la descomposición (8.7) cada a j es una raı́z real de orden α j del polinomio Q, y los factores


cuadráticos del tipo (x2 + b jx+ c j)
β j corresponden a raı́ces complejas conjugadas de orden β j .


Tales factores cuadráticos son irreducibles, es decir, su discriminante es negativo o, lo que es


igual, x2 +b jx+c j > 0 para todo x∈R.


Paso 2


Método de los coeficientes indeterminados


Escribimos el cociente
P(x)
Q(x)


como suma de fracciones de la siguiente forma:


• Por cada raı́z real a j de orden α j escribimos α j fracciones cuyos numeradores son constantes


Akj que hay que determinar, y los denominadores son de la forma (x−a j)
kj donde k j toma va-


lores de 1 hasta α j .


• Por cada factor cuadrático irreducible (x2 +b jx+c j)
β j escribimos β j fracciones cuyos nume-


radores son de la forma Bkj x+Ckj siendo Bkj y Ckj constantes que hay que determinar, y los


denominadores son de la forma (x2 +b jx+c j)
kj donde k j toma valores de 1 hasta β j .


• La descomposición es de la forma:


P(x)
Q(x)


=


n∑


j=1






α j∑


kj =1


Akj


(x−a j)
kj





+


m∑


j=1






β j∑


kj =1


Bkj x+Ckj


(x2 +b jx+c j)
kj





 (8.8)
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Método de Hermite


Escribimos el cociente
P(x)
Q(x)


de la siguiente forma:


P(x)
Q(x)


=
A1


x−a1
+ · · ·+ An


x−an
+


B1x+C1


x2 +b1x+c1
+ · · ·+ Bmx+Cm


x2 +bmx+cm
+


+
d
dx


(
F(x)


(x−a1)α1−1 · · · (x−an)αn−1(x2 +b1x+c1)β1−1 · · · (x2 +bmx+cm)βm−1


)


donde A1, . . . ,An,B1, . . . ,Bm,C1, . . . ,Cm son coeficientes que tenemos que determinar y, en la frac-


ción que aparece con una derivada, F(x) es un polinomio genérico de grado uno menos que el


denominador. En resumen, se trata de escribir
P(x)
Q(x)


como suma de fracciones simples, una por


cada factor, más la derivada de un cociente que tiene por denominador lo que queda de Q(x).


Observa que en ambos métodos hay que calcular tantos coeficientes como el grado de Q.


Paso 3. Determinación de los coeficientes


Tanto en un caso como en otro, se reducen todas las fracciones a común denominador (que


será Q(x)), y se iguala a P(x) al numerador resultante. Esto nos producirá un sistema de ecua-


ciones cuya resolución nos dará el valor de todos los coeficientes. Naturalmente, en el método


de Hermite hay que efectuar la derivada antes de reducir a común denominador.


Observaciones


• En ambos métodos tenemos que calcular el mismo número de coeficientes pero en el méto-


do de Hermite la obtención del sistema de ecuaciones es un poco más trabajosa debido a la


presencia de la derivada.


• El método de Hermite es interesante de aplicar cuando hay factores cuadráticos de orden


elevado (raı́ces imaginarias múltiples).


Paso 4. Integración de las fracciones simples


En el método de Hermite, una vez escrita la función racional
P(x)
Q(x)


de la forma anterior, es fácil


calcular su integral:


w P(x)
Q(x)


dx =
w A1


x−a1
dx + · · ·+


w B1x+C1


x2 +b1x+c1
dx + · · ·+


+
F(x)


(x−a1)α1−1 · · · (x−an)αn−1(x2 +b1x+c1)β1−1 · · · (x2 +bmx+cm)βm−1


Sólo nos queda saber calcular las integrales que hemos dejado pendientes:


•
w A


x−a
dx = Alog|x−a|.


•
w Bx+C


x2 +bx+c
dx. Siempre se puede escribir x2 +bx+c = (x−d)2 +k2, con lo que descompo-


nemos nuestra integral en dos:


w Bx+C
x2 +bx+c


dx =
w Bx+C


(x−d)2+k2 dx =
w B(x−d)+C+Bd


(x−d)2+k2 dx =


=
w B(x−d)


(x−d)2+k2 dx +
w C+Bd


(x−d)2+k2 dx =


=
B
2


log
(
(x−d)2+k2)+(C+Bd)


w dx
(x−d)2+k2
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y la última integral es inmediata (del tipo arcotangente) si hacemos el cambio de variable


t =
x−d


k
.


En el método de los coeficientes indeterminados aparecen también, cuando hay raı́ces múlti-


ples, otros dos tipos de fracciones elementales:


• Fracciones del tipo
A


(x−a)k donde k∈N y k> 2, correspondientes a raı́ces reales múltiples, las


cuales no ofrecen dificultad pues


•
w A


(x−a)k dx = − A
k−1


1
(x−a)k−1 .


• Fracciones del tipo
Bx+C


(x2 +bx+c)k donde k∈N y k > 2, correspondientes a raı́ces imaginarias


múltiples, la integración de las cuales ofrece bastante dificultad a partir de k> 3. Suelen hacerse


usando la fórmula de reducción del ejercicio número 196.


8.29 Ejemplo. Se trata de calcular
w x2−2


x3(x2 +1)2 dx. Como hay raı́ces imaginarias múltiples apli-


caremos el método de Hermite.


x2−2
x3(x2 +1)2 =


A
x


+
Bx+C
x2 +1


+
d
dx


(
ax3 +bx2+cx+d


x2(x2 +1)


)


Realizando la derivada y reduciendo a común denominador, obtenemos un sistema de ecua-


ciones cuya solución es


a = 0, b = 5/2, c = 0, d = 1, A = 5, B = −5, C = 0;


por lo tanto
w x2−2


x3(x2 +1)2 dx =
(5/2)x2+1
x2(x2 +1)


+5logx− 5
2


log(x2 +1).


�


8.30 Ejemplo. Calcular la integral


+∞w


2


x+1
x(x−1)(x2+1)


dx. Aplicaremos el método de los coefi-


cientes indeterminados.
x+1


x(x+1)(x2+1)
=


A
x


+
B


x−1
+


Cx+D
x2 +1


Reduciendo a común denominador obtenemos:


x+1
x(x−1)(x2+1)


=
−A+(A+B−D)x+(−A−C+D)x2+(A+B+C)x3


x(x+1)(x2+1)


Identificando coeficientes resulta el sistema de ecuaciones lineales:


A+B+C = 0
−A−C+D = 0


A+B−D = 1
−A = 1







⇒
{


A = −1 B = 1
C = 0 D = −1


Deducimos que:


tw


2


x+1
x(x−1)(x2+1)


dx =


tw


2


dx
x−1


−
tw


2


dx
x


−
tw


2


dx
x2 +1


= log


(
2


t−1
t


)
−arctgt +arctg2
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Por tanto:
+∞w


2


x+1
x(x−1)(x2 +1)


dx = log2− π
2


+arctg2


�


8.3.9. Ejercicios propuestos


201. Calcular las siguientes integrales


w 2−x2


x3−3x2 dx ,


1/2w


−1/2


dx
x4−1


dx ,
w x4 +6x3−7x2−4x−3


x3−2x2+x−2
dx


+∞w


1


x−1
x3−3x2+x+5


dx ,


+∞w


−∞


dx
(x2−2x+2)2 dx ,


1w


0


dx
1+x4 dx


w x2


(x4−1)2 dx ,
w dx


x(1+x4)
,


w 3x2 +30
x4 +2x2−8


dx ,
w x2


(x2 +1)2 dx


8.3.10. Integración por racionalización


Acabamos de ver que la primitiva de una función racional siempre puede expresarse me-


diante funciones elementales. Nos vamos a ocupar ahora de algunos tipos de funciones no


racionales cuyas integrales se pueden transformar, por medio de un cambio de variable, en


integrales de funciones racionales. Se dice entonces que la integral de partida se ha raciona-


lizado y esta técnica se conoce como “integración por racionalización”. Conviene advertir que


los cambios de variable que siguen son los que la práctica ha confirmado como más útiles en


general, pero que en muchas ocasiones la forma concreta de la función que queremos integrar


sugiere un cambio de variable especı́fico que puede ser más eficaz.


En lo que sigue, representaremos por R= R(x,y) una función racional de dos variables, es decir,


un cociente de funciones polinómicas de dos variables. Te recuerdo que una función polinómi-


ca de dos variables es una función de la forma P(x,y) =


n∑


i=0


m∑


j=0


ci j x
iy j .


8.3.10.1. Integración de funciones del tipo R(senx,cosx)


Las integrales del tipo
w


R(senx,cosx)dx donde R= R(x,y) una función racional de dos varia-


bles, se racionalizan con el cambio de variable t = tg(x/2). Con lo que


senx =
2t


1+ t2 , cosx =
1− t2


1+ t2 , dx =
2dt


1+ t2


Con ello resulta:


w
R(senx,cosx)dx =


[
t = tg(x/2)


]
=


w
R


(
2t


1+ t2 ,
1− t2


1+ t2


)
2dt


1+ t2
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Cálculo diferencial e integral







Integración por racionalización 127


8.31 Ejemplo.


w dx
senx− tgx


=
w cosx dx


senxcosx−senx
=


[
tgx/2 = t


]
= · · · =


w t2−1
2t3 dt


=
1


4t2 +
logt


2
=


1
4tg2(x/2)


+
1
2


log| tg(x/2)|.


�


Casos particulares


• Cuando R(−senx,−cosx) = R(senx,cosx) se dice que “R es par en seno y coseno”. En este caso


es preferible el cambio tgx = t. Con lo que


senx =
t√


1+ t2
, cosx =


1√
1+ t2


, dx =
dt


1+ t2


En el caso particular de tratarse de una integral del tipo
w


sennx cosmx dx


con n y mnúmeros enteros pares, es preferible simplificar la integral usando las identidades


cos2x =
1+cos2x


2
sen2x =


1−cos2x
2


.


• Cuando R(−senx,cosx) = −R(senx,cosx) se dice que “Res impar en seno” y el cambio cosx = t


suele ser eficaz.


• Cuando R(senx,−cosx) =−R(senx,cosx) se dice que “Res impar en coseno” y el cambio senx= t
suele ser eficaz.


8.32 Ejemplo. Calcular I =
w


sen2x cos2x dx . Tenemos:


I =
w


(1−cos2x)cos2 x dx =
w


cos2x dx−
w


cos4x dx =
w 1+cos2x


2
dx−


w (1+cos2x
2


)2


dx


=
x
2


+
sen2x


4
− 1


4


w
(1+2 cos2x+cos22x)dx =


x+sen2x
4


− x
4
− 1


2


w
cos2x dx − 1


4
1+cos4x


2
dx


=
x+sen2x


4
− sen2x


4
− x


8
− sen4x


32
=


1
8


(
x− sen4x


4


)


�


8.33 Ejemplo.


w cos3x
sen2x


dx =
w (1−sen2x)cosx dx


sen2x
=


[
t = senx
dt = cosx dx


]
=


w 1− t2


t2 dt


=
−1
t


− t =
−1
sent


−sent.


�


8.34 Ejemplo. Sea I =
w sen2x cosx


senx+cosx
dx. Se trata de una función par en seno y en coseno. Ha-


ciendo t = tgx, obtenemos:


I =
w t2


(t +1)(t2+1)2 dt
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Aplicando el método de Hermite escribimos:


t2


(t +1)(t2+1)2 =
A


t +1
+


Bt+C
t2 +1


+
d
dx


(
αt + β
t2 +1


)


Haciendo la derivada y reduciendo a común denominador obtenemos:


t2


(t +1)(t2+1)2 =
A+C+ β +(B+C−2α+ β)t +(2A+B+C−2α−β)t2+(B+C−β)t3+(A+B)t4


(t +1)(t2+1)2


Identificando coeficientes resulta el sistema de ecuaciones lineales:


A+C+ β = 0
B+C−2α+ β = 0


2A+B+C−2α−β = 1
B+C−β = 0


A+B = 0









⇒









A = 1/4 B = −1/4
C = 0 D = −1
α = −1/4 β = −1/4


Deducimos que:


I =
1
4


log|t +1|− 1
8


log(t2 +1)− 1
4


1+ t
1+ t2 =


1
4


log|senx+cosx|− 1
4


cosx(senx+cosx)


�


• Cuando la función R(senx,cosx) sea de la forma


sen(ax+b)sen(cx+d), sen(ax+b)cos(cx+d), cos(ax+b)cos(cx+d)


puede resolverse la integral usando las fórmulas:


senαcosβ =
sen(α+ β)+sen(α−β)


2
, senαsenβ =


cos(α−β)−cos(α+ β)


2


cosαcosβ =
cos(α−β)+sen(α+ β)


2


8.35 Ejemplo.


w
sen(3x) cos(2x) dx =


1
2


w
sen(5x) dx +


1
2


w
senx dx = − 1


10
cos(5x)− 1


2
cosx


�


• Integrales de la forma
w


tgnx dx,
w


cotgnx dx. Se reducen a una con grado inferior separando


tg2x o cotg2x y sustituyéndola por sec2 x−1 o cosec2x−1.


8.36 Ejemplo.
w


tg5 x dx =
w


tg3xtg2x dx =
w


tg3x(sec2 x−1) dx =
w


tg3xsec2x dx −
w


tg3x dx


=
tg4x


4
−


w
tg3x dx =


tg4 x
4


−
w


tgx tg2x dx =
tg4 x


4
−


w
tgx(sec2x−1) dx


=
tg4x


4
−


w
tgx sec2x dx +


w
tgx dx =


tg4x
4


− 1
2


tg2x+ log|cosx|


�
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8.3.11. Ejercicios propuestos


202. Calcular las integrales


w 1
a+b cosx


dx ,


πw


0


1
cosx+2 senx+3


dx ,
w 1−2cosx


5−4cosx
dx ,


w dx
cosx


,
w 1


senx cosx
dx


203. Calcular las integrales


w dx
sen2x cos2x


,


π/4w


0


cos(3x+4)√
1+ tg2(x+2)


dx ,
w dx


(1+senx)cosx
,


w
sen2x cos3 x dx ,


w dx
cos3x


203. Calcular


πw


−π
senpxcosqxdx ,


πw


−π
senpxsenqxdx ,


πw


−π
cospxcosqxdx donde p y q son enteros.


203. Para x∈R, y n∈N, definamos F(x) =
ao


2
+


n∑


k=−n
k,0


(ak coskx+ bk senkx). Para −n6 p6 n prueba


que:


ap =
1
π


πw


−π
F(x) cospxdx y bp =


1
π


πw


−π
F(x) senpxdx


8.3.11.1. Integrales del tipo
w


R
(
x, [L(x)]r , [L(x)]s, . . .


)
dx


Donde L(x) =
ax+b
cx+d


, a,b,c,d∈R con ad−bc, 0 y r ,s, . . . son números racionales.


Se racionalizan con el cambio tq = L(x) donde q es el mı́nimo común denominador de las


fracciones r,s, . . .. Pues entonces tenemos que


x =
d tq−b
a−ctq


= r(t)


y la integral se transforma en w
R(r(t),trq,tsq, . . .)r ′(t)dt


en la que el integrando es una función racional de t.


8.37 Ejemplo. Sea I =
w (x+1


x−1


)1/3 1
1+x


dx. El cambio de variable
x+1
x−1


= t3 racionaliza la in-


tegral pues se tiene que x =
t3 +1
t3−1


, con lo que:


I = −3
w 1


t3−1
dt =


w ( t +2
t2 + t +1


− 1
t −1


)
dt =


1
2


log


(
t2 + t +1
(t −1)2


)
+


√
3arctg


2t +1√
3


donde t = 3


√
x+1
x−1


. �
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8.3.11.2. Integrales binomias


Se llaman ası́ las de la forma w
xα(a+bxβ)γ dx


donde α, β, γ son números racionales y a, b números reales todos ellos distintos de cero. Ha-


ciendo la sustitución


xβ = t , x = t
1
β , dx =


1
β


t
1
β−1


la integral se transforma en
1
β


w
t


α+1
β −1


(a+bt)γdt


que es de la forma
w


tr(a+bt)γdt donde r =
α+1


β
−1. Esta integral es del tipo de las considera-


das en el apartado anterior cuando el número:


• γ es entero, pues es de la forma
w


R(t,tr)dt


• r es entero, pues es de la forma
w


R
(
t,(a+bt)γ)dt


• γ+ r es entero, pues es de la forma
w (a+bt


t


)γ
tγ+rdt


P.L. Chebyshev probó que si no se da ninguna de estas circunstancias la integral no puede ex-


presarse por medio de funciones elementales.


8.38 Ejemplo. Sea I =
w


x
√


x2/3 +2 dx . En este caso es α = 1, β = 2/3, γ = 1/2 y
α+1


β
= 3.


Deducimos que la primitiva buscada puede expresarse por funciones elementales. Haciendo


x2/3 = t obtenemos I =
3
2


w
t2
√


t +2dt , la cual se racionaliza haciendo t + 2 = s2 (s> 0), con lo


que I = 3
w


(s2−2)2sdsque es inmediata. �


8.3.11.3. Integrales del tipo
w


R(ex)dx


Se racionalizan con el cambio x = logt. Un caso particular de este es el de las integrales


de la forma
w


R(coshx,senhx)dx que también admiten un tratamiento parecido al de las trigo-


nométricas.


8.39 Ejemplo. Sea I =
w 2


senhx+ tghx
dx. Desarrolla los cálculos para comprobar que


I = [x = logt] =
w 2(1+ t2)


(t −1)(1+ t)3 dt = log
(


tgh
(x


2


))
− 1


1+coshx


Por otra parte, como la función
2


senhx+ tghx
es impar en senhx, también podemos proceder


como sigue


I = [t = coshx] =
w 2t


(−1+ t)(1+ t)2 dt = − 1
1+coshx


+
1
2


log(−1+coshx)− 1
2


log(1+coshx)


Por supuesto, puedes comprobar que las dos primitivas encontradas son de hecho iguales. �
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8.3.11.4. Integración de funciones del tipo R(x,
√


ax2 +bx+c)


Una integral de la forma
w


R(x,
√


ax2 +bx+c)dx puede racionalizarse por medio de las susti-


tuciones siguientes.


• Si el trinomio ax2+bx+c tiene dos raı́ces reales α y β, distintas entonces


√
ax2 +bx+c = [a(x−α)(x−β)]1/2 = (x−α)


[
a(x−β)


x−α


]1/2


Donde, por comodidad, hemos supuesto que x−α > 0. Deducimos que la sustitución


a(x−β)


x−α
= t2 (t > 0), x =


αt2−βα
t2−a


= r(t)


transforma la integral en
w


R
(
r(t),(r(t)−α)t


)
r ′(t)dt donde el integrando es una función racional


de t.


• Si el trinomio ax2 +bx+c no tiene raı́ces reales, entonces debe ser ax2 +bx+c> 0 para todo


x∈R, en particular c > 0. La sustitución:


√
ax2 +bx+c = t x+


√
c, x =


b−2t
√


c
t2−a


= g(t)


transforma la integral en
w


R
(
g(t), t g(t)+


√
c
)
g′(t)dt donde el integrando es una función racio-


nal de t.


Las sustituciones anteriores se conocen como sustituciones de Euler.


8.40 Ejemplo. Cálcula
w x


(7x−10−x2)3/2
dx. Observa que, si R(x,y) =


x
y3 , la integral que nos


piden es
r


R(x,
√


7x−10−x2)dx del tipo que acabamos de considerar.


Como 7x−10−x2 = (x−2)(5−x) , tenemos que


w x


(7x−10−x2)3/2
dx =


[
x =


5+2t2


1+ t2


]
= − 6


27


w 5+2t2


t2 dt = −2
9


(
−5


t
+2t


)


donde t =
(7x−10−x2)1/2


x−2
. �


8.41 Ejemplo.
w 1


(1+x)
√


1+x+x2
dx. Haciendo la sustitución


√
1+x+x2 = x+ t, es decir


x =
t2−1
1−2t


tenemos


w 1


(1+x)
√


1+x+x2
dx =


[
x =


t2−1
1−2t


]
=


w 2
t2−2t


dt =
w (−1


t
+


1
t −2


)
dt = − logt + log|t −2|


donde t =
√


1+x+x2−x. �


También es posible transformar una integral del tipo
w


R(x,
√


ax2 +bx+c)dx en otra de la


forma
w


F(senx,cosx)dx donde F es una función racional de dos variables las cuales ya hemos


estudiado. Para ello se sigue el siguiente procedimiento.


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático
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• Con un primer cambio de variable, de la forma x= αt +β que después explicaremos, se trans-


forma la integral
w


R(x,
√


ax2 +bx+c)dx en otra de alguna de las formas


a)
w


G(t,
√


t2−1)dt , b)
w


G(t,
√


1− t2)dt , c)
w


G(t,
√


1+ t2)dt


donde G es una función racional de dos variables. Los cambios de variable respectivos


a) x = secu, b) x = senu, c) x = tgu


convierten las integrales anteriores en otras de la forma
w


F(senx,cosx)dx donde F es una fun-


ción racional de dos variables.


Alternativamente, en el caso a) puede hacerse también x = coshu, y en el caso c) x = senhu,


lo que transforma dichas integrales en otras del tipo
w


T(ex)dx donde T es una función racional


de una variable, que ya han sido estudiadas.


Nos queda por explicar cómo se hace el primer cambio de variable.


• Si el trinomio h(x) = ax2 + bx+ c tiene dos raı́ces reales α < β , lo que se hace es transformar


dicho trinomio en otro que tenga como raı́ces −1 y 1. Para ello llevamos −1 a α y 1 a β mediante


una función de la forma ϕ(t) = λt + µ. Las condiciones ϕ(−1) = α, ϕ(1) = β, determinan que


λ =
β−α


2
, µ=


β + α
2


. Con el cambio


x = ϕ(t) =
β−α


2
t +


β + α
2


tenemos que h(ϕ(t)) = a
(β−α)2


4
(t2−1). Ahora, si a > 0, deducimos que


w
R(x,


√
ax2 +bx+c)dx = [x = ϕ(t)] =


w
R


(
ϕ(t),


√
a


(β−α)


2


√
t2−1


)
β−α


2
dt


que es del tipo a) anterior. Si a < 0, entonces


w
R(x,


√
ax2 +bx+c)dx = [x = ϕ(t)] =


w
R


(
ϕ(t),


√
−a


(β−α)


2


√
1− t2


)
β−α


2
dt


que es del tipo b) anterior.


• Si el trinomio ax2+bx+c no tiene raı́ces reales, entonces debe ser d = 4ac−b2 > 0 y también


a > 0. Poniendo γ =


√
d


2
√


a
, podemos escribir:


ax2 +bx+c=


(√
ax+


b
2
√


a


)2


+c− b2


4a
=


(√
ax+


b
2
√


a


)2


+ γ2 = γ2


[( √
a


γ
x+


b
2
√


aγ


)2


+1


]
=


= γ2


[(
2a√


d
x+


b√
d


)2


+1


]


El cambio
2a√


d
x+


b√
d


= t , esto es , x =


√
d t−b
2a


= φ(t)


transforma la integral en


w
R(x,


√
ax2 +bx+c)dx = [x = φ(t)] =


w
R
(
φ(t),γ


√
t2 +1


)
√


d
2a


dt
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que es del tipo c) anterior.


Casos particulares


• Las integrales de la forma
w P(x)√


ax2 +bx+c
dx donde P(x) es una función polinómica pueden


resolverse con facilidad por el método de reducción. Se procede de la siguiente forma.


Escribimos
P(x)√


ax2 +bx+c
=


d
dx


(
Q(x)


√
ax2 +bx+c


)
+


C√
ax2 +bx+c


donde Q(x) es un polinomio, cuyos coeficientes hay que calcular, de grado una unidad me-


nos que el polinomio P(x) y C es una constante que también hay que calcular. Observa que la


igualdad anterior puede escribirse


P(x) = Q′(x)(ax2 +bx+c)+
1
2


Q(x)(2ax+b)+C


y a la derecha queda un polinomio de igual grado que P(x) lo que permite identificar coeficien-


tes. Una vez calculados el polinomio Q y la constante C tenemos que


w P(x)√
ax2 +bx+c


dx = Q(x)
√


ax2 +bx+c +C
w 1√


ax2 +bx+c
dx


con lo que todo se reduce a calcular una integral de la forma
w 1√


ax2+bx+c
dx. Haciendo uso


de los cambios antes visto, esta integral, salvo constantes, puede escribirse de alguna de las


formas
w 1√


1− t2
dt = arcsen(t) ,


w 1√
1+ t2


dt = argsenh(t) ,
w 1√


t2−1
dt = argcosh(t)


Recuerda que argsenh(t) = log
(
t +


√
t2 +1


)
y argcosh(t) = log


(
t +


√
t2−1


)
.


• Finalmente, las integrales de la forma


w 1


(x−α)k
√


ax2+bx+c
dx


se reducen a las del tipo anterior con el cambio x−α =
1
t


.


8.3.12. Ejercicios propuestos


204. Calcular la integrales


w x+3√
x2 +2x+2


dx ,
w x2
√


2x−x2
dx ,


w 1


x2
√


x2−x+1
dx ,


w √
2ax−x2 dx


w 1


(1−x2)
√


1+x2
dx ,


w 1


x2 3
√


(4+x3)5
dx ,


w
x7/2(1−x3)−2dx ,


w
√


x2 +9x


x2 dx


w 1
2senhx−coshx


dx ,
w


3√x(1+
√


x)−2dx ,
w
√


5−8x−4x2


x+5/2
dx ,


w
x−4(1+x2)−1/2dx
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8.4. Aplicaciones de la integral


Con una integral puedes calcular magnitudes tan diversas como áreas, volúmenes, longitu-


des de curvas, el trabajo realizado por una fuerza, la masa de un sólido, momentos de inercia,


el campo eléctrico, el flujo de un fluido a través de una superficie y muchas más. Es notable,


sin embargo, que la forma de proceder sea casi siempre la misma, y consiste en expresar el va-


lor exacto de la magnitud que se quiere calcular como un ĺımite de sumas de Riemann, para


deducir, a partir de ellas, la integral cuyo cálculo proporciona la solución del problema. Podrás


comprobar en lo que sigue que esta técnica es bastante sencilla e intuitiva. Con un poco de


práctica tú mismo podrás aplicarla con éxito en situaciones distintas de las que aquı́ se consi-


deran.


Todo lo que sigue está también en formato de cuaderno de Mathematica en el sitio


http://www.ugr.es/local/fjperez.


8.4.1. Cálculo de áreas planas


Te recuerdo que si f : [a,b] → R es una función continua, representamos por G( f ,a,b) la re-


gión del plano comprendida entre la curva y = f (x), el eje de abscisas y las rectas x = a, x = b.


Como sabes, el área de dicha región viene dada por


λ(G( f ,a,b)) =


bw


a


| f (x)| dx


Es interesante interpretar la integral que proporciona el área de la siguiente forma. Observa


que | f (x)| es la longitud del segmento intersección de G( f ,a,b) con la recta vertical que pasa


por (x,0), es decir, | f (x)| es la longitud de la sección vertical de G( f ,a,b) por el punto (x,0), y el


área de la región G( f ,a,b) es igual a la integral de las longitudes de sus secciones. Intuitivamente:


integrando longitudes obtenemos áreas. Como el área es invariante por rotaciones, este resul-


tado es también válido si consideramos secciones por rectas paralelas a una recta cualquiera


dada. Deducimos ası́ el siguiente resultado.


8.42 Teorema (Principio de Cavalieri). El área de una región plana es igual a la integral de las


longitudes de sus secciones por rectas paralelas a una recta dada.


Veamos cómo se aplica este principio en algunos casos concretos.


8.4.1.1. Regiones de tipo I


Supongamos que f , g son funciones continuas y llamemos Ω a la región del plano compren-


dida entre las curvas y = f (x) e y = g(x) para a6 x6 b. Se dice que Ω es una región de tipo I. Es


evidente que las longitudes de las secciones verticales de Ω son iguales a | f (x)−g(x)| por lo que


su área viene dada por
bw


a


| f (x)−g(x)| dx (8.9)
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Observa que esta integral expresa el área de Ω como ĺımite de las sumas de Riemann


n∑


k=1


| f (tk)−g(tk)|(xk−xk−1)


lo que tiene una sencilla interpretación que puedes ver en la siguiente figura.


1 2 3 4 5 6


-1


1


2


3


1 2 3 4 5 6


-1


1


2


3


1 2 3 4 5 6


-1


1


2


3


1 2 3 4 5 6


-1


1


2


3


Figura 8.4: Región de tipo I


Cuando la función f −g no tiene signo constante en el intervalo [a,b], para calcular la inte-


gral (8.9) se descompone dicho intervalo en intervalos en los que la función f −g es siempre


positiva o siempre negativa, lo que permite quitar el valor absoluto en el integrando.


A veces interesa expresar una región de tipo I como unión de dos o más regiones de tipo


I disjuntas y más sencillas, entonces su área es la suma de las áreas de cada una de dichas


regiones.


8.43 Ejemplo. Vamos a calcular el área de la región Ω comprendida entre la parábola y2 = x y


la recta y = x−2.


Calculamos los puntos de corte de la recta y la parábola resolviendo la ecuación x= (x−2)2,


cuyas soluciones son a = 1, b = 4. Puedes ver representada la región Ω en azul en la siguiente


figura.


1 2 3 4


-1


-0.5


0.5


1


1.5


2


1 2 3 4


-1


-0.5


0.5


1


1.5


2


Podemos considerar Ω como una región de tipo I. La función cuya gráfica limita a Ω por


arriba es g(x) =
√


x. La función cuya gráfica limita a Ω por abajo viene dada por


f (x) =


{
−√


x 06 x6 1


x−2 16 x6 4
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En consecuencia


λ(Ω) =


4w


0


|g(x)− f (x)| dx =


1w


0


(
√


x − (
√


x))dx +


4w


1


(
√


x − (x−2))dx =
9
2


Observa que podemos ver Ω como unión de dos regiones de tipo I como se indica en la siguien-


te figura.


0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4


-1


-0.5


0.5


1


1.5


2


0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4


-1


-0.5


0.5


1


1.5


2


Y lo que hemos hecho antes ha sido calcular el área de cada una de estas dos regiones. �


8.4.1.2. Regiones de tipo II


Supongamos que f , g son funciones continuas y llamemos Ω a la región del plano compren-


dida entre las curvas x = f (y) y x = g(y) para a6 y6 b. Se dice que Ω es una región de tipo II. Es


evidente que las longitudes de las secciones horizontales de Ω son iguales a | f (y)−g(y)| por lo


que su área viene dada por
bw


a


| f (y)−g(y)| dy (8.10)


lo que tiene una sencilla interpretación que puedes ver en la siguiente figura.


-1 1 2 3


1


2


3


4


5


6


-1 1 2 3
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6


-1 1 2 3
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2
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4
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6


Figura 8.5: Región de tipo II


Es importante advertir que la distinción entre regiones de tipo I y de tipo II es tan sólo una


cuestión de conveniencia. No son conjuntos de distinta naturaleza sino formas distintas de


describir un conjunto. En la práctica te vas a encontrar con regiones que puedes considerar
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tanto de tipo I como de tipo II y deberás elegir la descripción que más facilite el cálculo de la


correspondiente integral.


De todas formas, no debes olvidar que basta cambiar la variable x por la variable y para


convertir una región de tipo II en otra de tipo I. Geométricamente, lo que hacemos es una


simetŕıa respecto a la recta y = x, lo que deja invariante el área. Por tanto, si en un ejercicio


resulta conveniente considerar la región cuya área quieres calcular como una región de tipo


II y te encuentras más cómodo trabajando con regiones de tipo I, basta con que cambies los


nombres de las variables.


Observa que las figuras (8.4) y (8.5) son simétricas respecto de la recta y = x.


8.44 Ejemplo. La región del ejemplo (8.43) puedes considerarla como una región de tipo II.


1 2 3 4


-1


-0.5


0.5


1


1.5


2


1 2 3 4


-1


-0.5


0.5


1


1.5


2


La curva que limita esta región por la derecha es la gráfica de la recta x= y+2 y la curva que


limita esta región por la derecha es la gráfica de la parábola x = y2. La variable y está compren-


dida entre −1 y 2.


Ω =
{
(x,y) : y2


6 x6 y+2, −16 y6 2
}


Tenemos que


λ(Ω) =


2w


−1


(y+2−y2)dy =
9
2


También puedes transformar directamente Ω en una región de tipo I más sencilla mediante


una simetŕıa. Aquı́ la tienes.


-1 -0.5 0.5 1 1.5 2


1


2


3


4


-1 -0.5 0.5 1 1.5 2


1


2


3


4


Aunque la región ası́ obtenida no es la misma Ω tiene, sin embargo, igual área que Ω pues
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ambas regiones se transforman una en otra por medio de una simetŕıa respecto de la recta y= x.


�


8.4.2. Ejercicios propuestos


205. Calcula el área de las regiones del plano limitadas por las siguientes curvas.


1. x = 12y2−12y3, x = 2y2−2y.


2. y = −x2−2x, y = x2−4, −36 x6 1.


3. y = x2, x+y= 2, x> 0, y> 0.


4. x+y2 = 3, 4x+y2 = 4.


5. y = sec2 x, y = tg2x, −π/46 x6 π/4.


6.
x2


4
+


y2


9
= 1.


7. (y−x)2 = x−3, x = 7.


8. y = (logx)2, 0 < x6 e.


9. y2 =
1−x
1+x


, x = −1.


10. y = xe−x, y = x2e−x, x> 0.


11. y2 = x, x2 +y2 = 8.


8.4.3. Curvas en el plano


Seguramente te imaginas una curva en el plano como una ĺınea continua que puede dibu-


jarse de un trazo, sin levantar el lápiz del papel. Esa idea es esencialmente correcta. Las circun-


ferencias, las elipses, las cardioides son todas ellas curvas. Faltaŕıa más. Ninguna de ellas pue-


des representarla por una igualdad de la forma y = f (x). Las curvas que pueden representarse


por una ecuación cartesiana del tipo y = f (x) son curvas muy particulares pues son gráficas de


funciones. No olvides que cuando dices “sea la curva dada por la ecuación y = f (x)” te estás


refiriendo a la curva cuya imagen es el conjunto de puntos del plano {(x,y) : x∈ [a,b], y = f (x)}
es decir, a la gráfica de f .


Si lo piensas un momento verás que muy pocas curvas son gráficas. Para que una curva sea


una gráfica es necesario que cualquier recta vertical la corte a lo más en un solo punto; ningu-


na curva cerrada cumple esta condición. Precisamente entre las curvas cerradas se encuentran


algunas de las curvas más interesantes, a ellas pertenecen los distintos tipos de óvalos y lem-


niscatas, las astroides, las cardioides y muchas más.


Vamos a ver ahora una forma de representar curvas planas mucho más general que las ecua-


ciones cartesianas del tipo y = f (x) que sólo sirven para representar curvas que también son


gráficas. Para empezar, consideremos una curva que viene dada por una ecuación cartesiana
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de la forma y = f (x) donde x∈ [a,b]. Nuestra curva es, por tanto, la imagen de la aplicación


γ : [a,b] → R2 definida por γ(x) = (x, f (x)) para todo x∈ [a,b]. Intuitivamente, cuando x recorre el


intervalo [a,b], el punto (x, f (x)) recorre la curva. Es fácil generalizar esta situación sin perder la


idea intuitiva de curva. Lo esencial es que podamos describir las coordenadas de los puntos de


la curva como funciones continuas de un parámetro. En la situación que estamos consideran-


do se tiene que y = f (x), es decir, la segunda coordenada es función continua de la primera. La


generalización consiste en que ambas coordenadas sean funciones continuas de un parámetro.


Llegamos ası́ a la definición siguiente.


8.45 Definición. Una curva en el plano es una aplicación continua γ : [a,b]→ R2.


Si γ(t) = (x(t),y(t)), decimos que x = x(t), y = y(t) son las ecuaciones paramétricas de la cur-


va. El punto γ(a) es el origen y γ(b) el extremo de la curva. Si γ(a) = γ(b) se dice que la curva es


cerrada. Se dice que una curva γ es simple si no se corta a sı́ misma, es decir, si para s,t ∈ [a,b]


con s, t se verifica que γ(s) , γ(t). Una curva cerrada se llama simple si la función γ es inyectiva


en ]a,b[.


8.46 Ejemplo. • La curva de ecuaciones paramétricas x(t) = a+ r cost, y(t) = b+ Rsent donde


0 6 t 6 2π es una elipse cuyo centro es el punto (a,b) y semiejes de longitudes r y R. Cuando


r = Rse trata de una circunferencia.


• La curva de ecuaciones paramétricas x(t) = r(t −sent), y(t) = r(1−cost) para 06 t 6 2π es la


cicloide. Es la curva que describiŕıa una chincheta clavada en una rueda de radio r que avanza


girando sin deslizar.


• La curva de ecuaciones paramétricas x(t) = cost(1+cost), y(t) = sent(1+cost) para 06 t 6 2π
se llama cardioide. Es la curva que describe un punto fijo del borde de un cı́rculo que rueda sin


deslizar sobre otro del mismo radio.


Π 2 Π


1


2


Cicloide


0.5 1 1.5 2


-1


-0.5


0.5


1


Cardioide


�


8.4.3.1. Área encerrada por una curva


Sea Ω la región rodeada por una curva cerrada simple γ(t) = (x(t),y(t)), a 6 t 6 b, y supon-


gamos que las funciones x(t),y(t) tienen primera derivada continua. En estas condiciones se
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verifica que el área de Ω viene dada por


λ(Ω) =


∣∣∣∣∣


bw


a


x(t)y′(t)dt


∣∣∣∣∣=


∣∣∣∣∣


bw


a


x′(t)y(t)dt


∣∣∣∣∣ (8.11)


(la igualdad entre las dos integrales se deduce fácilmente integrando por partes y teniendo en


cuenta que por ser γ una curva cerrada es x(b)y(b)−x(a)y(a) = 0).


8.4.4. Ejercicios propuestos


206. Calcula el área encerrada por la elipse x(t) = a+ r cost, y(t) = b+Rsent donde 06 t 6 2π.


206. Calcula el área encerrada por la cardioide x(t) = cost(1+ cost), y(t) = sent(1+ cost) para


06 t 6 2π.


8.4.4.1. Áreas planas en coordenadas polares


Dado un punto (x,y) , (0,0), hay un único par de números (ρ,ϑ) tales que ρ > 0, −π < ϑ 6 π,


que verifican las igualdades x = ρcosϑ, y = ρsenϑ. Dichos números se llaman coordenadas po-


lares del punto (x,y). Si consideras el número complejo x+ iy, entonces ρ es su módulo y ϑ es


su argumento principal.


Una curva puede venir dada en coordenadas polares por medio de una ecuación de la forma


ρ = f (ϑ) donde f : [α,β] → R es una función continua. Esta forma de representar una curva no


es más que la parametrización dada por


{
x(ϑ) = f (ϑ)cosϑ


y(ϑ) = f (ϑ)senϑ
(α 6 ϑ 6 β) (8.12)


Queremos calcular el área de la región del plano Ω = {(ρcosϑ,ρcosϑ) : 0 < ρ 6 f (ϑ), α 6 ϑ 6 β}.


Α
Β


Ρ=fHΘL


Θk-1


W


Θk


Para ello lo que hacemos es aproximar Ω por medio de sectores circulares. Recuerda que


el área de un sector circular de radio ρ y amplitud ϕ (medida en radianes) es igual a
1
2


ρ2ϕ.
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Consideramos para ello una partición {α = ϑ0,ϑ1,ϑ2, . . . ,ϑn−1,ϑn = β} de [α,β] y formamos la


suma


n∑


k=1


1
2


f (ϑk)
2(ϑk−ϑk−1). Como el número


1
2


f (ϑk)
2(ϑk −ϑk−1) es el área del sector circular,


representado en azul en la figura, de radio f (ϑk) y amplitud igual a ϑk −ϑk−1, es claro que la


suma anterior representa una aproximación del área de Ω. Como


n∑


k=1


1
2


f (ϑk)
2(ϑk−ϑk−1) es una


suma de Riemann de la función ϑ 7→ 1
2


f (ϑ)2, se sigue que el área de Ω viene dada por la integral


1
2


βw


α
f (ϑ)2 dϑ


Con frecuencia, las ecuaciones en coordenadas polares se usan para representar distintos


tipos de curvas simétricas llamadas “rosa”. Por ejemplo, aquı́ tienes una rosa de 8 hojas o lazos,


cuya ecuación en coordenadas polares es ρ = cos(4ϑ), 06 ϑ 6 2π.


8.4.5. Ejercicios propuestos


207. Calcula el área de la región del plano rodeada por un lazo de la lemniscata de ecuación


polar ρ2 = cos(2ϑ), (−π/46 ϑ 6 π/4).


208. Calcula el área limitada por el arco de la espiral de Arquı́mides ρ = aϑ, a> 0, comprendido


entre ϑ = 0 y ϑ = π.


209. Calcula el área encerrada por el lazo interior de la curva ρ =
1
2


+cosϑ.


210. Hallar el área encerrada por una de las hojas de la rosa ρ = 2cos(2ϑ).


211. Calcular el área del lóbulo del folium de Descartes de ecuación x3 + y3 −3axy= 0, a > 0.


Sugerencia. Expresa la ecuación en coordenadas polares.


212. Calcula el área de la región común a las dos elipses


x2


a2 +
y2


b2 = 1,
x2


b2 +
y2


a2 = 1
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Sugerencia. Representa gráficamente las elipses. Usa la simetŕıa polar para simplificar los


cálculos y pasar a coordenadas polares.


8.4.6. Longitud de un arco de curva


Se trata de calcular la longitud de la curva plana γ dada por las ecuaciones paramétricas
{


x = x(t)


y = y(t)
(a6 t 6 b)


donde suponemos que x(t), y(t) tienen derivada primera continua. Para ello aproximamos la


curva por poligonales inscritas en ella. Cada partición {a = t0,t1,t2, . . . ,tn−1,tn = b} induce una


poligonal cuyos vértices son los puntos γ(tk) = (x(tk),y(tk)), (06 k6 n).


La longitud de dicha poligonal viene dada por


n∑


k=1


√
(x(tk)−x(tk−1))2 +(y(tk)−y(tk−1))2 ≈


n∑


k=1


√
x′(sk)2 +y′(sk)2 (tk− tk−1)


Donde hemos usado el teorema del valor medio y la continuidad de las derivadas. Pero esta es


una suma de Riemann de la función t 7→
√


x′(t)2 +y′(t)2. Deducimos que la longitud de la curva


γ viene dada por


ℓ(γ) =


bw


a


√
x′(t)2 +y′(t)2 dt (8.13)


Para el caso particular de que la curva sea la gráfica de una función y = f (x), esto es γ(x) =


(x, f (x)), entonces su longitud viene dada por


ℓ(γ) =


bw


a


√
1+ f ′(x)2dx


Para el caso particular de que la curva venga dada por una parametrización polar de la forma


(8.12), su longitud viene dada por


ℓ(γ) =


βw


α


√
f (ϑ)2 + f ′(ϑ)2 dϑ


Si interpretamos que la curva γ(t) = (x(t),y(t)) es la función de trayectoria seguida por un móvil,


entonces la velocidad de dicho móvil en cada instante t viene dada por el vector derivada


γ ′(t) = (x′(t),y′(t)), y la rapidez es la norma eucĺıdea de dicho vector, es decir
√


x′(t)2 +y′(t)2.


La igualdad (8.13) tiene ahora una interpretación clara: la distancia recorrida por un móvil se


obtiene integrando la rapidez. Volveremos sobre esto más adelante.
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8.4.7. Ejercicios propuestos


213. Calcula la longitud del arco de catenaria y = coshx entre x = 0 y x = 1.


214. Calcula la longitud de un arco de la cicloide x(t) = t −sent, y(t) = 1−cost, (06 t 6 2π).


215. Calcular la longitud del arco de curva y = x2 +4, entre x = 0 y x = 3.


216. Calcula la longitud de la astroide
(x


a


)2/3
+
(y


a


)2/3
= 1, a > 0.


Sugerencia. Obtener las ecuaciones paramétricas de la astroide y tener en cuenta la si-


metŕıa.


217. Calcula la longitud de la cardioide ρ = 3(1+cosϑ), (06 ϑ 6 2π).


218. Calcula la longitud de la curva y =
x4 +48


24x
donde 26 x6 4.


219. Calcula la longitud de la curva y = log(1−x2), donde 1/36 x6 2/3.


8.4.8. Volúmenes de sólidos


Al igual que podemos calcular áreas de regiones planas integrando las longitudes de sus


secciones por rectas paralelas a una dada, podemos también calcular volúmenes de regiones


en R3 integrando las áreas de sus secciones por planos paralelos a uno dado. Este resultado es


un caso particular del teorema de Fubini que veremos al estudiar integrales múltiples.


8.47 Teorema (Cálculo de volúmenes por secciones planas). El volumen de una región en R3 es


igual a la integral del área de sus secciones por planos paralelos a uno dado.


Para justificar esta afirmación, sea Ω una región en R3 como la de la figura.


Y


Z


X
a bx


WHxL
W


Representemos por Ω(x) la sección de Ω por el plano perpendicular al eje OX en el punto


(x,0,0). Sea V(x) el volumen de la parte de Ω que queda a la izquierda de dicho plano y sea


λ(Ω(x)) el área de la sección Ω(x). Observa que la situación es totalmente análoga a la conside-


rada en el Teorema Fundamental del Cálculo: alĺı tenı́amos la función área cuya derivada era


la longitud de la sección. No debe sorprenderte por ello que ahora resulte que la derivada de la
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función volumen, V(x), sea el área de la sección. En efecto, sea h > 0. Suponiendo, naturalmen-


te, que la función x 7→ λ(Ω(x)) es continua, tenemos que


mı́n{λ(Ω(t)) : x6 t 6 x+h}h6V(x+h)−V(x) 6máx{λ(Ω(t)) : x6 t 6 x+h}h


de donde se deduce que lı́m
h→0


V(x+h)−V(x)
h


= λ(Ω(x)). Hemos obtenido ası́ que V ′(x) = λ(Ω(x)).


Deducimos que el volumen de Ω viene dado por la integral


Vol(Ω) =


bw


a


λ(Ω(x))dx (8.14)


El razonamiento anterior se ha hecho para secciones por planos verticales al eje OX, es decir


planos paralelos al plano YZ; pero el resultado obtenido también es válido para secciones por


planos paralelos a un plano dado.


Podemos llegar también a este resultado considerando sumas de Riemann. Para ello apro-


ximamos la región Ω por cilindros de la siguiente forma. Consideremos una partición


{a = x0,x1,x2, . . . ,xn−1,xn = b}


de [a,b]. La parte de Ω comprendida entre los planos perpendiculares al eje OX por los pun-


tos (xk−1,0,0) y (xk,0,0) puede aproximarse por un cilindro de altura xk− xk−1 y base Ω(xk) cu-


yo volumen es igual λ(Ω(xk))(xk − xk−1). La suma de los volúmenes de todos estos cilindros,
n∑


k=1


λ(Ω(xk))(xk − xk−1) es por tanto una aproximación del volumen de Ω, pero dicha suma es


una suma de Riemann de la función x 7→ λ(Ω(x)), por lo que el volumen de Ω viene dado por
bw


a


λ(Ω(x))dx.


Vamos a estudiar algunos casos en los que es fácil calcular el área de las secciones de Ω.


8.4.8.1. Volumen de un cuerpo de revolución


Los cuerpos de revolución o sólidos de revolución son regiones deR3 que se obtienen giran-


do una región plana alrededor de una recta llamada eje de giro.


Método de los discos


Sea f : [a,b] → R una función continua. Girando la región del plano comprendida entre la


curva y = f (x), el eje de abscisas y las rectas x = a y x = b, alrededor del eje OX obtenemos un


sólido de revolución Ω. Es evidente que la sección, Ω(x), de Ω por el plano perpendicular al eje


OX en el punto (x,0,0), es un disco contenido en dicho plano de centro (x,0,0) y radio | f (x)|. Por


tanto el área de Ω(x) es λ(Ω(x)) = π f (x)2; en consecuencia el volumen de Ω es igual a


Vol(Ω) = π
bw


a


f (x)2 dx


El volumen del sólido de revolución, Ω, obtenido girando alrededor del eje OX una región de


tipo I definida por dos funciones continuas f ,g: [a,b] → R tales que 0 6 f (x) 6 g(x) para todo
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x∈ [a,b], viene dado por


Vol(Ω) = π
bw


a


(g(x)2− f (x)2)dx


Una expresión similar se obtiene para el volumen de un sólido de revolución obtenido girando


alrededor del eje OY una región de tipo II.


8.4.9. Ejercicios propuestos


220. Calcula el volumen de la esfera obtenida girando la circunferencia x2 + y2 = R2 alrededor


del eje OX.


221. Calcula el volumen del cono circular recto de altura hy radio de la base Robtenido girando


la recta y = Rx/h entre x = 0 y x = h.


222. Calcula el volumen del sólido engendrado al girar alrededor del eje OX la parte de la curva


y = sen2 x comprendida entre 0 y π.


223. Calcula el volumen del sólido engendrado al girar alrededor del eje OX la gráfica de la


función f : [0,+∞[→ R dada por f (x) =
18x


x2 +9
.


224. Calcula el volumen del sólido engendrado al girar la región limitada por la parábola y2 = 4x


y la recta x = 4 alrededor de dicha recta.


225. Calcula el volumen del sólido engendrado al girar la región limitada por las parábolas


y2 = x,x2 = y alrededor del eje OX.


226. Calcula el volumen del elipsoide
x2


a2 +
y2


b2 +
z2


c2 = 1.


227. Calcula el volumen limitado por el paraboloide
x2


9
+


y2


16
= zy el plano z= 7.


Método de las capas o de los tubos


Consideremos una función positiva f : [a,b] → R y la región G( f ,a,b) limitada por la gráfi-


ca de dicha función y las rectas verticales x = a, x = b. Girando dicha región alrededor del eje


OY obtenemos un sólido de revolución, Ω, cuyo volumen podemos aproximar considerando


rectángulos verticales inscritos en la gráfica de f y girándolos alrededor del eje OY.


En la siguiente figura puedes ver rectángulos inscritos en la gráfica de la parábola y = 1−x2


en el intervalo [0,1] y el cuerpo de revolución que engendran al girarlos alrededor del eje OY.


Naturalmente, la aproximación va mejorando a medida que aumentamos el número de


puntos de división del intervalo.


Consideremos una partición {a = x0,x1,x2, . . . ,xn−1,xn = b} de [a,b]. Al girar alrededor del eje


OY un rectángulo vertical cuya base es el intervalo [xk−1,xk] y altura f (xk), obtenemos una lámina


de un cilindro circular recto, esto es, un tubo cuya base tiene área π(x2
k−x2


k−1) y altura f (xk), cuyo


volumen es, por tanto, igual a


π(x2
k −x2


k−1) f (xk) = π(xk−xk−1)(xk +xk−1) f (xk) = xk f (xk)(xk−xk−1)+xk−1 f (xk)(xk−xk−1)


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático
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La suma de todos ellos es igual a


n∑


k=1


πxk f (xk)(xk−xk−1)+
n∑


k=1


πxk−1 f (xk)(xk−xk−1)


Pero estas dos sumas son sumas de Riemann de la función x 7→ πx f(x), deducimos que el volu-


men de Ω viene dado por


Vol(Ω) = 2π
bw


a


x f(x)dx


Esto es lo que se conoce como método de las capas o de los tubos. Puedes adaptar fácilmente


esta expresión para el caso de que el eje de giro sea la recta vertical x= c. En general, si notamos


por R(x) el “radio de giro” de la lámina, entonces


Vol(Ω) = 2π
bw


a


R(x) f (x)dx


8.4.10. Ejercicios propuestos


228. Calcula el volumen del toro engendrado al girar el cı́rculo de centro (a,0) y radio R < a


alrededor del eje OY.


229. Calcular el volumen del sólido Ω engendrado al girar la región limitada por las parábolas


y = x2, x = y2 alrededor del eje OY.


230. Calcular el volumen del toro engendrado al girar el cı́rculo de centro 0 y radio 3 alrededor


de la recta x = 6.


231. Calcular el volumen del sólido Ω engendrado al girar la región limitada por las parábolas


y = x2, x = y2 alrededor la recta x = 4.


232. Un flan tiene forma de tronco de paraboloide de revolución, siendo r y 2r los radios de sus


bases y h su altura. Calcular su volumen volumen y el volumen de la porción obtenida al


cortarlo verticalmente desde un punto del borde superior.
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8.4.11. Área de una superficie de revolución


Una superficie de revolución se obtiene girando una curva dada alrededor de una recta. Sea


f : [a,b]→ R una función con derivada primera continua. Girando la gráfica de dicha función


alrededor del eje OX obtenemos una superficie de revolución, Γ. Fı́jate en la siguiente repre-


sentación.


a b


y=fHxL
SHxL


LHxL
LHx+hL


x x+h


Sea S(x) el área de la parte de la superficie comprendida entre los planos X = a, y X = x. Re-


presentemos por L(x) la longitud de la gráfica de f entre ay x. Recuerda que L(x)=


xw


a


√
1+ f ′(t)2dt .


Sea h > 0. Teniendo en cuenta que el área lateral de un cilindro circular recto es igual a la longi-


tud de la base por la altura, se deduce que


2πmı́n{ f (t) : x6 t 6 x+h}(L(x+h)−L(x))6S(x+h)−S(x)6 2πmáx{ f (t) : x6 t 6 x+h}(L(x+h)−L(x))


Por tanto


2πmı́n{ f (t) : x6 t 6 x+h} L(x+h)−L(x)
h


6
S(x+h)−S(x)


h
6 2πmáx{ f (t) : x6 t 6 x+h} L(x+h)−L(x)


h


Y tomando ĺımite para h→ 0 se sigue que


S′(x) = 2π f (x)L ′(x) = 2π f (x)
√


1+ f ′(x)2


Luego el área de la superficie Γ viene dada por


λ(Γ) = 2π
bw


a


f (x)
√


1+ f ′(x)2 dx
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8.4.12. Ejercicios propuestos


233. Calcula el área de una superficie esférica de radio R.


234. Calcula el área de la superficie de revolución engendrada al girar la curva y = x3, 06 x6 1,


alrededor del eje OX.


235. Calcula el área de la superficie de revolución engendrada al girar la curva x2/3+y2/3 = a2/3,


a > 0, alrededor del eje OX.


236. Calcular el área de la superficie de revolución engendrada al girar la elipse
x2


a2 +
y2


b2 = 1


alrededor del eje OY.


237. Calcular el área de la superficie de revolución engendrada al girar la catenaria y = coshx,


06 x6 1, alrededor del eje OX.


238. Al girar alrededor del eje OX el segmento de parábola y=
√


x, 06 x6 a, engendra un tronco


de paraboloide de revolución cuya superficie tiene área igual a la de una esfera de radio√
13/12. Se pide calcular el valor de a.


239. Se perfora una esfera de radio r con un agujero ciĺındrico (ver figura) de modo que el anillo


esférico resultante tiene altura h. Calcula el volumen del anillo y el área de la superficie


total del anillo.


h�2-h�2


240. Comprueba que el área de la superficie de revolución (llamada horno de Gabriel) engen-


drada al girar la curva y = 1/x, 16 x6+∞, alrededor del eje OX es infinita (por tanto seŕıa


necesaria una cantidad infinita de pintura si quisiéramos pintarla) pero el volumen del


sólido de revolución engendrado es finito(por tanto podemos llenarlo con una cantidad


finita de pintura). Comenta a tu gusto esta aparente paradoja.


241. Calcula el área de un espejo parabólico de 3 metros de diámetro y 1 metro de fondo.


242. Calcula el volumen de una esfera de radio 3 en la que, siguiendo un diámetro, se ha per-


forado un agujero ciĺındrico de radio r < 3. Calcula el área de la superficie total del solido


obtenido. Calcula los valores de r para los que dicha área alcanza sus valores extremos.
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Cálculo diferencial e integral







Lección9


Series


Introducción


Las series son una de las herramientas más útiles del Análisis Matemático. Las series de Fou-


rier permiten representar señales complejas como superposición de señales sinusoidales, las


series de Taylor permiten representar funciones anaĺıticas como ĺımites de funciones polinómi-


cas, la transformada z es una serie de Laurent. Al igual que la integral, las series son una pode-


rosa herramienta para definir funciones; muchas funciones se definen por medio de series.


En esta lección vamos a estudiar los conceptos y resultados básicos de la teoŕıa de series.


Lo único que necesitas para entender lo que sigue es comprender bien el concepto de suce-


sión convergente al que ya hemos dedicado suficiente atención en la lección correspondiente.


Puede ser conveniente que vuelvas a repasarlo antes de seguir.


9.1. Conceptos básicos


En lo que sigue vamos a considerar sucesiones numéricas que pueden ser de números reales


o complejos. Naturalmente, todo resultado que se enuncie para números complejos también


será válido, en particular, para números reales. En una primera lectura puedes suponer, si te es


más cómodo, que se trata de sucesiones de números reales.


9.1 Definición. Dada una sucesión (de números reales o complejos), {zn}, podemos formar a


partir de ella otra sucesión, {Sn}, cuyos términos se obtienen sumando consecutivamente los


términos de {zn}, es decir:


S1 = z1, S2 = z1 +z2, S3 = z1 +z2+z3, . . . , Sn = z1 +z2 + · · ·+zn, . . .


La sucesión {Sn} ası́ obtenida se llama serie de término general zn y es costumbre representarla


por
∑


n>1


zn o, más sencillamente,
∑


zn. El número Sn se llama suma parcial de orden n de la serie


∑
zn.


149







Serie geométrica, armónica y armónica alternada 150


Debe quedar claro desde ahora que una serie es una sucesión cuyos términos se obtienen


sumando consecutivamente los términos de otra sucesión.


Ni que decir tiene que, siendo las series sucesiones, los conceptos y resultados vistos para


sucesiones conservan su misma significación cuando se aplican a series. En particular, es inne-


cesario volver a definir qué se entiende cuando se dice que una serie es “convergente”. Si una


serie
∑


n>1


zn es convergente se usa el sı́mbolo


∞∑


n=1


zn para representar el lı́mite de la serie que suele


llamarse suma de la serie. Naturalmente


∞∑


n=1


zn es el número definido por


∞∑


n=1


zn = lı́m{Sn} = lı́m
n→∞


n∑


k=1


zk


Observa que si la serie
∑


zn converge entonces la sucesión zn =


n∑


j=1


zj −
n−1∑


j=1


zj es diferencia de


dos sucesiones que convergen al mismo ĺımite y por tanto converge a cero.


9.2 Proposición (Condición necesaria para la convergencia de una serie). Para que la serie∑
zn sea convergente es necesario que lı́m{zn} = 0.


9.1.1. Serie geométrica, armónica y armónica alternada


9.3 Ejemplo (Serie geométrica). Dado z∈C, la sucesión {1+ z+ z2 + · · ·+ zn} se llama serie


geométrica de razón z. Observa que dicha serie se obtiene sumando consecutivamente los


términos de la sucesión
{


1,z,z2,z3, . . . ,zn, . . .
}


. Es costumbre representar la serie geométrica de


razón z con el sı́mbolo
∑


n>0


zn. Dicha serie converge si, y sólo si, |z| < 1, en cuyo caso se verifica


que
∞∑


n=0


zn =
1


1−z
.


Todas las afirmaciones hechas se deducen de que si z, 1, se tiene:


n∑


k=0


zk = 1+z+z2+ · · ·+zn =
1


1−z
− zn+1


1−z
(9.1)


si |z| < 1 entonces lı́m
n→∞


zn+1


1−z
= 0 y obtenemos que


∞∑


n=0


zn = lı́m
n→∞


n∑


k=0


zk =
1


1−z
(|z| < 1)


Si |z| > 1 entonces la sucesión {zn} no converge a 0, por lo que, en virtud de la proposición


anterior, deducimos que la serie
∑


n>0


zn no converge. �
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9.4 Ejemplo (Serie armónica). Se llama ası́ la serie de término general 1/n; es decir, la serie


{1+1/2+ · · ·+1/n}. Se verifica que la serie armónica diverge positivamente


∞∑


n=1


1
n


= lı́m
n→∞


{1+1/2+ · · ·+1/n}= +∞


En efecto, para todo n∈N tenemos que


logn =


nw


1


1
x


dx =


n−1∑


j=1


j+1w


j


1
x


dx 6
n−1∑


j=1


j+1w


j


1
j


dx =


n−1∑


j=1


1
j


< 1+
1
2


+ · · ·+ 1
n−1


+
1
n


y por tanto


lı́m
n→∞


{1+1/2+ · · ·+1/n}> lı́m
n→∞


logn = +∞ =⇒
∞∑


n=1


1
n


= +∞


Este resultado es también consecuencia directa de que, según vimos al estudiar las sucesiones,


sabemos que


lı́m
n→∞


1+1/2+1/3+ · · ·+1/n
logn


= 1


�


9.5 Ejemplo (Serie armónica alternada). Se llama ası́ la serie de término general
(−1)n−1


n
; es


decir, la serie
∑


n>1


(−1)n−1


n
. Se verifica que la serie armónica alternada es convergente y su suma


es igual a log2.
∞∑


n=1


(−1)n−1


n
= log2


En efecto, sustituyendo z por−x en la igualdad (9.1), obtenemos la siguiente igualdad válida


para todo n∈N y todo x,−1:


1
1+x


= 1−x+x2−x3+ · · ·+(−1)nxn +(−1)n+1 xn+1


1+x
(9.2)


Integrando esta igualdad entre 0 y 1 tenemos que:


log2= 1− 1
2


+
1
3
− 1


4
+ · · ·+(−1)n 1


n+1
+(−1)n+1


1w


0


xn+1


1+x
dx =


n∑


k=1


(−1)k−1


k
+(−1)n+1


1w


0


xn+1


1+x
dx


De donde ∣∣∣∣∣log2−
n∑


k=1


(−1)k−1


k


∣∣∣∣∣=
1w


0


xn+1


1+x
dx 6


1w


0


xn+1 =
1


n+2


Y deducimos que


lı́m
n→∞


∣∣∣∣∣log2−
n∑


k=1


(−1)k−1


k


∣∣∣∣∣= 0 =⇒ log2=


∞∑


n=1


(−1)n−1


n


�


El siguiente ejemplo te ayudará a entender el concepto de serie convergente. Vamos a ver


que modificando el orden de los términos en una serie convergente podemos obtener otra serie


convergente con distinta suma.
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Reordenando términos en la serie armónica alternada podemos obtener otra serie con dis-


tinta suma.


Como hemos vista, la serie armónica alternada es la sucesión que se obtiene sumando con-


secutivamente los términos de la sucesión
{


(−1)n−1


n


}
=


{
1,−1


2
,
1
3
,−1


4
,
1
5
,−1


6
,
1
7
,−1


8
,
1
9
,− 1


10
,


1
11


,− 1
12


, . . . . . .


}
(9.3)


Vamos a cambiar el orden de los términos en esta sucesión poniendo uno positivo seguido de


dos negativos manteniendo sus posiciones relativas. Obtenemos ası́ la sucesión


{
1,−1


2
,−1


4
,
1
3
,−1


6
,−1


8
,
1
5
,− 1


10
,− 1


12
,
1
7
,− 1


14
,− 1


16
, . . . . . .


}
(9.4)


Cuya serie asociada, obtenida sumando consecutivamente sus términos, es la sucesión {Sn}
dada por:


S1 = 1


S2 = 1− 1
2


S3 = 1− 1
2
− 1


4


S4 = 1− 1
2
− 1


4
+


1
3


S5 = 1− 1
2
− 1


4
+


1
3
− 1


6


S6 = 1− 1
2
− 1


4
+


1
3
− 1


6
− 1


8
. . . . . . = . . . . . .


S9 = 1− 1
2
− 1


4
+


1
3
− 1


6
− 1


8
+


1
5
− 1


10
− 1


12
. . . . . . = . . . . . .


S3n =


n∑


j=1


(
1


2 j −1
− 1


4 j −2
− 1


4 j


)


Tenemos que


S3n = 1− 1
2
− 1


4
+


1
3
− 1


6
− 1


8
+


1
5
− 1


10
− 1


12
+ · · · · · ·+ 1


2n−1
− 1


4n−2
− 1


4n


=


(
1− 1


2


)
− 1


4
+


(
1
3
− 1


6


)
− 1


8
+


(
1
5
− 1


10


)
− 1


12
+ · · · · · ·+


(
1


2n−1
− 1


4n−2


)
− 1


4n


=
1
2
− 1


4
+


1
6
− 1


8
+


1
10


− 1
12


+ · · · · · ·+ 1
2(2n−1)


− 1
4n


=
1
2


(
1− 1


2
+


1
3
− 1


4
+


1
5
− 1


6
+ · · · · · ·+ 1


2n−1
− 1


2n


)


=
1
2


n∑


j=1


(−1) j−1


j


Deducimos que


lı́m
n→∞


S3n =
1
2


lı́m
n→∞


n∑


j=1


(−1) j−1


j
=


1
2


log2
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Es claro que lı́m{S3n−S3n−1} = lı́m{S3n−S3n−2} = 0 de donde se sigue que


lı́m{Sn} =
1
2


log2


Es decir, hemos probado que la serie obtenida reordenando los términos de la serie armónica


alternada por el criterio de sumar uno positivo seguido de dos negativos, es convergente y su


suma es
1
2


log2.


La suma de una serie convergente no es una suma


El ejemplo anterior pone claramente de manifiesto que la suma de una serie convergen-


te no es una suma en el sentido usual de la palabra, es decir, no es una suma algebraica de


números. Observa que los conjuntos de números (9.3) y (9.4) son los mismos pero las series co-


rrespondientes tienen distinta suma; la primera tiene suma log2y la segunda
1
2


log2. Si la suma


de una serie consistiera en sumar los infinitos términos de una sucesión, entonces el orden en


que los sumáramos seŕıa indiferente porque la suma de números tiene la propiedad conmuta-


tiva. Debes tener claro, por tanto, que cuando calculas la suma de una serie no estás haciendo


una suma infinita sino que estás calculando un lı́mite de una sucesión cuyos términos se obtie-


nen sumando consecutivamente los términos de otra sucesión dada. Insisto: calcular la suma


de una serie no es una operación algebraica, no consiste en sumar infinitos términos, es un


proceso anaĺıtico que supone un ĺımite.


9.1.1.1. La particularidad del estudio de las series


Ahora viene la pregunta del millón: si las series no son nada más que sucesiones, ¿por


qué dedicarles una atención especial? La respuesta a esta pregunta es que en el estudio de las


series hay una hipótesis implı́cita que los libros silencian. A saber: se supone que las series son


sucesiones demasiado dif́ıciles de estudiar directamente.


La caracteŕıstica que distingue el estudio de las series es la siguiente: se trata de deducir


propiedades de la serie {Sn} = {z1 +z2 + · · ·+zn}, a partir del comportamiento de {zn}. Es decir,


los resultados de la teoŕıa de series dan información sobre la sucesión {Sn} haciendo hipótesis


sobre la sucesión {zn}. ¿Por qué esto es ası́?, ¿no seŕıa más lógico, puesto que lo que queremos


es estudiar la serie {Sn}, hacer hipótesis directamente sobre ella? La razón de esta forma de


proceder es que, por lo general, no se conoce una expresión de Sn = z1+z2+ · · ·+zn que permita


hacer su estudio de forma directa; es decir, la suma z1 +z2+ · · ·+zn no es posible “realizarla” en


la práctica. Por ello, en el estudio de las series se supone impĺıcitamente que la sucesión {zn}
es el dato que podemos utilizar. Naturalmente, esto hace que el estudio de las series se preste


a muchas confusiones porque, aunque su objetivo es obtener propiedades de la serie {Sn}, las


hipótesis hacen siempre referencia a la sucesión {zn}.


Si lo piensas un poco, esta forma de proceder no es del todo nueva. Ya estás acostumbrado a


usar la derivada de una función para estudiar propiedades de la función; pues bien, la situación


aquı́ es parecida: para estudiar la serie {z1 +z2 + · · ·+zn} (la función) estudiamos la sucesión {zn}
(la derivada). Un buen ejemplo de esto que digo son los criterios de convergencia que veremos


seguidamente.
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Otra dificultad adicional en el estudio de las series es la notación tan desafortunada que se


emplea. En la mayoŕıa de los textos se representa con el mismo sı́mbolo,


∞∑


n=1


zn, la serie (que


es una sucesión) y su suma (que es un ĺımite que no siempre existe). Esto es un disparate: se


está confundiendo una sucesión con un número. ¿Es lo mismo la sucesión {1/n} que el núme-


ro 0 que es su ĺımite? En ninguna parte verás escrita la igualdad disparatada {1/n} = 0 ¿Por


qué entonces, al tratar con series, se confunde el número


∞∑


n=1


1
2n = 1 con


∑


k>1


1
2k


que es la suce-


sión


{
n∑


k=1


1
2k


}
?


Quizás esto se debe a que, parece increı́ble pero es cierto, no hay acuerdo general para re-


presentar de forma apropiada la serie de término general zn. La notación que estamos usando


aquı́,
∑


n>1


zn, tiene la ventaja de que es clara y evita las confusiones que estoy comentando pero


no la verás en los libros. Advertido quedas.


Todavı́a queda una última sorpresa. Estamos de acuerdo en que las series son sucesiones.


¿Muy especiales? En absoluto. Toda sucesión podemos verla, si ası́ nos interesa, como una serie.


Pues toda sucesión {zn} es la serie definida por la sucesión de sus diferencias, esto es, por la


sucesión {wn} dada por


w1 = z1, w2 = z2−z1, w3 = z3−z2, . . . ,wn+1 = zn+1−zn, . . .


Es claro que zn =


n∑


j=1


wj . Por tanto, toda sucesión podemos considerarla como una serie.


Creo que con lo dicho ya puedes hacerte una idea correcta de lo que son las series. Insisto en


esto porque en los libros encontrarás disparates para todos los gustos. Algunos textos definen


una serie como. . . ¡un par de sucesiones!, otros dicen que una serie es. . . ¡una suma infinita! En


fin.


9.2. Criterios de convergencia para series de términos positi-


vos


Una serie
∑


an tal que an > 0 para todo n∈N, se dice que es una serie de términos positivos.


Observa que una serie de términos positivos es una sucesión creciente por lo que o bien es


convergente (cuando está mayorada) o es positivamente divergente. Observa el parecido con


los criterios de convergencia para integrales de funciones positivas.


9.6 Proposición (Criterio básico de comparación). Sean
∑


n>1


an y
∑


n>1


bn dos series de términos


positivos. Supongamos que hay un número k∈N tal que an 6 bn para todo n > k. Entonces se


verifica que si la serie
∑


n>1


bn es convergente, también
∑


n>1


an es convergente.


Demostración. Pongamos An = a1 + a2 + · · ·+ an, Bn = b1 + b2 + · · ·+ bn. Las hipótesis hechas


implican que para todo n > k es An 6 Bn +Ak. Deducimos que si {Bn} está mayorada también lo
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está {An}. 2


9.7 Proposición (Criterio ĺımite de comparación). Sean
∑


n>1


an y
∑


n>1


bn dos series de términos


positivos, y supongamos que


lı́m
an


bn
= L∈R+


o ∪{+∞} .


a) Si L = +∞ y
∑


n>1


bn es divergente también
∑


n>1


an es divergente.


b) Si L = 0 y
∑


n>1


bn es convergente también
∑


n>1


an es convergente.


c) Si L∈R+ las series
∑


n>1


an y
∑


n>1


bn son ambas convergentes o ambas divergentes.


Demostración. Supongamos que L∈R+. Sea 0 < α < L < β. Todos los términos de la sucesión


{an/bn}, a partir de uno en adelante, están en el intervalo ]α,β [, es decir, existe k∈N tal que para


todo n> k es α < an/bn < β , y, por tanto, αbn < an < βbn. Concluimos, por el criterio de compa-


ración, que la convergencia de una de las series implica la convergencia de la otra. Queda, ası́,


probado el punto c) del enunciado. Los puntos a) y b) se prueban de manera parecida. 2


9.8 Proposición (Criterio integral). Sea f : [1,+∞[→ R una función positiva y decreciente. En-


tonces se verifica que
n+1∑


k=2


f (k) 6
n+1w


1


f (x)dx 6
n∑


k=1


f (k)


En consecuencia, la serie
∑


n>1


f (n) y la integral


+∞w


1


f (x)dx ambas convergen o ambas divergen.


Demostración. Por ser f decreciente se tiene que f (k+ 1) 6 f (x) 6 f (k) para todo x∈ [k,k+ 1].


Integrando, deducimos que


f (k+1) 6


k+1w


k


f (x)dx 6 f (k)


Sumando estas desigualdades desde k= 1hasta k= n, obtenemos la desigualdad del enunciado.


2


Unas series de términos positivos muy útiles para comparar con otras series son las siguien-


tes.


9.9 Proposición (Series de Riemann). Dado un número real α, la serie
∑


n>1


1
nα se llama serie de


Riemann de exponente α. Dicha serie es convergente si, y sólo si, α > 1.


Demostración. Para que se cumpla la condición necesaria de convergencia es preciso que sea


α > 0. Supuesto que esto es ası́, podemos aplicar el criterio integral a la función f (x) = 1/xα y


tener en cuenta los resultados vistos en el ejemplo (8.14). 2


Si en el criterio de comparación por paso al ĺımite hacemos bn = 1/nα, obtenemos el siguien-


te criterio de convergencia.
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9.10 Proposición (Criterio de Prinsheim). Sea
∑


n>1


an una serie de términos positivos, α un núme-


ro real y supongamos que {nαan}→ L∈R+
o ∪{+∞}. Entonces:


i) Si L = +∞ y α 6 1,
∑


n>1


an es divergente.


ii) Si L = 0 y α > 1,
∑


n>1


an es convergente.


iii) Si L∈R+,
∑


n>1


an converge si α > 1 y diverge si α 6 1.


Vamos a estudiar a continuación dos criterios de convergencia que se aplican a series que


pueden compararse con una serie geométrica. Puesto que la serie geométrica de término gene-


ral an = xn, donde x > 0, converge si
an+1


an
= x < 1, esto nos lleva, en el caso general de una serie


términos positivos
∑


n>1


an , a considerar el comportamiento de la sucesión {an+1/an}.


9.11 Proposición (Criterio del cociente o de D’Alembert (1768)). Supongamos que an > 0 para


todo n∈N y que


lı́m
an+1


an
= L∈R+


o ∪{+∞} .


a) Si L < 1 la serie
∑


n>1


an es convergente;


b) Si L > 1 o si L = +∞, entonces
∑


n>1


an es divergente.


Demostración. a) Sea λ un número tal que L < λ < 1. La definición de ĺımite implica que existe


no∈N tal que para todo n> no se verifica que


an =
an


an−1


an−1


an−2
· · · ano+1


ano


ano 6 λn−noano =
ano


λno
λn


y como, por ser 0 < λ < 1, la serie
∑


n>1


λn es convergente, deducimos en virtud del criterio de


comparación, que
∑


n>1


an es convergente.


b) Si L > 1 entonces, tomando λ tal que 1 < λ < L y razonando como antes, obtenemos que


para todo n> no es an >
ano
λno λn y, como, λ > 1, se sigue que la sucesión {an} diverge positivamente


y, con mayor razón, la serie
∑


n>1


an diverge positivamente. 2


Análogamente, puesto que la serie geométrica de término general an = xn, donde x > 0, con-


verge si n√an = x < 1, esto nos lleva, en el caso general de una serie de términos positivos
∑


n>1


an ,


a considerar el comportamiento de la sucesión { n
√


an}.


9.12 Proposición (Criterio de la raı́z o de Cauchy (1821)). Supongamos que para todo n∈N es


an > 0, y que


lı́m n
√


an = L∈R+
o ∪{+∞}.
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a) Si L < 1 la serie
∑


n>1


an es convergente;


b) Si L > 1 o si L = +∞, entonces
∑


n>1


an es divergente.


Demostración. a) Sea λ un número tal que L < λ < 1. La definición de ĺımite implica que existe


no∈N tal que para todo n> no es n√an 6 λ, es decir, an 6 λn. Puesto que 0 < λ < 1, la serie
∑


n>1


λn


es convergente y, en virtud del criterio de comparación, se sigue que
∑


n>1


an es convergente.


b) Si L > 1 entonces, tomando λ tal que 1 < λ < L y razonando como antes, obtenemos que


para todo n> no es an > λn y, como, λ > 1, se sigue que la sucesión {an} diverge positivamente y,


con mayor razón, la serie
∑


n>1


an diverge positivamente. 2


Cuando lı́m
an+1


an
= 1, también es lı́m n√an = 1. En esta situación los criterios del cociente y


de la raı́z no proporcionan información suficiente sobre el comportamiento de la serie
∑


n>1


an .


Por ejemplo, para las series de Riemann, an = 1/nα, se tiene que lı́m
an+1


an
= 1 cualquiera sea α.


Observa que estos criterios solamente pueden proporcionar información sobre la convergencia


de series que pueden compararse con una serie geométrica. El siguiente criterio suele aplicarse


cuando fallan los anteriores.


9.13 Proposición (Criterio de Raabe (1832)). Supongamos que an > 0 para todo n∈N, y ponga-


mos Rn = n


(
1− an+1


an


)
.


i) Si {Rn}→ L , donde L > 1 o L = +∞, la serie
∑


n>1


an es convergente.


ii) Si {Rn} → L , donde L < 1 o L = −∞, o bien si existe algún k∈N tal que Rn 6 1 para todo


n> k, entonces la serie
∑


n>1


an es divergente.


Demostración. i) Las hipótesis hechas implican que existen α > 1 y no∈N tales que para todo


n> no es Rn > α. Sea δ = α−1> 0. Tenemos que


Rn−1 = (n−1)−n
an+1


an
> δ (n> no)


por lo que


an 6
1
δ
(
(n−1)an−nan+1


)
(n> no).


Como an > 0, deducimos que nan+1 < (n−1)an para todo n> no. Ası́ la sucesión {nan+1} es de-


creciente para n > no y, como es de números positivos, deducimos que es convergente. Sea


γ = lı́m{nan+1} = ı́nf{nan+1 : n> no}. Tenemos que


n∑


j=no


an 6
1
δ
(
(no−1)ano −nan+1


)
6


1
δ
(
(no−1)ano − γ


)


y, por el criterio general de convergencia para series de términos positivos, deducimos que∑


n>1


an es convergente (lo que, dicho sea de paso, implica que γ = 0).
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ii) Si Rn 6 1 para todo n> k, entonces (n−1)an−nan+1 6 0 y resulta que la sucesión {nan+1} es


creciente para n > k, luego nan+1 > kak+1 , es decir, para todo n > k, es an+1 > kak+1
1
n


y, por el


criterio de comparación, deducimos que
∑


n>1


an es divergente. 2


Los criterios de convergencia que acabamos de estudiar hacen siempre hipótesis sobre la


sucesión {an} para obtener información sobre el comportamiento de la serie
∑


n>1


an . Ya dijimos


antes que esto es t́ıpico del estudio de las series. Pero no lo olvides: no estamos estudiando la


sucesión {an} sino la sucesión
∑


n>1


an = {a1+a2+ · · ·+an}.


Parece que estos criterios son muy restrictivos pues solamente pueden aplicarse a series


de términos positivos, pero no es ası́ porque estos criterios pueden aplicarse para estudiar la


convergencia absoluta de una serie. Precisemos este concepto.


9.14 Definición. Se dice que una serie (de números reales o complejos)
∑


zn es absolutamente


convergente si la serie de términos positivos
∑


n>1


|zn| = {|z1|+ |z2|+ · · ·+ |zn|}


es convergente.


El siguiente resultado, que no demostraremos, es muy importante en el estudio de las series.


9.15 Teorema. Toda serie absolutamente convergente es convergente.


Merece la pena explicar esto con detalle. Que la serie
∑


n>1


zn converge absolutamente quiere


decir que es convergente la sucesión
∑


n>1


|zn| = {|z1|+ |z2|+ · · ·+ |zn|}


Y el teorema anterior afirma que esto implica la convergencia de la sucesión
∑


n>1


zn = {z1 +z2+ · · ·+zn}


¡Son sucesiones muy diferentes!


Naturalmente, si una serie {z1 +z2+ · · ·+zn} converge, también converge la sucesión que se


obtiene tomando valores absolutos {|z1 +z2+ · · ·+zn|} pero esta sucesión no es igual a {|z1|+
|z2|+ · · ·+ |zn|}. Por eso puede ocurrir que una serie sea convergente pero no sea absolutamente


convergente. La serie armónica alternada es un ejemplo de serie convergente que no es absolu-


tamente convergente.


9.2.1. Criterios de convergencia no absoluta


Cuando una serie no es absolutamente convergente se utilizan los siguientes criterios para


estudiar su convergencia.


9.16 Teorema. Sea {an} una sucesión de números reales y {zn} una sucesión de números reales o


complejos.
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Criterio de Dirichlet. Si {an} es monótona y converge a cero y la serie
∑


zn tiene sumas parciales


acotadas, entonces
∑


anzn converge.


Criterio de Abel. Si {an} es monótona y acotada y la serie
∑


zn converge, entonces
∑


anzn es con-


vergente.


Podemos particularizar el criterio de Dirichlet para series alternas, es decir, series del tipo∑


n>1


(−1)n+1an donde an > 0 para todo n∈N.


9.17 Proposición (Criterio de Leibnitz). Si la sucesión {an} es monótona y convergente a cero,


entonces la serie
∑


n>1


(−1)n+1an es convergente.


Estrategia para estudiar la convergencia de una serie


Para estudiar la convergencia de una serie
∑


zn numérica lo primero que debes hacer es


estudiar la convergencia absoluta, es decir la convergencia de la serie de términos positivos∑ |zn|, para lo que se aplican los criterios de convergencia para series de términos positivos.


Si la serie
∑ |zn| converge hemos acabado. Cuando la serie


∑ |zn| no converge se aplican los


criterios de Dirichlet o de Abel para estudiar directamente la convergencia de la serie
∑


zn.


9.2.2. Ejercicios propuestos


243. Estudia la convergencia de las siguientes series.


∑


n>1


log


(
(n+1)2


n(n+2)


) ∑


n>1


(n+1)n


nn+2


∑


n>1


n−1−1/n


∑


n>1


(n+1)n


3nn!


∑


n>1


1
n!


( n
e


)n ∑


n>1


(
1
n
− log(1+1/n)


)


∑


n>1


alogn (a>0)
∑


n>2


nlogn


(logn)n


∑


n>1


(
e−
(
1+1/n2)n2)


∑


n>1


(
n√


2−1)n
∑


n>1


(
1− 1√


n


)n ∑


n>1


(
n2 +1


n2 +n+1


)n2


∑


n>1


α
∑ n


j=1 1/ j , (α > 0)
∑


n>1


nα( n
√


n+1/n− n√
n
)
, (α∈R)


∑


n>1


(
1− α logn


n


)n


, (α∈R)
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244. Estudia la convergencia de las siguientes series.


∑


n>1


(n1/n2 −1);
∑


n>1


(
3√


n+1− 3√n) log


(
n+1


n


)


∑


n>1


(
4√


n+1− 4√n
)


alogn, (a > 0);
∑


n>1


(
2 ·4 ·6· · ·(2n)


5 ·7· · ·(2n+3)


)α
, (α∈R)


∑


n>1


1
n


(e− (1+1/n)n) ;
∑


n>1


(
nnα −1


)
, (α∈R)


∑


n>1


nα
(
1+


1
2
+ · · ·+1


n


)
, (α∈R);


∑


n>1


nα exp
(
−β


n∑


k=1


1
k


)
, (α,β∈R)


245. Estudia la convergencia de las series.


1.
∑


n>1


3nn!
3
√


n5 ·8 ·11· · ·(5+3n)


2.
∑


n>1


(
2 ·3· · ·(n+2)


5 ·6· · ·(n+5)


)1/2


3.
∑


n>1


(2−
√


2)(2− 3√
2) · · · (2− n√


2)


4.
∑


n>1


n!
a(a+1)(a+2) · · ·(a+n)nα , (a > 0, α∈R)


5.
∑


n>1


log(1+1/n)alogn, (a > 0)


6.
∑


n>1


(
√


n+1−
√


n)α (log(1+1/n))β , (α,β∈R)


7.
∑


n>1


(
(1+ α)(3+ α)(5+ α) · · ·(2n−1+ α)


(2+ β)(4+ β)(6+ β) · · ·(2n+ β)


)ρ
, (α,β,ρ∈R+)


246. Estudia la convergencia de las series:


i)
∑


n>0


1
(1+ i)n ii)


∑


n>1


cosn+ i senn
n


iii)
∑


n>1


cosn+ i senn
n2 iv)


∑


n>1


cosπ
n + i senπ


n


n


v)
∑


n>1


(2+ i)n


(1+2i)n


1
n


vi)
∑


n>1


1√
n


(
1+ i


√
3


2


)n


vii)
∑


n>1


(
cos


π
n2 + i sen


π
n2


)
viii)


∑


n>0


(3+4i)n


2i(4+3i)n+7


247. Sea ρ∈R con |ρ| < 1 y ϑ∈R. Calcula los ĺımites


∞∑


n=0


ρncos(nϑ) y


∞∑


n=0


ρnsen(nϑ).
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248. Estudia la convergencia absoluta y la convergencia no absoluta de las series:


∑


n>1


(−1)n+1 log(n+2)


n+2


∑


n>1


(−1)n 1
nα +(−1)n , (α∈R)


∑


n>1


(−1)n+12+(−1)n


n


∑


n>1


(−1)n+1
√


n
n+100


∑


n>1


log


(
1+


(−1)n+1


n


) ∑


n>1


(−1)n+1
(


1 ·3 ·5· · ·(2n−1)


2 ·4 ·6· · ·2n


)α
, (α∈R)


9.3. Series de potencias


9.18 Definición. Dadas una sucesión de números complejos {cn}n∈No y un número a∈C , se


llama serie de potencias centrada en a a la sucesión


{co +c1(z−a)+c2(z−a)2+c3(z−a)3+ · · ·+cn(z−a)n}


en la cual z representa un número complejo arbitrario. Dicha serie se representa simbólica-


mente por
∑


n>0


cn(z− a)n. La sucesión {cn} recibe el nombre de sucesión de coeficientes de la


serie.


Dados a∈C y r > 0, definimos D(a, r) = {z∈C : |z−a| < r}. El conjunto D(a, r) se llama disco


abierto de centro a y radio r.


El primer problema que plantea una serie de potencias,
∑


n>0


cn(z−a)n, es estudiar para qué va-


lores de zdicha serie es convergente. El siguiente resultado es clave a este respecto.


9.19 Lema (Lema de Abel). Sea ρ > 0 un número positivo tal que la sucesión {cnρn} está acotada.


Entonces para todo z∈D(a,ρ) se verifica que la serie
∑


n>0


cn(z−a)n converge absolutamente.


Demostración. Sea z∈D(a,ρ). Pongamos r = |z−a| < ρ. Puesto que {cnρn} está acotada existe


una constante M > 0 tal que |cnρn| 6M para todo número natural n. Tenemos que


|cn(z−a)n| =
∣∣∣∣cnρn (z−a)n


ρn


∣∣∣∣= |cnρn| |z−a|n
ρn 6M


( |z−a|
ρ


)n


= M


(
r
ρ


)n


Pongamos {αn} = {M(r/ρ)n}. Como la serie
∑


n>0


αn converge por ser una serie geométrica de


razón r/ρ menor que 1, el criterio de comparación nos dice que la serie
∑


n>0


|cn(z−a)n| converge,


es decir, la serie
∑


n>0


cn(z−a)n es absolutamente convergente. 2


El lema anterior conduce de manera natural a considerar el más grande ρ > 0 tal que la


sucesión {anρn} está acotada. Introducimos para ello el conjunto


A = {ρ > 0 : {cnρn} está acotada}


y definimos R= sup(A)∈R+
0 ∪{+∞}. Pueden presentarse los casos:
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Cálculo diferencial e integral







Funciones definidas por series de potencias 162


R= 0. Entonces A = {0}, luego si z, a la sucesión {cn(z− a)n} no está acotada y, en par-


ticular, no converge a cero. Por tanto la serie de potencias
∑


n>0


cn(z− a)n no converge. En


este caso se dice que la serie de potencias es trivial pues solamente converge para z= a.


0 < R< +∞. En este caso la serie
∑


n>0


cn(z−a)n es absolutamente convergente para todo


z∈D(a,R). Para |z−a|> Rse tiene que la sucesión {cn(z−a)n} no está acotada y, por tanto,


la serie no converge.


Nada puede afirmarse en general del comportamiento de la serie en la frontera del disco


D(a,R).


Si R= +∞ la serie converge absolutamente para todo z∈C.


Al número R se le llama radio de convergencia de la serie. Nótese que R sólo depende de la


sucesión {cn} de coeficientes de la serie y no del centro de la serie. Dada una serie de potencias


no trivial,
∑


cn(z−a)n, llamaremos dominio de convergencia de la serie al conjunto D(a,R) don-


de Res el radio de convergencia de la serie (naturalmente, si R= +∞ entonces D(a,+∞) = C).


El siguiente resultado, consecuencia directa de aplicar los criterios del cociente o de la raı́z


a la serie
∑


n>0


|cn(z−a)n|, permite en muchos casos calcular el radio de convergencia.


9.20 Proposición. Supongamos que se cumple alguna de las igualdades siguientes:


• lı́m
|cn+1|
|cn|


= L ∈ R+
0 ∪{+∞}


• lı́m{ n
√
|cn|} = L ∈ R+


0 ∪{+∞}


Entonces R= 1/L con los convenios: R= 0 si L = +∞ y R= +∞ si L = 0.


El siguiente resultado es muy útil para calcular la suma de una serie de potencias en puntos


de la frontera de su disco de convergencia.


9.21 Teorema (Continuidad radial). Sea
∑


cnzn una serie de potencias con radio de convergen-


cia 0 < R < +∞. Sea f : D(0,R) → C la función suma de la serie y supongamos que la serie es


convergente en un punto z0 de la frontera del disco D(0,R). Entonces se verifica que


lı́m
r→1


0<r<1


f (rz0) =


∞∑


n=0


cnzn
0


9.3.1. Funciones definidas por series de potencias


En lo que sigue vamos a estudiar la derivabilidad de funciones definidas por series de poten-


cias, por ello supondremos que se trata de series de potencias reales, es decir, los coeficientes


de la serie son números reales y la variable, que representaremos por la letra x, solamente puede


tomar valores reales.


Consideremos, pues, una serie de potencias reales
∑


n>0


cn(x− a)n con radio de convergen-


cia R > 0. El dominio de convergencia de esta serie es el intervalo Ω = {x∈R : |x−a| < R} =
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]a−R,a+ R[, con el convenio de que dicho intervalo es todo R cuando el radio de convergen-


cia es R= +∞. Como consecuencia del estudio realizado, sabemos que la serie es convergente


absolutamente para todo x∈]a−R,a+ R[ y, por tanto, es convergente para todo x∈]a−R,a+


R[. Podemos definir la función suma de la serie, f :]a−R,a+R[→R que viene dada para cada


x∈]a−R,a+R[ por


f (x) =
∞∑


n=0


cn(x−a)n


Observa que f (x) viene dada como un ĺımite de una sucesión de funciones polinómicas. Cabe


esperar que las propiedades de las funciones polinómicas se “hereden” de alguna forma por f .


9.22 Teorema (Teorema de derivación de una serie de potencias). Sea a∈R,
∑


n>0


cn(x−a)n una


serie de potencias no trivial y Ω su dominio de convergencia. Sea f : Ω → R la función suma de la


serie


f (x) =
∞∑


n=0


cn(x−a)n x∈ Ω


Entonces f es indefinidamente derivable en Ω y, para cada k ∈ N su derivada k-ésima se obtiene


derivando k veces la serie término a término, esto es:


f (k)(x) =
∞∑


n=k


n(n−1) · · ·(n−k+1)cn(x−a)n−k x∈Ω


En particular f (k)(a) = k! ck o, lo que es lo mismo


ck =
f (k)(a)


k!
para todo k∈N∪{0}


9.23 Definición. Sea f una función indefinidamente derivable en un intervalo Ω⊂R y sea a∈Ω.


La serie de potencias
∑


n>0


f (n)(a)


n!
(x−a)n


se llama serie de Taylor de f en el punto a.


Acabamos de ver en el teorema de derivación que si
∑


n>0


cn(x−a)n es una serie de potencias


no trivial, y f es su función suma, entonces se verifica que ck =
f (k)(a)


k!
para todo k = 0,1,2, ....


Esto nos dice que la serie de partida es la serie de Taylor en el punto a de su función suma.


9.24 Corolario. Las únicas series de potencias no triviales son series de Taylor (de su función


suma).


9.3.1.1. Convergencia de las series de Taylor


Las siguientes preguntas surgen de manera inmediata: ¿Son no triviales las series de Taylor


de una función indefinidamente derivable? ¿La función suma de una serie de Taylor de una


función indefinidamente derivable coincide con dicha función? La respuesta a ambas pregun-


tas es que no. Si partimos de una función real indefinidamente derivable y formamos su serie


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático
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de Taylor en un punto, no hay garant́ıa de que dicha serie tenga radio de convergencia no nulo


o de que, en caso de que sea convergente en un intervalo, su suma sea igual a la función de


partida.


La herramienta básica que permite estudiar la convergencia de una serie de Taylor es el


teorema de Taylor. Supongamos que f : I → R es una función indefinidamente derivable en un


intervalo abierto I y sea a∈ I . La serie de Taylor de f en a viene dada por
∑


n>0


f (n)(a)


n!
(x− a)n,


es decir, se trata de la sucesión


{
n∑


k=0


f (k)(a)


k!
(x−a)k


}
, pero Tn( f ,a)(x) =


n∑


k=0


f (k)(a)


k!
(x−a)k es el


polinomio de Taylor de orden n de f en a. Es decir, la serie de Taylor de f en a es la sucesión de los


polinomios de Taylor de f en a. El teorema de Taylor afirma que dado x∈ I y n∈N hay un punto


c (que dependerá de x y de n) comprendido entre x y a de manera que se verifica la igualdad


f (x)−Tn( f ,a)(x) =
f (n+1)(c)
(n+1)!


(x−a)n+1 (9.5)


En esta igualdad el lado de la derecha parece mucho más manejable que el de la izquierda. Si


somos capaces de probar que


lı́m
n→∞


f (n+1)(c)
(n+1)!


(x−a)n+1 = 0 (9.6)


habremos probado que lı́m
n→∞


( f (x)−Tn( f ,a)(x)) = 0, esto es f (x) = lı́m
n→∞


Tn( f ,a)(x), es decir, habre-


mos probado que para ese valor de x la serie de Taylor de f en a converge a f (x). La dificultad


está en que en el ĺımite (9.6) el punto c no está fijo: depende de n (además de x, pero el punto


x está fijo en este razonamiento). El que se verifique la igualdad en (9.6) dependerá del com-


portamiento de las derivadas sucesivas de f . El caso más sencillo de todos es cuando dichas


derivadas están acotadas en el intervalo I , es decir, hay un número M > 0 (independiente de n)


tal que se verifica ∣∣∣ f (n+1)(t)
∣∣∣ 6M ∀t∈ I , ∀n∈N (9.7)


Cuando esto es ası́, como lı́mn→∞
(x−a)n+1


(n+1)!
= 0 cualquiera sea x∈R, se deduce que la serie de


Taylor de f centrada en a es convergente en todo punto x∈ I y su suma es igual a f (x).


9.3.1.2. Desarrollos en serie de las funciones elementales


Función exponencial.


Las derivadas de la función exponencial natural, ex = exp(x), en x= 0 valen todas 1. Por tanto,


el polinomio de Taylor de orden n en el punto a = 0 de la función exponencial es


Tn(exp,0)(x) = 1+


n∑


k=1


1
k!


xk


Sea ahora x∈R, fijo en lo que sigue. Tomemos ρ > 0 de forma que x∈]−ρ,ρ[. El teorema de Taylor


afirma que hay un número c comprendido entre x y 0 y, por tanto c∈]−ρ,ρ[, tal que


ex = 1+


n∑


k=1


1
k!


xk +
ec


(n+1)!
xn+1
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Cálculo diferencial e integral







Funciones definidas por series de potencias 165


Como ec < eρ deducimos que
∣∣∣∣∣e


x−1−
n∑


k=1


1
k!


xk


∣∣∣∣∣< eρ xn+1


(n+1)!


De esta forma hemos eliminado el punto c y como lı́m
n→∞


xn+1


(n+1)!
= 0, obtenemos que


ex =


∞∑


k=0


1
k!


xk (9.8)


En particular, para x = 1 tenemos que e=


∞∑


n=0


1
n!


.


Funciones seno y coseno.


Como sen′(x)= cos(x)= sen(π
2 +x), se sigue que sen(n)(x)= sen(nπ


2 +x). En particular, sen(n)(0)=


sen(nπ
2 ). Por tanto el polinomio de Taylor de orden n de la función seno en el punto a = 0 es


Tn(sen,0)(x) =


n∑


k=1


sen( kπ
2 )


k!
xk


Como para k par es sen( kπ
2 ) = 0 y para k impar k = 2q−1 es sen( (2q−1)π


2 ) = (−1)q+1, resulta que


T2n−1(sen,0)(x) = T2n(sen,0)(x) =


n∑


k=1


(−1)k+1


(2k−1)!
x2k−1


Análogamente para la función coseno


T2n(cos,0)(x) = T2n+1(cos,0)(x) =


n∑


k=0


(−1)k


(2k)!
x2k


Como las funciones seno y coseno tienen derivadas acotadas en todo R, se sigue por lo antes


visto que


senx =
∞∑


n=0


(−1)n


(2n+1)!
x2n+1 (x∈R) (9.9)


cosx =
∞∑


n=0


(−1)n


(2n)!
x2n (x∈R) (9.10)


Serie binomial de Newton.


Pongamos f (x) = (1+x)α. Tenemos que f (n)(x) = α(α−1)(α−2) · · · (α−n+1)(1+x)α−n. Por


lo que el polinomio de Taylor de orden n de f en a = 0 es


Tn( f ,0)(x) = 1+


n∑


k=1


α(α−1)(α−2) · · ·(α−k+1)


k!
xk


Cualquiera sea el número real α y el número natural k se define


(
α
k


)
=


α(α−1)(α−2) · · ·(α−k+1)


k!
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Por convenio
(α


0


)
= 1. Con ello podemos escribir


Tn( f ,0)(x) =


n∑


k=0


(
α
k


)
xk


Queremos probar la igualdad


(1+x)α =
∞∑


n=0


(
α
n


)
xn x∈]−1,1[ (9.11)


En este caso el teorema de Taylor no es el camino más sencillo y es preferible razonar como


sigue.


La serie de potencias
∑


n>0


(
α
n


)
xn tiene radio de convergencia 1 porque, poniendo an =


(α
n


)
,


tenemos que
|an+1|
|an|


=
|α−n|
n+1


→ 1. Definamos ϕ :]−1,1[→ R por


ϕ(x) =


∞∑


n=0


(
α
n


)
xn, x∈]−1,1[


El teorema de derivación nos dice que ϕ es derivable en ]−1,1[. Ahora es fácil comprobar que


la función h(x) = ϕ(x)(1+x)−α tiene derivada nula en ]−1,1[, por lo que es constante en dicho


intervalo y, como h(0) = 1, concluimos que h(x) = 1 para todo x∈]−1,1[, es decir, (1+x)α = ϕ(x)
para todo x∈]−1,1[, como queŕıamos probar.


identidades que se deducen de la serie geométrica


Partiendo de la serie geométrica


∞∑


n=0


xn =
1


1−x
|x| < 1 (9.12)


podemos derivarla para obtener


∞∑


n=1


nxn−1 =
1


(1−x)2 |x| < 1


Igualdad que, a su vez, podemos volver a derivar y obtenemos


∞∑


n=2


n(n−1)xn−2 =
2


(1−x)3 |x| < 1


Ası́ podemos seguir. Pero también podemos invertir el proceso: en vez de derivar la serie (9.12),


podemos construir una primitiva suya.


El cálculo de una primitiva de una función definida por una serie de potencias es inme-


diato. Si la función viene dada por


f (x) =


∞∑


n=0


cn(x−a)n |x−a| < R
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Entonces, en virtud del teorema de derivación, la primitiva de f que coincide con f en el punto


x = a es


F(x) = f (a)+


∞∑


n=0


cn


n+1
(x−a)n+1 |x−a| < R


De la igualdad (9.12), se deduce ahora que


− log(1−x) =


∞∑


n=0


1
n+1


xn+1 |x| < 1


Y, cambiando x por −x en esta igualdad, obtenemos


log(1+x) =


∞∑


n=0


(−1)n


n+1
xn+1 |x| < 1


Definición de las funciones trigonométricas


Las series de potencias proporcionan la herramienta adecuada para definir con comodi-


dad la función seno. Olvida ahora todo lo que sabes de la función seno. ¿Lo has olvidado ya?


Sigamos.


Como la serie de potencias
∑


n>0


(−1)n


(2n+1)!
x2n+1 tiene radio de convergencia R= +∞ la suma


de dicha serie está definida en todo R.


9.25 Definición. La función seno es la función sen:R→ R definida para todo x∈R por


senx =


∞∑


n=0


(−1)n


(2n+1)!
x2n+1


A partir de esta definición se obtienen las propiedades usuales de la función seno. La fun-


ción coseno se define como la derivada de la función seno. Las demás funciones trigonométri-


cas se definen, como puedes imaginar, a partir del seno y el coseno. El número π se define como


el mı́nimo número positivo en el que se anula el seno (hay que probar su existencia con ayuda


del teorema de Bolzano).


No es mi propósito proseguir este estudio sino solamente dejarte indicado el camino.


9.3.2. Ejercicios propuestos


249. Estudia la convergencia las siguientes series de potencias.


a)
∑


n>1


zn


n!
b)
∑


n>1


(n+1)n


nn+1 zn c)
∑


n>1


nαzn


d)
∑


n>1


nn


n!
zn e)


∑


n>1


3 ·5· · ·(3n+1)


5 ·10· · ·5n
zn f)


∑


n>1


zn


1+1/2+ · · ·+1/n


Estudia en los casos c)y f), el comportamiento de la serie en los puntos de la circunferen-


cia unidad.
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250. Dada la serie de potencias
∑


n>1


(
n2 +


1
n


)
(x−1)n


Calcula su radio de convergencia. Estudia la convergencia en los extremos del intervalo


de convergencia. Calcula su suma.


251. Calcula el desarrollo de Taylor en a = 0 de ña función


f (x) =
x2−3x+1
x2−5x+6


e indica su dominio de convergencia.


Sugerencia. Usa la descomposición en fracciones simples.


252. Sea la serie de potencias
∑


n>0


(2n+1−n)xn. Calcula su dominio de convergencia y su suma.


253. Sea la serie de potencias
∑


n>0


(
(−1)n


(n+1)2n −
n
3n


)
xn. Calcula su dominio de convergencia y su


suma.


254. Calcula, por medio de series de potencias primitivas de las funciones sen(x2), exp(x2),√
1+x3.
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Lección10


Cálculo diferencial en Rn


10.1. Estructura eucĺıdea y topologı́a de Rn


Como sabes, Rn es un espacio vectorial en el que suele destacarse la llamada base canóni-


ca formada por los vectores {e1,e2, . . . ,en} donde ek es el vector cuyas componentes son todas


nulas excepto la que ocupa el lugar k que es igual a 1. Dados dos vectores x = (x1,x2, . . . ,xn)


y = (y1,y2, . . . ,yn) se define su producto escalar a por:


〈
x
∣∣y
〉


=


n∑


k=1


xkyk = x1y1 +x2y2 + · · ·+xnyn


Este producto escalar se llama producto escalar euclı́deo. Observa que el producto escalar de


dos vectores no es un vector sino un número real. La notación x.y es frecuentemente usada en


los libros de Fı́sica para representar el producto escalar de los vectores x e y.


Las siguientes propiedades del producto escalar se deducen fácilmente de la definición:


•
〈
x
∣∣y
〉


=
〈
y
∣∣x
〉


para todos x,y∈Rn (simetŕıa).


•
〈
αx + βy


∣∣z
〉


= α
〈
x
∣∣z
〉
+ β


〈
y
∣∣z
〉


para todos α,β∈R y para todos x,y,z∈Rn (linealidad).


La norma eucĺıdea de un vector x se define por


‖x‖ =
√〈


x
∣∣x
〉


=


√√√√
n∑


k=1


x2
k


Desigualdad de Cauchy-Schwarz.


Para todos x,y∈Rn se verifica que
∣∣〈x
∣∣y
〉∣∣ 6 ‖x‖‖y‖. Además, supuesto que x e y no son nulos,


la igualdad
∣∣〈x
∣∣y
〉∣∣ = ‖x‖‖y‖ equivale a que hay un número λ∈R tal que x = λy (es decir, los


vectores x e y están en una misma recta que pasa por el origen).
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Desigualdad triangular.


Para todos x,y∈Rn se verifica que ‖x + y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖. Además, supuesto que x e y no son nulos,


la igualdad ‖x + y‖ = ‖x‖+‖y‖ equivale a que hay un número λ > 0 tal que x = λy (es decir, los


vectores x e y están en una misma semirrecta que pasa por el origen).


10.1 Definición. Se dice que los vectores x e y son ortogonales, y escribimos x ⊥ y, cuando su


producto escalar es cero. Se dice que un vector x es ortogonal a un conjunto de vectores E ⊂ Rn


cuando x es ortogonal a todo vector en E. Un conjunto de vectores no nulos que son mutua-


mente ortogonales se dice que es un conjunto ortogonal de vectores; si, además, los vectores


tienen todos norma 1 se dice que es un conjunto ortonormal de vectores. Una base vectorial


que también es un conjunto ortogonal (ortonormal) se llama una base ortogonal (ortonormal).


Si x e y son vectores no nulos, el vector


∏
y(x) =


〈
x
∣∣y
〉


〈
y
∣∣y
〉y


se llama proyección ortogonal de x sobre y.


Puedes comprobar que el vector x−∏y(x) es ortogonal a y. En particular, si y es un vector


unitario (de norma 1) entonces el vector x−
〈
x
∣∣y
〉


y es ortogonal a y.


10.1.1. Ejercicios propuestos


255. Prueba la desigualdad de Cauchy-Schwarz.


Sugerencia. Comprueba que la ecuación
〈
x−λy


∣∣x−λy
〉


= 0, en la que λ es un número


real arbitrario y x e y son vectores que se suponen fijos, es un trinomio de segundo grado


en la variable λ. Ten en cuenta que dicho trinomio toma siempre valores mayores o iguales


que cero (¿por qué?) lo que proporciona información sobre su discriminante.


255. Prueba la desigualdad triangular.


Sugerencia. Una estrategia para probar desigualdades entre normas eucĺıdeas es elevar al


cuadrado. La desigualdad ‖x + y‖2
6
(
‖x‖+‖y‖


)2
es equivalente a la desigualdad triangu-


lar pero es muy fácil de probar desarrollando el término ‖x + y‖2 =
〈
x + y


∣∣x + y
〉


y usando


la desigualdad de Cauchy-Schwarz.


256. Teorema de Pitágoras. Prueba que los vectores x e y son ortogonales si, y solo si,


‖x + y‖2 = ‖x‖2 +‖y‖2.


257. Prueba que el vector x−
∏


y(x) es ortogonal a y.


10.2 Definición. Dados dos vectores x e y, el número ‖x−y‖ se llama la distancia (eucĺıdea)


entre x e y.


• Dados x∈Rn y r > 0, definimos B(x, r) = {y∈Rn : ‖x−y‖ < r}.
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• Un conjunto E ⊂ Rn se dice que es un conjunto abierto si para todo punto x∈E se verifica


que hay un número rx > 0 tal que B(x, rx) ⊂ E. Por convenio, el conjunto vacı́o, Ø, se considera


abierto.


• Es fácil comprobar que los conjuntos de la forma B(x, r) son conjuntos abiertos. El conjunto


B(x, r) se llama bola abierta de centro x y radio r.


• Un conjunto F ⊂ Rn se dice que es un conjunto cerrado si su complemento Rn \F es un


conjunto abierto.


• Dados x∈Rn y r > 0, definimos B(x, r) = {y∈Rn : ‖x−y‖ 6 r}. Es fácil comprobar que B(x, r)
es un conjunto cerrado. Se llama bola cerrada de centro x y radio r.


• Se dice que un conjunto E ⊂ Rn es acotado cuando hay un número M > 0 tal que ‖x‖ 6 M
para todo x∈E.


• Se dice que un conjunto K ⊂ Rn es compacto cuando es cerrado y acotado.


• Sea E ⊂ Rn. Decimos que un punto x∈Rn es adherente al conjunto E si toda bola abierta


centrada en x tiene puntos de E. El conjunto de todos los puntos adherentes a E se llama la


adherencia de E y se representa por E.


• Sea E⊂Rn. Decimos que un punto x∈Rn es un punto de acumulación del conjunto E si toda


bola abierta centrada en x tiene puntos de E distintos de x. El conjunto de todos los puntos de


acumulación de E se llama la acumulación de E y se representa por E ′.


• Sea E ⊂ Rn. El conjunto de todos los puntos adherentes a E y a Rn\E se llama la frontera de


E y se representa por Fr(E).


• Sea E ⊂ Rn. Decimos que un punto x∈E es un punto interior al conjunto E si hay alguna


bola abierta centrada en x contenida en E.


• Dados x∈Rn y r > 0, el conjunto S(x, r) = {y∈Rn : ‖x−y‖ = r} se llama esfera de centro x y


radio r.


• Representaremos por Π j la aplicación Π j : Rn → R que a cada vector x = (x1,x2, . . . ,xn)∈Rn


hace corresponder su coordenada j-ésima en la base canónica.


Π j(x) = Π j((x1,x2, . . . ,xn)) = x j


Las aplicaciones Π j , 16 j 6 n, ası́ definidas se llaman las proyecciones canónicas.


10.1.2. Ejercicios propuestos


258. Prueba que B(x, r) es un conjunto abierto.


259. Prueba que todo conjunto abierto es unión de bolas abiertas.


260. Prueba que la intersección de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto.


261. Prueba que la unión de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
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Cálculo diferencial e integral







Sucesiones en Rn 172


262. Prueba que B(x, r) es un conjunto cerrado.


263. Prueba que la intersección de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.


264. Da ejemplos de conjuntos que no sean abiertos ni cerrados.


265. Prueba que E = E∪Fr(E).


10.1.3. Sucesiones en Rn


10.3 Definición. Una sucesión {xm}de puntos deRn se dice que es convergente si hay un vector


x∈Rn tal que ‖xm−x‖ → 0. En tal caso escribimos lı́mm→∞{xm} = x o, simplemente, {xm} → x y


decimos que x es el ĺımite de la sucesión {xm}.


Una sucesión {xm} de puntos de Rn se dice que es acotada si hay un número M > 0 tal que


‖xm‖ 6M para todo m∈N.


Teniendo en cuenta la desigualdad


máx{|xk−yk| : 16 k6 n} 6 ‖x−y‖ 6
n∑


k=1


|xk−yk| (10.1)


Se deduce fácilmente que {xm} → x si, y sólo si, {Π j(xm)} → Π j(x) para (1 6 j 6 n), esto es, la


convergencia en Rn equivale a la convergencia por coordenadas.


10.4 Teorema (Teorema de Bolzano – Weierstrass). Toda sucesión acotada de puntos de Rn


tiene alguna sucesión parcial convergente.


10.5 Teorema (Caracterización de los conjuntos compactos). Un conjunto E ⊂Rn es compacto


si, y sólo si, toda sucesión de puntos de E tiene alguna sucesión parcial que converge a un punto


de E.


10.2. Campos escalares. Continuidad y ĺımite funcional


Reciben el nombre de campos escalares las funciones definidas en subconjuntos de Rn que


toman valores en R. Un campo escalar es, por tanto, una función real que depende de n varia-


bles.


Un campo escalar de una variables es, simplemente, una función real de variable real; un


campo escalar de dos variables es una función definida en un subconjunto del plano que toma


valores reales; un campo escalar de tres variables es una función definida en un subconjunto


del espacio que toma valores reales.


Los campos escalares de una o dos variables se pueden visualizar por medio de sus repre-


sentaciones gráficas que son, respectivamente, curvas en el plano o superficies en el espacio.


No es posible visualizar campos escalares de tres o más variables porque sus gráficas están en


espacios de dimensión mayor o igual que 4.
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Naturalmente, los campos escalares se pueden sumar y multiplicar al igual que lo hacemos


con las funciones reales.


10.6 Definición. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂Rn y sea a∈E. Se dice que


f es continuo en a si para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que se verifica ‖ f (x)− f (a)‖ < ε siempre


que x∈E y ‖x−a‖ < ε.


Se dice que f es continuo en un conjunto A⊂ E si f es continuo en todo punto a∈A.


Un ejemplo de campo escalar continuo lo proporcionan las proyecciones canónicas Π j pues


se tiene que ∣∣Π j(x)−Π j(y)
∣∣=
∣∣x j −y j


∣∣ 6 ‖x−y‖


de donde se deduce enseguida la continuidad de Π j .


10.7 Proposición. a) Si f y g son campos escalares definidos en un conjunto E ⊂ Rn, se verifica


que los campos escalares f +g y f g son continuos en todo punto de E donde f y g sean continuos.


Y si f no se anula en E, el campo escalar 1/ f es continuo en todo punto de E donde f sea continuo.


b) Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂Rn y sea h una función real de variable


real continua definida en un intervalo I que contiene la imagen de f , I ⊃ f (E). Entonces el campo


escalar h◦g es continuo en todo punto de E donde f sea continuo.


Los campos escalares más sencillos son las funciones polinómicas de varias variables. Di-


chas funciones se obtienen como sumas de productos de las proyecciones canónicas y son, por


tanto, continuas.


Para n = 3 las proyecciones canónicas son


Π1((x,y,z)) = x, Π2((x,y,z)) = y, Π3((x,y,z)) = z


Un producto de estas funciones es una función de la forma f (x,y,z) = xmypzq donde m, p,q son


números naturales o nulos. Las funciones polinómicas en tres variables son combinaciones


lineales de este tipo de funciones.


Las funciones racionales de n variables son las funciones de la forma


R(x1,x2, . . . ,xn) =
P(x1,x2, . . . ,xn)


Q(x1,x2, . . . ,xn)


Donde P(x1,x2, . . . ,xn) y Q(x1,x2, . . . ,xn) son funciones polinómicas de n variables. El dominio


natural de definición de una función racional es el conjunto de puntos donde no se anula el


denominador Ω = {x∈Rn : Q(x) , 0}. Las funciones racionales son continuas en su conjunto


natural de definición.


Componiendo funciones continuas reales de una variable con funciones polinómicas y ra-


cionales en varias variables obtenemos muchı́simos ejemplos de campos escalares continuos.


Aquı́ tienes unos pocos.


f (x,y) = sen(xy), f (x,y) = log(1+x2+y2), f (x,y,z) =
1+xy2+xz2


2+arctg(xyz)
, f (x,y,z) = cos(


√
y2 +z2)


El siguiente resultado establece la relación entre la continuidad y el ĺımite secuencial.
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10.8 Proposición. Sea Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ Rn y sea a∈E. Equi-


valen las siguientes afirmaciones:


a) f es continua en a.


b) Para toda sucesión {xn} de puntos de E tal que {xn}→ a se verifica que { f (xn)} → f (a).


El siguiente resultado se demuestra de la misma forma que su análogo para funciones reales.


10.9 Teorema (Teorema de Weierstrass). Todo campo escalar continuo en un conjunto com-


pacto alcanza en dicho conjunto un valor máximo absoluto y un valor mı́nimo absoluto.


Dicho de otra forma, si K ⊂ Rn es un conjunto compacto y f es un campo escalar continuo


en K, entonces hay puntos a∈K, b∈K tales que f (a) 6 f (x) 6 f (b) para todo x∈K.


10.10 Definición. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ Rn y sea a∈E ′. Se dice


que f tiene ĺımite en a si hay un número L∈R con la propiedad de que para todo ε > 0 existe


un δ > 0 tal que se verifica ‖ f (x)−L‖ < ε siempre que x∈E y 0 < ‖x−a‖ < ε. Simbólicamente


escribimos lı́m
x→a


f (x) = L. El número L se llama lı́mite de f en a.


El siguiente resultado establece la relación entre el ĺımite funcional y el ĺımite secuencial.


10.11 Proposición. Sea Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ Rn y sea a∈E ′.
Equivalen las siguientes afirmaciones:


a) lı́m
x→a


f (x) = L.


b) Para toda sucesión {xn} de puntos de E distintos de a, tal que {xn} → a se verifica que


{ f (xn)}→ L.


10.2.1. Curvas en Rn


Una curva en Rn es una aplicación continua γ : [a,b] → Rn. El punto γ(a) se llama origen y el


punto γ(b) extremo de la curva. Naturalmente, como γ(t)∈Rn podremos expresarlo por medio


de sus componentes en la base canónica que serán funciones de t.


γ(t) = (γ1(t),γ2(t), . . . ,γn(t))


Las funciones γk(t) se llaman funciones componentes de γ. Se dice que γ es derivable en un


punto t cuando todas sus funciones componentes son derivables en dicho punto, en cuyo la


derivada de γ en t es, por definición, el vector


γ ′(t) = (γ1
′(t),γ2


′(t), . . . ,γn
′(t))


Dado un punto a = γ(t0) tal que γ ′(t0), 0, se define la recta tangente a γ en el punto a (aunque es


más apropiado decir en el punto t0) como la recta de ecuación paramétrica a + t γ ′(t0), es decir,


la recta que pasa por a con vector de dirección γ ′(t0).


Cuando se interpreta γ(t) como la función de trayectoria de un móvil, entonces su velocidad


en un instante t es el vector γ ′(t) y su rapidez es ‖γ ′(t)‖. La distancia que recorre dicho móvil
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entre dos instantes t = a y t = b viene dada por


bw


a


‖γ ′(t)‖ dt .


10.12 Definición. Un conjunto abierto Ω ⊂Rn con la propiedad de que cualesquiera dos de sus


puntos pueden unirse por una curva que queda dentro de Ω se llama un dominio.


Intuitivamente, un dominio es un conjunto abierto de un solo trozo. Los dominios desem-


peñan en Rn un papel similar al de los intervalos en R.


10.3. Derivadas parciales. Vector gradiente


Acabamos de ver que los conceptos de continuidad y ĺımite para funciones reales de una


variable se generalizan fácilmente para campos escalares de varias variables. No ocurre lo mis-


mo con el concepto de derivabilidad el cual no puede generalizarse de forma inmediata. La


razón es que el concepto de derivabilidad hace intervenir la división de números reales, pues


una derivada es un ĺımite de cocientes incrementales, y en Rn no podemos dividir por vecto-


res, es decir, la estructura algebraica de Rn no permite generalizar algo parecido a un “cociente


incremental”. Si f es un campo escalar de dos o más variables, la expresión


f (x)− f (a)


x−a


no tiene ningún sentido.


Otra diferencia importante es que en la recta real, R, solamente podemos acercarnos a un


punto de ella a través de la propia recta, mientras que en Rn para n > 2 hay muchı́simas más


posibilidades de acercarse a un punto dado; por ejemplo, podemos acercarnos a través de cual-


quier curva que pase por dicho punto. Surge ası́ una primera idea que consiste en acercarse a


un punto dado a través de una recta dada. Parece que esta situación es más parecida a lo que


conocemos para funciones reales de una variable.


10.13 Definición. Una dirección en Rn es un vector de norma 1.


• Dados un punto a∈Rn y una dirección u, la recta que pasa por a con dirección u es la imagen


de la aplicación γ : Rn → R dada por γ(t)= a+tu, es decir, es el conjunto de puntos {a + tu : t∈R}.


• Sea f un campo escalar definido en un conjunto abierto E ⊂ Rn, sea a∈E y u una dirección.


Se define la derivada de f en a en la dirección u como el ĺımite


Du f (a) = lı́m
t→0


f (a + t u)− f (a)


t
(10.2)


supuesto, claro está, que dicho ĺımite exista.


• Las derivada direccional de un campo escalar f en un punto a en la dirección del vector ek


de la base canónica, se llama derivada parcial de f en a respecto a la variable k-ésima. Está de-
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finida por


Dek f (a) = lı́m
t→0


f (a + t ek)− f (a)


t
= lı́m


t→0


f (a1, . . . ,ak + t, . . . ,an)− f (a1, . . . ,ak, . . . ,an)


t


= lı́m
xk→ak


f (a1, . . . ,xk, . . . ,an)− f (a1, . . . ,ak, . . . ,an)


xk−ak
(10.3)


y se representa con los sı́mbolos Dk f (a) y
∂ f
∂xk


(a).


Observa que las derivadas que acabamos de definir son derivadas de funciones reales de


una variable real pues, para calcular la derivada de un campo escalar f en un punto a en la


dirección u lo que se hace es derivar en t = 0 la función t 7→ f (a+ t u) que es una función real de


una variable real.


Observa que la segunda igualdad de (10.3) nos dice que, para calcular la derivada parcial


Dk f (a), lo que se hace es derivar f respecto a la variable k-ésima considerando fijas las demás


variables. Por eso se llaman derivadas parciales.


10.3.1. Interpretación geométrica de las derivadas parciales


Es importante que entiendas el significado de las derivadas parciales de una función en un


punto. Para poder visualizarlo vamos a considerar un campo escalar f de dos variables definido


en E ⊂ R2. Fijemos un punto (a,b). Las derivadas parciales de f en (a,b) son, por definición


D1 f (a,b) = lı́m
t→0


f (a+ t,b)− f (a,b)


t
= lı́m


x→a


f (x,b)− f (a,b)


x−a


D2 f (a,b) = lı́m
t→0


f (a,b+ t)− f (a,b)


t
= lı́m


y→b


f (a,y)− f (a,b)


y−b


Es decir, lo que hacemos es derivar las funciones parciales x 7→ f (x,b) y y 7→ f (a,y) en los puntos


x = a e y = b respectivamente.


La gráfica de f , es decir, el conjunto S= {(x,y, f (x,y)) : (x,y)∈E} es una superficie en R3. Las


funciones


γ1(x) = (x,b, f (x,b)), γ2(y) = (a,y, f (a,y))


son curvas contenidas en dicha superficie que pasan por el punto (a,b). Dichas curvas se obtie-


nen cortando la superficie Spor los planos y= b y x= a respectivamente. Los vectores tangentes


a dichas curvas en los puntos γ1(a) y γ2(b) son, respectivamente


γ1
′(a) = (1,0,D1 f (a,b)), γ2


′(b) = (0,1,D2 f (a,b))


En la figura (10.1) se ha representado la gráfica de f y las curvas obtenidas cortándola por los


planos x = a e y = b junto a sus vectores tangentes en el punto (a,b)
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Figura 10.1: Derivadas parciales


Cuando un campo escalar f tiene derivadas parciales en todos los puntos de un conjunto


E ⊂ Rn, podemos definir las funciones derivadas parciales de f , Dk f : E → R que a cada punto


x∈E hace corresponder el número Dk f (x). Dichas funciones son también campos escalares.


10.14 Definición. Sea f un campo escalar. Se define el vector gradiente de f en un punto a
como el vector


∇ f (a) =
(
D1 f (a),D2 f (a), . . . ,Dn f (a)


)


supuesto, claro está, que dichas derivadas parciales existan.


Supongamos que f es una función real de una variable real. La derivabilidad de f en un


punto a∈R se expresa por


lı́m
x→a


f (x)− f (a)


x−a
= f ′(a) ⇐⇒ lı́m


x→a


f (x)− f (a)− f ′(a)(x−a)


x−a
= 0


Recuerda que la recta de ecuación cartesiana y = f (a) + f ′(a)(x− a) es la recta tangente a la


gráfica de f en el punto (a, f (a)).


Si ahora f es un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ Rn, cuyo vector gradiente ∇ f (a)


está definido en un punto a∈E, podemos considerar el hiperplano en Rn+1 de ecuación car-


tesiana xn+1 = f (a) +
〈
∇ f (a)


∣∣x−a
〉
. Este hiperplano pasa por el punto (a, f (a))∈Rn+1 y es la


generalización natural de la recta tangente a la gráfica de una función. Observa el parecido


formal entre las expresiones


y = f (a)+ f ′(a)(x−a), xn+1 = f (a)+
〈
∇ f (a)


∣∣x−a
〉


Ambas representan hiperplanos (un hiperplano enR2 es una recta) y la segunda se deduce de la


primera sustituyendo la derivada por el vector gradiente y el producto usual de números reales


por el producto escalar de vectores. Esto nos lleva a la siguiente definición.
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10.3.2. Campos escalares diferenciables


10.15 Definición. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ Rn y sea a un punto


interior de E. Supongamos que está definido el vector gradiente ∇ f (a). Se dice que f es dife-


renciable en a si se verifica que


lı́m
x→a


f (x)− f (a)−
〈
∇ f (a)


∣∣x−a
〉


‖x−a‖ = 0 (10.4)


Definamos


R(x,a) =
f (x)− f (a)−


〈
∇ f (a)


∣∣x−a
〉


‖x−a‖
La igualdad (10.4) dice que lı́m


x→a
R(x,a) = 0. Con lo que, otra forma equivalente de escribir la


igualdad (10.4) es la siguiente.


f (x) = f (a)+
〈
∇ f (a)


∣∣x−a
〉
+R(x,a)‖x−a‖ donde lı́m


x→a
R(x,a) = 0 (10.5)


10.16 Definición. Sea f un campo escalar diferenciable en un punto a. El hiperplano en Rn+1


de ecuación cartesiana


xn+1 = f (a)+
〈
∇ f (a)


∣∣x−a
〉


se llama hiperplano tangente a f en a o hiperplano tangente a la gráfica de f en el punto


(a, f (a)).


10.17 Proposición. Sea f un campo escalar diferenciable en un punto a y sea u una dirección en


Rn. Entonces se verifica que


Du f (a) =
〈
∇ f (a)


∣∣u
〉


Demostración. En la igualdad (10.5) pongamos x = a + t u con lo que obtenemos


f (a + t u) = f (a)+
〈
∇ f (a)


∣∣ t u
〉
+R(a + t u,a)‖t u‖ = f (a)+ t


〈
∇ f (a)


∣∣u
〉
+R(a + tu,a) |t| =⇒


lı́m
t→0


f (a + t u)− f (a)


t
= lı́m


t→0
R(a + t u,a)


|t|
t


= 0 2


10.18 Corolario. Sea f un campo escalar diferenciable en un punto a con vector gradiente no


nulo en a.


a) La dirección en la que la derivada direccional de f en a es máxima es la dirección dada por


el gradiente, es decir, la dirección u =
∇ f (a)


‖∇ f (a)‖ .


b) La dirección en la que la derivada direccional de f en a es mı́nima es la dirección opuesta


a la dada por el gradiente, es decir, la dirección v = − ∇ f (a)


‖∇ f (a)‖ .


Demostración. Las afirmaciones hechas son consecuencia de la proposición anterior y de la


desigualdad de Cauchy–Schwarz, pues para toda dirección w se tiene que
∣∣〈∇ f (a)


∣∣w
〉∣∣ 6 ‖∇ f (a)‖‖w‖ = ‖∇ f (a)‖


Y la igualdad se da si, y solo si, hay un número λ∈R tal que w = λ∇ f (a). Tomando normas


en esta igualdad se deduce que |λ| = 1/‖∇ f (a)‖, es decir las direcciones w que hacen máximo


|Dw f (a)| =
∣∣〈∇ f (a)


∣∣w
〉∣∣ son u =


∇ f (a)


‖∇ f (a)‖ y v = − ∇ f (a)


‖∇ f (a)‖ .
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Para la primera se tiene que


Du f (a) =


〈
∇ f (a)


∣∣∣∣
∇ f (a)


‖∇ f (a)‖


〉
=


1
‖∇ f (a)‖


〈
∇ f (a)


∣∣∇ f (a)
〉


= ‖∇ f (a)‖


que es el valor máximo que puede tener una derivada direccional.


Análogamente, para la segunda se tiene que


Dv f (a) = −‖∇ f (a)‖


que es el valor mı́nimo que puede tener una derivada direccional. 2


El resultado anterior nos dice que el vector gradiente en un punto señala la dirección en la


que el campo tiene máximo crecimiento en dicho punto. Mientras que en la dirección opuesta a


la del vector gradiente en un punto el campo tiene máximo decrecimiento.


10.19 Proposición. Sean f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ Rn y γ una curva


en Rn que toma valores en el conjunto E. Supongamos que γ es derivable en un punto t0 y que


f es diferenciable en el punto a = γ(t0)∈E. Entonces se verifica que la función h(t) = f (γ(t)) es


derivable en t0 y su derivada viene dada por


h′(t0) =
〈
∇ f (a)


∣∣ γ ′(t0)
〉


=


n∑


k=1


Dk f (a)γk
′(t0) (10.6)


Demostración. Se tiene que


h(t)−h(t0) = f (γ(t))− f (γ(t0)) =
〈
∇ f (a)


∣∣γ(t)− γ(t0)
〉
+R(γ(t),γ(t0))‖γ(t)− γ(t0)‖


Dividiendo por t − t0 tenemos


h(t)−h(t0
t − t0


=
f (γ(t))− f (γ(t0))


t − t0
=


〈
∇ f (a)


∣∣∣∣
γ(t)− γ(t0)


t − t0


〉
+R(γ(t),γ(t0))


‖γ(t)− γ(t0)‖
t − t0


Teniendo en cuenta que lı́m
t→t0


γ(t)− γ(t0)
t − t0


= γ ′(t0) se deduce que


lı́m
t→t0


h(t)−h(t0)
t − t0


=
〈
∇ f (a)


∣∣ γ ′(t0)
〉


como queŕıamos demostrar. 2


Que un campo escalar tenga derivadas parciales en un punto es una propiedad muy débil.


Por ejemplo, el campo escalar f (x,y) =
xy


x2 +y2 , f (0,0) = 0 tiene derivadas parciales nulas en


(0,0) pero no es continuo en dicho punto. La propiedad de ser diferenciable es mucho más


fuerte que tener derivadas parciales. Por ejemplo, es fácil probar que un campo escalar dife-


renciable en un punto es continuo en dicho punto. El siguiente resultado proporciona una


condición suficiente de diferenciabilidad muy útil.


10.20 Teorema (Condición suficiente de diferenciabilidad). Un campo escalar que tiene deri-


vadas parciales continuas en un conjunto abierto es diferenciable en todo punto de dicho con-


junto.
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En la práctica suele suponerse que los campos escalares tienen derivadas parciales conti-


nuas. Esta hipótesis garantiza que son diferenciables y es suficiente para justificar la mayoŕıa


de los resultados que siguen.


Es sabido que una función derivable en un intervalo con derivada nula es constante. Para


campos escalares hay un resultado análogo. Observa la hipótesis de que el campo esté definido


en un dominio.


10.21 Proposición. Un campo escalar definido en un dominio con derivadas parciales nulas en


todo punto del mismo es constante.


En la siguiente sección te digo cómo calcular rectas y planos tangentes a curvas y superficies


considerando las distintas formas en que éstas pueden venir dadas. Mi propósito es esencial-


mente práctico, a saber, que entiendas la forma de proceder en cada caso; por lo que no me


preocupo de justificar con detalle todo lo que digo.


10.4. Rectas tangentes y planos tangentes


10.4.1. Curvas en el plano


Una curva Γ en el plano puede venir dada de tres formas:


a) Como la gráfica de una función y = f (x) donde x∈ I siendo I un intervalo de R.


Γ = {(x, f (x)) : x∈ I}


b) Por medio de ecuaciones paramétricas γ(t) = (x(t),y(t)).


Γ = γ(I) = {(x(t),y(t)) : t∈ I}


c) De forma implı́cita como el conjunto de puntos g(x,y) = 0 donde se anula una función dife-


renciable de dos variables.


Γ =
{
(x,y)∈R2 : g(x,y) = 0


}


Suele usarse la siguiente terminologı́a. Si h(x,y) es un campo escalar diferenciable, las curvas


de ecuación impĺıcita h(x,y) = c o, lo que es igual h(x,y)−c = 0, donde c es una constante, se


llaman curvas de nivel. Dichas curvas se obtienen cortando la gráfica de h con planos de la


forma z= c. Estas curvas son las que ves representadas en los mapas topográficos.


Observa que a) es un caso particular de c) (basta considerar g(x,y) = f (x)− y) y también es un


caso particular de b) (basta considerar γ(x) = (x, f (x))).


La tangente en un punto de Γ viene dada en cada caso como sigue.


a′) La tangente en un punto (a,b) = (a, f (a)) ∈ Γ es la recta de ecuación cartesiana y− b =


f ′(a)(x− a). El vector (1, f ′(a)) es tangente a Γ en el punto (a,b) y el vector ( f ′(a),−1) es


ortogonal a Γ en el punto (a,b).
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b′) La tangente en un punto γ(t0) = (a,b)∈Γ es la recta de ecuaciones paramétricas


(x,y) = γ(t0)+ t γ ′(t0) = (a,b)+ t(x′(t0),y′(t0))


El vector γ ′(t0) = (x′(t0),y′(t0)) es tangente a Γ en (a,b).


c′) La tangente en un punto (a,b)∈Γ es la recta de ecuación impĺıcita


〈
∇g(a,b)


∣∣(x−a,y−b)
〉
= 0


Se supone que ∇g(a,b) , 0 pues en otro caso, la tangente en (a,b) no está definida. El vector


gradiente ∇g(a,b) es ortogonal a Γ en el punto (a,b).


Estas últimas afirmaciones requieren alguna justificación. Para ello, supongamos que co-


nocemos una representación paramétrica local de Γ en torno al punto (a,b). Es decir, hay


una curva de la forma α(t) = (α1(t),α2(t))∈Γ que pasa por el punto (a,b) y que es deriva-


ble1. Pongamos α(t0) = (a,b). Por lo visto en b′), sabemos que la tangente a Γ en (a,b) es la


recta que pasa por el punto (a,b) con vector de dirección α ′(t0). Pongamos h(t) = g(α(t)).


En virtud de la igualdad (10.6), tenemos que h′(t) =
〈
∇g(α(t))


∣∣α ′(t)
〉


. Pero h(t) = 0, por lo


que h′(t) =
〈
∇g(α(t))


∣∣α ′(t)
〉


= 0. Resulta ası́ que el vector ∇g(α(t)) es ortogonal al vector


tangente α ′(t). En particular, el vector ∇g(a,b) es ortogonal al vector α ′(t0) tangente a Γ en


(a,b). Concluimos que la recta que pasa por (a,b) y tiene como vector ortogonal ∇g(a,b) es


la recta tangente a Γ en (a,b), pero dicha recta es justamente la recta de ecuación cartesiana〈
∇g(a,b)


∣∣(x−a,y−b)
〉
= 0.


De lo antes visto, merece la pena destacar la siguiente propiedad.


El vector gradiente ∇g(x,y) de un campo escalar es ortogonal en todo punto (x,y) (en el que


∇g(x,y) , 0) a la curva de nivel que pasa por dicho punto.


10.4.2. Superficies en R3


Una superficie Sen el espacio R3 puede venir dada de tres formas:


a) Como la gráfica de una función y = f (x,y) donde (x,y)∈A siendo A un conjunto de R2.


S= {(x,y, f (x,y)) : (x,y)∈A}


b) Por medio de ecuaciones paramétricas γ(s,t) = (x(s,t),y(s,t),z(s,t)) donde (s,t)∈A⊂ R2.


S= γ(A) = {(x(s,t),y(s,t),z(s,t)) : (s,t)∈A}


c) De forma impĺıcita como el conjunto de puntos g(x,y,z) = 0 donde se anula una función


diferenciable de tres variables.


S=
{
(x,y,z)∈R3 : g(x,y,z) = 0


}


Observa que a) es un caso particular de c) (basta considerar g(x,y,z) = f (x,y)− z) y también es


un caso particular de b) (basta considerar γ(s,t) = (s,t, f (s,t))). El plano tangente en un punto


de Sviene dada en cada caso como sigue.


1El teorema de la función impĺıcita, que se verá más adelante, garantiza la existencia de dicha curva siempre que el


vector gradiente ∇g(a,b) , 0.


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático
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a′) El plano tangente en un punto (a,b,c) = (a,b, f (a,b))∈Ses el plano de ecuación cartesiana


z− f (a,b) =
∂ f
∂x


(a,b)(x−a)+
∂ f
∂y


(a,b)(y−b)


Los vectores


(
1,0,


∂ f
∂x


(a,b)


)
y


(
0,1,


∂ f
∂y


(a,b)


)
son tangentes a Sen (a,b,c) y el vector


(
∂ f
∂x


(a,b),
∂ f
∂y


(a,b),−1


)


es ortogonal a Sen el punto (a,b,c).


b′) El plano tangente en un punto γ(s0,t0) = (a,b,c)∈Ses el plano de ecuaciones paramétricas


(x,y,z) = γ(s0,t0)+s
∂γ
∂s


(s0,t0)+ t
∂γ
∂t


(s0,t0)


Donde
∂γ
∂s


(s0, t0) =


(
∂x
∂s


(s0,t0),
∂y
∂s


(s0,t0),
∂z
∂s


(s0,t0)


)


y
∂γ
∂t


(s0, t0) =


(
∂x
∂t


(s0,t0),
∂y
∂t


(s0,t0),
∂z
∂t


(s0,t0)


)


Dichos vectores son tangentes a Sen (a,b,c).


c′) El plano tangente en un punto (a,b,c)∈Ses el plano de ecuación impĺıcita


〈
∇g(a,b,c)


∣∣(x−a,y−b,z−c)
〉
= 0


Se supone que ∇g(a,b,c) , 0 pues en otro caso, el plano tangente a Sen (a,b,c) no está defi-


nido. El vector gradiente ∇g(a,b,c) es ortogonal a Sen el punto (a,b,c).


Si g(x,y,z) es un campo escalar, las superficies de ecuación impĺıcita g(x,y,z) = c o, lo que


es igual g(x,y,z)−c = 0, donde c es una constante, se llaman superficies de nivel (cuando el


campo se interpreta como un potencial se llaman superficies equipotenciales). De lo dicho


en c′), se sigue que el vector gradiente ∇g(x,y,z) es ortogonal en todo punto (x,y,z) (en el que


∇g(x,y,z) , 0) a la superficie de nivel que pasa por dicho punto.


10.4.3. Curvas en R3


Una curva Γ en el espacio puede venir dada de dos formas.


a) Como intersección de dos superficies S1 y S2.


b) Por medio de ecuaciones paramétricas γ(t) = (x(t),y(t),z(t)) donde t∈I ⊂R e I es un intervalo.


Γ = γ(I) = {(x(t),y(t),z(t)) : t∈ I}


La tangente en un punto de Γ viene dada en cada caso como sigue.
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a′) La tangente en un punto (a,b,c)∈Γ es la recta intersección de los planos tangentes a S1 y a


S2 en (a,b,c). Por ejemplo, si las superficies vienen dadas por sus ecuaciones impĺıcitas.


{
S1 =


{
(x,y,z)∈R3 : f (x,y,z) = 0


}


S2 =
{
(x,y,z)∈R3 : g(x,y,z) = 0


} Γ =
{
(x,y,z)∈R3 : g(x,y,z) = f (x,y,z) = 0


}


Entonces, las ecuaciones impĺıcitas de la recta tangente son


{ 〈
∇ f (a,b,c)


∣∣ (x−a,y−b,z−c)
〉
= 0〈


∇g(a,b,c)
∣∣(x−a,y−b,z−c)


〉
= 0


Donde se supone que los vectores gradiente ∇ f (a,b,c), ∇g(a,b,c) son linealmente indepen-


dientes pues, en otro caso, la recta tangente a la curva Γ en (a,b,c) no está definida.


b′) La tangente en un punto γ(t0) = (a,b,c)∈Γ es la recta de ecuaciones paramétricas


(x,y,z) = γ(t0)+ t γ ′(t0) = (a,b,c)+ t(x′(t0),y′(t0),z′(t0))


El vector γ ′(t0) = (x′(t0),y′(t0),z′(t0)) es tangente a Γ en (a,b,c).


10.4.4. Derivadas parciales de orden superior


Supongamos un campo escalar f que tiene derivadas parciales Dk f en un conjunto E ⊂
Rn. Las funciones Dk f son también campos escalares que podemos, cuando se dejen, volver


a derivar parcialmente en puntos de E. Obtenemos de esta forma las derivadas parciales de


segundo orden de f , es decir las funciones D j(Dk f ), que se representan simbólicamente de las


formas


D jk f (x),
∂2 f


∂x j ∂xk
(x),


∂2f


∂x2
k


(x)


De forma análoga se definen las derivadas parciales de tercer orden de f como las derivadas


parciales de las derivadas parciales de segundo orden de f y se representan por


D jkm f (x),
∂3 f


∂x j ∂xk ∂xm
(x);


∂3 f


∂x3
k


(x);
∂3 f


∂x2
k∂x j


(x)


Es natural preguntarse si el orden en que se realizan las derivadas debe ser o no tenido en


cuenta. Afortunadamente, en la mayoŕıa de los casos podemos olvidarlo porque se verifica el


siguiente resultado.


10.22 Definición. Se dice que un campo escalar f es de clase Ck en un abierto E ⊂ Rn si f tiene


derivadas parciales de orden k continuas en E.


10.23 Teorema. Las derivadas parciales de orden menor o igual que k de un campo escalar de


clase Ck solamente dependen del número de veces que se deriva parcialmente respecto de cada


variable, pero el orden en que se realicen dichas derivaciones no afecta para nada al resultado


final.
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10.4.5. Ejercicios propuestos


Como para calcular derivadas parciales de una función de varias variables se consideran


fijas todas las variables menos aquella respecto a la que se deriva, calcular derivadas par-


ciales es lo mismo que derivar funciones de una variable. Solamente debes tener cuida-


do para darte cuenta qué tipo de función es la que tienes que derivar porque ello puede


depender de la variable respecto de la que derivas. Por ejemplo, la función f (x,y) = xy


cuando fijas y (para derivar respecto a x) es una función potencia (la variable está en la


base y el exponente está fijo) y cuando fijas x (para derivar respecto a y) es una función


exponencial (la variable está en el exponente y la base está fija).


Te recuerdo que es muy frecuente, sobre todo en libros de Fı́sica e ingenieŕıas diversas,


representar las funciones por letras. Ası́, lo que los matemáticos solemos escribir f (x,y) =


cos(xy)+xy2, para indicar que f es una función de dos variables x e y cuyo valor en el punto


(x,y) viene dado por cos(xy)+ xy2, suele expresarse de forma menos precisa en la forma


z= cos(xy)+ xy2, cuyo significado es exactamente el mismo que el anterior cambiando f


por z. Naturalmente, en vez de z puede usarse cualquier otro sı́mbolo que sea distinto de


x e y. Tienes que acostumbrarte a esta notación y entender cuándo una letra representa


una variable y cuándo representa una función.


267. Calcula las derivadas parciales de primer orden de los campos escalares:


(a) f (x,y) = x2y+z2x+ysen(xz) (b) z= (x2 +y3)e−xy (c) w = xez+zey+xyz.


268. Calcula las derivadas parciales de primer y segundo orden del campo f (x,y,z)=
xy


1+y2+z2 .


269. Calcula las derivadas parciales de primer y segundo orden de los campos escalares:


(a) z= sen
(


cos
(


exy
))


(b) w = log
(
4+arctg(x/y)


)
(c) u = tg


(
(xy)z


)
(d) v = arctg


(
zxy
)


Te recuerdo que una dirección viene dada por un vector de norma eucĺıdea 1. Si a y b son


puntos de Rn la dirección del punto a hacia el punto b viene dada por el vector
b−a


‖b−a‖ .


270. Calcula la derivada direccional de f (x,y) = log(1+
√


x2 +y2) en el punto (1,2) en la direc-


ción hacia el origen.


271. Calcula la derivada direccional de z(x,y) = arctg


(
xy


x2 +y2


)
en el punto (1,1) en la dirección


hacia el punto (2,1).


272. Calcula valores de a, b y c para que la derivada direccional de la función


f (x,y,z) = axy2 +byz+cz2x3


en el punto (1,2,−1) tenga un valor máximo igual a 64 en la dirección del eje OZ.


273. Calcula la ecuación de la recta tangente y de la recta normal a la elipse de ecuación


x2


a2 +
y2


b2 = 1


en un punto (u,v) de la misma.
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274. Considera la curva dada por las ecuaciones paramétricas x(t) = et +cost, y(t) = e−t +sent.
Calcula la ecuación de la recta tangente en el punto (x(0),y(0)).


274. Calcula, para los siguientes campos escalares, el vector normal en P0 a la curva de nivel


que pasa por dicho punto.


1. f (x,y) = arctg


(
y√


1+x2+y2


)
P0 = (1,1).


2. f (x,y) =
sen(x+y)


2+cos(x−y)
P0 = (π/2,π/4).


275. Calcula la derivada de h(x,y) =
x−y


1+ log(1+x2y2)
en el punto (−1,−1) en la dirección da-


da por el vector ortogonal (de norma 1) en el punto (1,1) a la curva de nivel del campo


f (x,y) = xy3 +x3y que pasa por dicho punto.


276. Calcula las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a cada una de las siguientes


superficies en el punto Po indicado.


z2−2x2−2y2−12= 0, Po(1,−1,4); z− log(x2 +y2) = 0, Po(1,0,0)


x2 +y2+z3−2x+4y+3z+1= 0, Po(3,4,−3); 4−x2−4z2 = y, Po(0,0,1)


z(xy−1)− (x+y) = 0, Po(1,2,3); z+ez+2x+2y−x2−y2−3 = 0, Po(1,1+
√


e,1)


277. Halla la ecuación de la tangente a la curva dada como intersección del elipsoide x2+4y2+


2z2 = 27y el hiperboloide x2 +y2−2z2 = 11en el punto (3,−2,1).


278. Calcula la ecuación de la recta tangente a la curva definida por la intersección de las su-


perficies z= xy, x2 +y2−2z= 4 en el punto (3,1,3). Comprueba el resultado expresando


la curva por sus ecuaciones paramétricas.


279. Calcula la ecuación de la recta tangente a la curva definida por la intersección de las su-


perficies 4xz= (x+z)y, 3z2 +y= 5x en el punto (1,2,1).


10.5. Extremos relativos


10.24 Definición. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ Rn. Se dice que f tiene


un máximo relativo (resp. mı́nimo relativo) en un punto a∈E, si a es un punto interior de E


y existe un número r > 0 tal que B(a, r) ⊂ E y f (x) 6 f (a) (resp. f (a) 6 f (x)) para todo x∈B(a, r).


Cuando estas desigualdades se verifican de forma estricta se dice que el máximo o el mı́nimo


relativo es estricto.


Los puntos en los que f tiene un máximo o un mı́nimo relativos se llaman extremos relati-


vos de f .


10.25 Proposición (Condición necesaria de extremo relativo). Sea f un campo escalar defi-


nido en un conjunto E ⊂ Rn y supongamos que f tiene un extremo relativo en un punto a∈E y


además que el vector gradiente de f en a está definido. Entonces se verifica que ∇ f (a) = 0. Es decir,


las derivadas parciales de primer orden de f en a son todas nulas.
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Demostración. Supongamos que f tiene un máximo relativo en a y sea r > 0 tal que B(a, r) ⊂ E


y f (x) 6 f (a) para todo x∈B(a, r). Definamos ϕ :]− r, r[→ R por ϕ(t) = f (a + tek). La función ϕ
está definida en el intervalo ]− r, r[ pues para todo t∈]− r, r[ se tiene que ‖a + tek−a‖= |t|< r por


lo que a+ tek∈B(a, r)⊂E. Además, para todo t∈]− r, r[ se tiene que ϕ(t) = f (a+ tek)6 f (a) = ϕ(0).


Luego ϕ tiene en t = 0 un máximo relativo. Además como, por hipótesis, existe Dk f (a), tenemos


que ϕ es derivable en t = 0. Luego ϕ ′(0) = 0, pero ϕ ′(0) = Dk f (a). 2


10.26 Definición. Los puntos donde se anula el gradiente de un campo escalar f se llaman


puntos crı́ticos de f . Los puntos cŕıticos de un campo escalar que no son extremos relativos se


llaman puntos de silla.


Si f es un campo escalar diferenciable, en los puntos cŕıticos el hiperplano tangente es “ho-


rizontal”.


La condición necesaria de extremo relativo no es suficiente. Por ejemplo, el campo escalar


f (x,y) = x2− y2 tiene un punto cŕıtico en (0,0), pero no tiene extremo relativo en dicho punto


pues en toda bola centrada en (0,0) toma valores positivos y negativos.


Al igual que para funciones de una variable, la derivada segunda proporciona una condición


suficiente de extremo relativo, para campos escalares de varias variables las derivadas parciales


de segundo orden nos van a permitir dar una condición suficiente de extremo relativo. Necesi-


taremos para ello el siguiente resultado.


10.27 Proposición. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ Rn y supongamos que


f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas en un punto a interior de E . Sea r > 0 tal


que B(a, r) ⊂ E. Entonces para todo x con ‖x‖ < r se tiene que


f (a + x) = f (a)+


n∑


k=1


Dk f (a)xk +
1
2


n∑


j=1


n∑


k=1


D j ,k f (a)xkx j +‖x‖2 ϕ(x) con lı́m
x→0


ϕ(x) = 0 (10.7)


Demostración. Fijemos el vector x en las condiciones del enunciado y definamos la función


hx(t) = f (a + tx). Dicha función está definida en un intervalo abierto I ⊃ [−1,1] y es dos veces


derivable en t = 0. El teorema de Taylor–Young dice que


hx(t) = hx(0)+hx
′(0)t +


1
2


hx
′′(0)t2 + t2r(t,x) (10.8)


con lı́m
t→0


r(t,x) = 0. Pongamos γ(t) = a + tx, con lo cual hx(t) = f (γ(t)). Por (10.6) tenemos que


hx
′(t) =


n∑


j=1


D j f (γ(t))γ ′ j(t) =


n∑


j=1


D j f (γ(t))x j (10.9)


Donde hemos tenido en cuenta que las componentes de γ son γ j(t) = a j + tx j . En particular


hx
′(0) =


n∑


j=1


D j f (a)x j (10.10)


Volviendo a derivar la igualdad (10.9) en t = 0, aplicando otra vez la misma regla de derivación


a los campos escalares D j f (γ(t)), obtenemos


hx
′′(0) =


n∑


j=1


(
n∑


k=1


D j ,k f (a)xk


)
x j =


n∑


j=1


n∑


k=1


D j ,k f (a)xkx j (10.11)
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Sustituyendo las igualdades (10.10) y (10.11) en (10.8) y haciendo t = 1 obtenemos


f (a + x) = f (a)+


n∑


k=1


Dk f (a)xk +
1
2


n∑


j=1


n∑


k=1


D j ,k f (a)xkx j + r(1,x)


Solo queda probar que r(1,x) puede escribirse en la forma r(1,x) = ‖x‖2 ϕ(x) con lı́mx→0 ϕ(x) = 0
pero esto vamos a dejarlo para otra ocasión. 2


10.28 Definición. Sea f un campo escalar de n variables que tiene derivadas parciales de se-


gundo orden continuas en un punto a. La matriz n×n


H( f ,a) =
(
Di j f (a)


)
16i, j6n


se llama matriz hessiana de f en a.


Observa que la matriz hessiana es simétrica porque Di j f (a) = D ji f (a). En consecuencia, di-


cha matriz define una forma cuadrática, que representaremos por Q( f ,a), que viene dada para


todo x = (x1,x2, . . . ,xn)∈Rn por


Q( f ,a)(x) = x.H( f ,a).xt =


n∑


j=1


n∑


k=1


D j ,k f (a)xkx j


donde el punto “.” indica producto matricial y xt es el vector columna x. Con esta notación


podemos escribir la igualdad (10.7) en la forma


f (a + x) = f (a)+
〈
∇ f (a)


∣∣x
〉
+


1
2


Q( f ,a)(x)+‖x‖2 ϕ(x) donde lı́m
x→0


ϕ(x) = 0 (10.12)


Si suponemos que a es un punto cŕıtico de f podemos escribir


f (a + x) = f (a)+
1
2


Q( f ,a)(x)+‖x‖2 ϕ(x) donde lı́m
x→0


ϕ(x) = 0 (10.13)


De donde se sigue que


f (a + x)− f (a)


‖x‖2 =
1


2‖x‖2 Q( f ,a)(x)+ ϕ(x) donde lı́m
x→0


ϕ(x) = 0


Teniendo en cuenta que las formas cuadráticas son polinomios homogéneos de grado 2, es


decir, Q( f ,a)(λx) = λ2Q( f ,a)(x), se tiene que
1


2‖x‖2 Q( f ,a)(x) =
1
2


Q( f ,a)(x/‖x‖). Resulta ası́ la


igualdad
f (a + x)− f (a)


‖x‖2 =
1
2


Q( f ,a)(x/‖x‖)+ ϕ(x) donde lı́m
x→0


ϕ(x) = 0 (10.14)


10.29 Definición. Una forma cuadrática Q(x) =
∑n


i, j=1 αi j xix j se llama:


• Positiva definida si Q(x) > 0 para todo x∈Rn con x , 0.


• Semidefinida positiva si Q(x) > 0 para todo x∈Rn.


• Positiva negativa si Q(x) < 0 para todo x∈Rn con x , 0.


• Semidefinida negativa si Q(x) 6 0 para todo x∈Rn.


• No definida si hay vectores x para los que Q(x) > 0 y hay vectores x para los que Q(x) < 0.
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10.30 Teorema. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ Rn y supongamos que f


tiene derivadas parciales de segundo orden continuas en un punto a interior de E que además es


un punto crı́tico de f . Sea Q( f ,a) la forma cuadrática asociada a la matriz hessiana de f en a.


Q( f ,a)(x) = x.H( f ,a).xt =


n∑


j=1


n∑


k=1


D j ,k f (a)xkx j


a) Si la forma cuadrática Q( f ,a) es definida positiva entonces f tiene en a un mı́nimo relativo


estricto.


b) Si la forma cuadrática Q( f ,a) es definida negativa entonces f tiene en a un máximo relativo


estricto.


c) Si la forma cuadrática Q( f ,a) es no definida entonces f tiene un punto de silla en a.


d) Si f tiene un máximo relativo en a entonces la forma cuadrática Q( f ,a) es semidefinida


negativa.


e) Si f tiene un mı́nimo relativo en a entonces la forma cuadrática Q( f ,a) es semidefinida


positiva.


Demostración. Como Q( f ,a) es una función polinómica y, por tanto, continua, y la esfera uni-


dad deRn, S(0,1)= {u∈Rn : ‖u‖ = 1}, es un conjunto compacto, en virtud del teorema de Weiers-


trass, dicha función alcanza un mı́nimo valor y un máximo valor en S(0,1). Sea


m= mı́n{Q( f ,a)(u) : ‖u‖ = 1} , M = máx{Q( f ,a)(u) : ‖u‖ = 1}


a) Supongamos que Q( f ,a) es definida positiva. Entonces se tiene que m> 0. y, por la igualdad


(10.14), tenemos que


f (a + x)− f (a)


‖x‖2 =
1
2


Q( f ,a)(x/‖x‖)+ ϕ(x) >
m
2


+ ϕ(x) donde lı́m
x→0


ϕ(x) = 0


La condición lı́m
x→0


ϕ(x) = 0 garantiza la existencia de un número s> 0 tal que |ϕ(x)|< m/4 siempre


que 0 < ‖x‖ < s. En consecuencia, si en la desigualdad anterior suponemos que 0 < ‖x‖ < s, se


tiene
f (a + x)− f (a)


‖x‖2 >
m
2


+ ϕ(x) >
m
2
− m


4
=


m
4


> 0


Deducimos que f (a+x)− f (a) > 0 para todo x con 0 < ‖x‖< s. O, lo que es igual, f (z)− f (a) > 0
para todo z tal que 0 < ‖z−a‖ < s. Lo que prueba que f tiene en a un mı́nimo relativo estricto.


Los demás puntos se prueban de forma parecida. 2


Para poder usar el resultado anterior hay que saber clasificar una forma cuadrática. Hay


varios procedimientos sencillos para ello. Los dos que siguen a continuación son los que me


parecen más cómodos.


Clasificación de formas cuadráticas


Sean A =
(
ai j
)


16i, j6n una matriz simétrica de números reales y


QA (x) = x.A .x t =


n∑


i, j=1


ai j x
ix j (10.15)
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la forma cuadrática definida por A . Los valores propios de A son las raı́ces del polinomio carac-


teŕıstico p(λ), que se define como el determinante de la matriz A −λ I :


p(λ) =
∣∣A −λ I


∣∣


Es sabido que, en la situación que estamos considerando, las raı́ces de dicho polinomio son


todas reales.


Sean λ j (16 j 6 n) los valores propios deA . Se demuestra que hay una base B = {u1,u2, . . . ,un}
en Rn tal que para todo vector x∈Rn se tiene que


QA (x) =


n∑


j=1


λ jx
2
j


donde (x1,x2, . . . ,xn) son los coordenadas del vector x en la base B. De aquı́ se siguen los siguien-


tes criterios.


• La forma cuadrática QA es definida positiva si, y sólo si, todos los valores propios de A son


positivos.


• La forma cuadrática QA es definida negativa si, y sólo si, todos los valores propios de A son


negativos.


• La cuadrática QA es no definida si, y sólo si, A tiene valores propios positivos y negativos.


• La forma cuadrática QA es semidefinida positiva si, y sólo si, todos los valores propios de A


son mayores o iguales que 0.


• La forma cuadrática QA es semidefinida negativa si, y sólo si, todos los valores propios de A


son menores o iguales que 0.


Para aplicar estos criterios no es preciso calcular los valores propios de A sino solamente


saber cuántos de ellos son positivos, negativos o nulos. Afortunadamente, hay un criterio que


nos proporciona esta información sin más que observar los coeficientes del polinomio carac-


teŕıstico.


10.31 Proposición (Regla de los signos de Descartes). Sea f (x) = anxn +an−1xn−1+ · · ·+a1x+a0


un polinomio con coeficientes reales y cuyas raı́ces son todas números reales. Se verifica entonces


que:


a) El número de raı́ces positivas de f (contando multiplicidades) es igual al número de cam-


bios de signo en la sucesión (an,an−1, . . . ,a1,a0) de los coeficientes de f .


b) El número de raı́ces negativas de f (contando multiplicidades) es igual al número de cam-


bios de signo en la sucesión ((−1)nan,(−1)n−1an−1, . . . ,−a1,a0) de los coeficientes de f (−x).


Para contar los cambios de signo en la sucesión de coeficientes se saltan los coeficientes nu-


los. Por ejemplo, si f (x)= 2x6+x5−x3+x2−5, la sucesión de coeficientes de f es (2,1,0,−1,1,0,−1)


cuyo número de cambios de signo es 3.


10.32 Corolario. Sea p(λ) el polinomio caracterı́stico de la matriz hessiana de f en a. Entonces.


• Si p(λ) tiene grado n, todos sus coeficientes son distintos de cero y tienen igual signo, se verifica


que f tiene un máximo relativo estricto en a.
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• Si p(λ) tiene grado n, todos sus coeficientes son distintos de cero y van alternando su signo, se


verifica que f tiene un mı́nimo relativo estricto en a.


• Si p(λ) tiene grado n, sus coeficientes nulos van seguidos y llegan hasta el término indepen-


diente y los coeficientes no nulos tienen igual signo o van alternando su sigo, entonces no puede


afirmarse nada.


• En todos los demás casos, f tiene un punto de silla en a.


Otro criterio para estudiar el carácter de la forma cuadrática (10.15) se basa en la sucesión


de signos de los menores principales de la matriz A . El menor principal de orden k es el deter-


minante ∆k =
∣∣ai, j


∣∣
16i, j6k. Se verifica que:


• Si todos los determinantes principales son positivos la forma cuadrática es definida posi-


tiva.


• Si los determinantes principales son todos distintos de cero y van alternando signo siendo


el primero de ellos negativo, la forma cuadrática es definida negativa.


• Si los determinantes principales son nulos a partir de uno de ellos en adelante y los no nu-


los son positivos o van alternando signo siendo el primero de ellos negativo, no puede afirmarse


nada.


• En los demás casos la forma cuadrática es no definida.


Observa que cuando la dimensión n es par, si el determinante de la matriz A es negativo


entonces la forma es no definida.


Podemos particularizar este criterio para el caso de dos dimensiones.


Sea A⊂ R2 un conjunto abierto y sea f un campo escalar definido en A que tiene derivadas


parciales de segundo orden continuas. Supongamos que (a,b)∈A es un punto cŕıtico de f y sea


H( f ,(a,b)) =








∂2 f
∂x2 (a,b)


∂2 f
∂x∂y


(a,b)


∂2 f
∂x∂y


(a,b)
∂2 f
∂y2 (a,b)








la matriz hessiana de f en (a,b) y notemos detH( f ,(a,b)) su determinante.


Si detH( f ,(a,b)) > 0 y
∂2 f
∂x2 (a,b) > 0 entonces f tiene en (a,b) un mı́nimo relativo estricto.


Si detH( f ,(a,b)) > 0 y
∂2 f
∂x2 (a,b) < 0 entonces f tiene en (a,b) un máximo relativo estricto.


Si detH( f ,(a,b)) < 0 entonces f no tiene extremo relativo en (a,b). Se dice que (a,b) es un


punto de silla de f .


Cuando detH( f ,(a,b)) = 0 el conocimiento de la matriz hessiana no permite decidir si hay


o no hay extremo relativo en (a,b). Cuando esto sucede puede ser interesante estudiar el


comportamiento de las curvas f (a,t + b) y f (a+ t,b). Si alguna de dichas curvas no tie-


ne extremo relativo o tienen extremos relativos de distinta naturaleza en t = 0, podemos


concluir que en (a,b) no hay extremo relativo de f .
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10.5.1. Ejercicios propuestos


280. Determinar los extremos relativos de las funciones:


f (x,y) = 2x3 +6xy2−3x2+3y2; f (x,y) = x2−2xy2+y4−y5;


f (x,y) =
x2y2−8x+y


xy
; f (x,y) = 2x2 +y2+8x−6y+20;


f (x,y) = −x3 +4xy−2y2+1; f (x,y) = cos(x)cos(y)


f (x,y) = 2x+y+x2+xy+y3; f (x,y) = x2y2−x2−y2;


f (x,y) = x logy−x f(x,y) = 2x4 +y4−4x2−2y2;


f (x,y) = xy(1−x−y); f (x,y) = −4x3+6x2y+3y4−4y3


f (x,y,z) = x2 +y2 +3z2+yz+2xz−xy; f (x,y,z) = (x2 +z2)ex(y2+z2+1);


f (x,y,z) = xy+xz+yz; f (x,y,z) = (x+z2)e−x(y2+z2+1)


281. Trazar un plano que pase por el punto (1,2,3) y que forme con los ejes coordenados un


tetraedro de volumen mı́nimo (el volumen del tetraedro es un tercio del área de la base


por la altura).


282. Recta de mı́nimos cuadrados. Dados n puntos (xi ,yi)∈R2, determinar los números α y β


para que la cantidad


n∑


i=1


(
yi −αxi −β


)2


sea mı́nima.


283. Dados mpuntos ai ∈Rn, calcular el valor mı́nimo de la función f (x) =
∑n


i=1‖x−ai‖2.


10.6. Funciones vectoriales. Matriz jacobiana


Una función vectorial es cualquier función que toma valores en un espacio vectorial de di-


mensión mayor mayor que 1. Las curvas en el plano o en el espacio son funciones vectoriales


de una variable. Ahora nos interesa considerar funciones vectoriales de varias variables.


10.33 Definición. Sean f1, f2, . . . , fm campos escalares definidos en un subconjunto E ⊂ Rn. La


función F : E → Rm definida para todo x = (x1,x2, . . . ,xn)∈E por


F(x) =
(


f1(x), f2(x), . . . , fm(x)
)


es una función vectorial de n variables y m componentes. Suele escribirse F = ( f1, f2, . . . , fm). El


nombre de campo vectorial se aplica a aquellas funciones vectoriales que tienen igual número


de variables que de componentes, esto es, para funciones definidas en un subconjunto de un


espacio vectorial y que toman valores en dicho espacio vectorial.


10.34 Definición. Sea F = ( f1, f2, . . . , fm) : E → Rm, donde E ⊂ Rn, una función vectorial de n
variables y m componentes. Sea a un punto interior de E. Se dice que F es diferenciable en a
si los campos escalares f1, f2, . . . , fm componentes de F son diferenciables en a. En tal caso, la
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matriz cuyas filas son los vectores gradiente ∇ fi(a), esto es la matriz de m filas y n columnas(
D j fi(a)


)
16i6m
16 j6n


, se llama matriz jacobiana de f en a y se representará por J( f ,a).


La aplicación lineal DF(a) : Rn → Rm definida para todo x∈Rn por


DF(a)(x) = J( f ,a).x t


donde “.” indica producto matricial y x t es el vector columna x, se llama diferencial de F en a.


En términos del producto escalar, podemos escribir para todo x∈Rn:


DF(a)(x) =
(〈


∇ f1(a)
∣∣x
〉
,
〈
∇ f2(a)


∣∣x
〉
, . . . ,


〈
∇ fm(a)


∣∣x
〉)


∈Rm


Es fácil deducir a partir de esta igualdad y de la definición de campo escalar diferenciable que


se verifica


lı́m
x→0


F(x)−F(a)−DF(a)(x−a)


‖x−a‖ = 0


10.35 Teorema (Regla de la cadena). Sean F : E → Rm, E ⊂ Rn, y G : A→ Rn, A ⊂ Rq, funciones


vectoriales tales que G(A) ⊂ E de manera que la composición H = F ◦G : A → Rm está definida.


Supongamos que G es diferenciable en un punto a∈Ay que F es diferenciable en el punto G(a)∈E.


Entonces se verifica que la función compuesta H es diferenciable en a, y su diferencial viene dada


como la composición de las respectivas diferenciales :


DH(a) = DF(G(a))◦DG(a) (10.16)


Observa que la composición tiene sentido pues DG(a) : Rq → Rn y DF((G(a)) : Rn → Rm, por


lo que la composición es una aplicación lineal deRq aRm, como debe ser pues H es una función


vectorial de q variables y mcomponentes.


10.6.1. Derivadas parciales de funciones compuestas


La expresión de la igualdad (10.16) por medio de matrices jacobianas es


J(H,a) = J(F,G(a)).J(G,a) (10.17)


Poniendo H = (h1,h2, . . . ,hm), F = ( f1, f2, . . . , fm), G = (g1,g2, . . . ,gq); notando las variables por


x = (x1,x2, . . . ,xn)∈Rn, y = (y1,y2, . . . ,ym)∈Rq, y escribiendo b = G(a), tenemos que


(
∂hi


∂y j
(a)


)


16i6m
16 j6q


=


(
∂ fi
∂xk


(b)


)


16i6m
16k6n


.


(
∂gk


∂y j
(a)


)


16k6n
16 j6q


b = G(a)


De donde se sigue


∂hi


∂y j
(a) =


n∑


k=1


∂ fi
∂xk


(b)
∂gk


∂y j
(a) b = G(a) (16 i 6m, 16 j 6 q) (10.18)


Esta igualdad constituye la regla de la cadena para derivadas parciales y es importante que


aprendas a aplicarla y que entiendas lo que dice. Voy a intentar facilitarte las cosas.
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Primero, lo más frecuente es que F sea un campo escalar. Supongamos, pues, que en lo


anterior, F = f es un campo escalar, en cuyo caso h = f ◦G también es un campo escalar. La


igualdad (10.18) queda ahora


∂h
∂y j


(a) =


n∑


k=1


∂ f
∂xk


(b)
∂gk


∂y j
(a) b = G(a) (16 j 6 q) (10.19)


En esta igualdad se interpreta que la función G : A → E ⊂ Rn lo que hace es un “cambio de


variables”. Hablando familiarmente, podemos decir, que las “variables antiguas” de la función


f , esto es las x = (x1,x2, . . . ,xn)∈E se han sustituido por “variable nuevas” y = (y1,y2, . . . ,yq)∈A y


la función f se ha “expresado en estas nuevas variables” dando lugar a la función h. La relación


entre unas variables y otras viene dada por


xk = gk(y1,y2, . . . ,yq), 16 k6 n (10.20)


De esta manera podemos interpretar la igualdad (10.19) en la forma siguiente:


Para derivar la función nueva h, respecto a una nueva variable y j , se deriva la función


antigua f respecto a cada una de sus variables xk y se multiplica por la derivada de


cada una de ellas xk = gk(y1,y2, . . . ,yq) respecto a la variable y j .


Ya se ve que la situación está pidiendo que hagamos algunas simplificaciones que, además, son


las que se hacen siempre en la práctica porque, aunque son algo confusas, facilitan mucho los


cálculos.


Lo primero que se hace es identificar las funciones gk que introducen las nuevas coordena-


das con las coordenadas antiguas xk, es decir, vemos las coordenadas antiguas como funciones


de las nuevas y esto lo escribimos en la forma siguiente.


xk = xk(y1,y2, . . . ,yq), 16 k6 n (10.21)


Con esta notación, la igualdad (10.19) queda como sigue.


∂h
∂y j


(a) =


n∑


k=1


∂ f
∂xk


(b)
∂xk


∂y j
(a) b = G(a) (16 j 6 q) (10.22)


Observa el doble papel que desempeña a la derecha de esta igualdad la letra xk; cuando se deriva


respecto de ella representa una variable y cuando ella se deriva respecto de una variable nueva


representa una función.


La igualdad (10.22) ya es bastante fácil de recordar pero todavı́a se siguen haciendo en la


práctica, sobre en todo en los textos de Fı́sica que suelen usar notaciones muy desafortunadas,


algunas simplificaciones adicionales (y peligrosas). A saber: no se distingue entre la función


f y la función h porque, como suele decirse en esos textos aludidos, son “la misma función


expresada en distintas variables”. Haciendo la identificación de f con h nos queda lo siguiente.


∂ f
∂y j


(a) =


n∑


k=1


∂ f
∂xk


(b)
∂xk


∂y j
(a) b = G(a) (16 j 6 q) (10.23)


Aquı́ la letra f desempeña un doble papel: a la izquierda es la función compuesta y a la derecha


es la función dada en sus variable iniciales.
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Todavı́a suele darse un pasito más que consiste en representar la función f con una letra que


suele usarse para representar variables; a saber, la letra z. Esto es frecuente también en textos


de Fı́sica. Vamos a hacerlo ası́.


∂z
∂y j


(a) =


n∑


k=1


∂z
∂xk


(b)
∂xk


∂y j
(a) b = G(a) (16 j 6 q) (10.24)


Todavı́a hay algo que podemos simplificar. Habrás observado que siempre indico la relación


que hay entre los puntos b y a. Eso es muy importante para entender lo que se hace. Hay que


saber dónde se evalúan las derivadas parciales de cada función. Pues bien, eso no se indica


jamás en textos de Fı́sica. Nunca se indica en dónde se evalúan las derivadas parciales. Ası́ que


vamos a suprimirlo.


∂z
∂y j


=


n∑


k=1


∂z
∂xk


∂xk


∂y j
(16 j 6 q) (10.25)


Debes de familiarizarte con esta igualdad y saber reconocer en ella la igualdad de partida. Y no


olvides la forma en que se evalúa esta igualdad. Lo vuelvo a poner.


∂z
∂y j


(y) =
n∑


k=1


∂z
∂xk


(G(y))
∂xk


∂y j
(y) (16 j 6 q) (10.26)


Si tuviéramos que volver a derivar en esta igualdad respecto a una variable yk se derivaŕıa como


de costumbre: la derivada de una suma es la suma de las derivadas y para derivar el producto se


aplica la regla usual. Pero hay un detalle muy importante y es que la función
∂z
∂xk


(G(y)) vuelve


a ser la función compuesta del campo escalar
∂z
∂xk


con la función G. Por tanto para derivarla


hay que aplicarle la misma regla que hemos aplicado para derivar z como función compuesta


y que nos ha llevado a la igualdad anterior. Es por eso que el cálculo de derivadas parciales de


segundo orden en funciones compuestas suele ser bastante engorroso y es fácil equivocarse si


no se sabe lo que se hace.


10.36 Ejemplo. Vamos a calcular
∂z
∂x


siendo z= u2 +v5+3uvdonde u = x2 +y2, v = sen(xy).


Ası́ es como suelen enunciarse estos ejercicios y debes entender bien el enunciado. Nos


están dando una función de las variables (u,v) a la que llaman z. Esto es la letra z representa


una función, a saber, z= u2+v5+3uv. Nos están dando un cambio de variables por medio de las


igualdades u = x2 +y2, v = sen(xy). Y nos piden calcular
∂z
∂x


. Esto último ya nos dice claramente


que debemos ver z como función de x e y, es decir, la letra z en
∂z
∂x


es la función que nos dan


después de sustituir en ella las nuevas variables, o sea, la función compuesta de z= u2 +v5+3uv


con G(x,y) = (x2 +y2,sen(xy)).


Sabemos que
∂z
∂x


=
∂z
∂u


∂u
∂x


+
∂z
∂v


∂v
∂x


= (2u+3v)2x+(5v4+3u)ycos(xy)


Si lo dejamos ası́ escrito parece que
∂z
∂x


depende de 4 variables. Pero no es ası́ porque en la


igualdad anterior las variables son x e y (las nuevas variables) mientras que u y v (las antiguas


variables) vienen dadas por u = x2 +y2, v = sen(xy). Por tanto, es mejor hacer la sustitución, con


lo que resulta


∂z
∂x


= (2(x2 +y2)+3sen(xy))2x+(5sen4(xy)+3x2+y2)ycos(xy)
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que nos da el valor de la derivada parcial de la función compuesta en un punto (x,y). En este


caso es muy sencillo calcular la función compuesta. Hazlo y comprueba el resultado obtenido.


�


10.6.2. Ejercicios propuestos


Consideremos una función de dos variables x e y, z= z(x,y), y supongamos que expresa-


mos x e y en función de nuevas variables u y v, lo que indicamos en la forma x = x(u,v),


y = y(u,v). De esta forma la función z es función (función compuesta) de las “variables li-


bres” u y v, a través de las “variables dependientes” x e y. Se trata de calcular las derivadas


parciales de z respecto de las nuevas variables u y v. La regla para hacerlo es la siguiente:


para derivar una función


z= z(x,y), x = x(u,v), y = y(u,v)


respecto de una nueva variable, se deriva zrespecto de cada una de las antiguas variables


y se multiplica por la derivada de cada antigua variable respecto de la nueva variable. Se


entiende mejor si lo escribimos simbólicamente


∂z
∂u


=
∂z
∂x


∂x
∂u


+
∂z
∂y


∂y
∂u


En esta igualdad debes darte cuenta de que a la izquierda, como estamos derivando res-


pecto a u, la letra z representa a la función compuesta z = z(x(u,v),y(u,v)) y la derivada


está calculada en un punto (u,v). En la parte derecha de la igualdad la letra zrepresenta la


función dada z= z(x,y) y las letras xe y representan variables (cuando se deriva respecto de


ellas) y funciones (cuando se derivan respecto de u). Debe entenderse que cuando se sus-


tituye un valor de (u,v) en la igualdad los valores de x e y deben sustituirse por x = x(u,v),


y = y(u,v).


285. Sea z= cos(xy)+ey−1 cosx donde x= u2+v, y= u−v2. Calcular
∂z
∂u


en el punto (u,v) = (1,1).


286. Sea u= (x+y)4+y2(z+x)3 donde x= rse−t , y= rslog(1+t2), z= r2scost. Calcula
∂u
∂s


cuando


r = 2, s= 1, t = 0.


287. Sea z = f (x,y), y pongamos x = u2 + v2, y = u/v. Calcular las derivadas parciales de de z
respecto de las nuevas variables u y v en función de las derivadas parciales de z respecto


de x e y.


288. Sea u = x4y+y2z3 + ϕ(x/y), donde









x = 1+ rset


y = rs2 e−t


z= r2ssent


Calcular
∂u
∂s


cuando r = 2, s= 1, t = 0, sabiendo que ϕ ′(3/2) = −1.
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289. Sea z= f (x,y) donde x = s4 + r4, y = 2r s2. Calcula
∂z
∂x


(2,2) y
∂z
∂y


(2,2). Siendo
∂z
∂r


(1,1) = −2


y
∂z
∂s


(1,1) = 3.


290. Prueba que la función F(x,y) = f ( y
x2−y2 ), donde f es una función real derivable, verifica la


igualdad


(x2 +y2)
∂F
∂x


+2xy
∂F
∂y


= 0


291. Prueba que la función F(u,v) = f (uv,(u2 − v2)/2), donde f : R2 → R es una función dife-


renciable, verifica la igualdad


(u2 +v2)


[(
∂ f
∂x


)2


+


(
∂ f
∂y


)2
]


=


(
∂F
∂u


)2


+


(
∂F
∂v


)2


292. Sea z= f (x,y), donde x = ρcosϑ, y = ρsenϑ. Calcula ∂z/∂ρ y ∂z/∂ϑ y prueba que


(
∂z
∂x


)2


+


(
∂z
∂y


)2


=


(
∂z
∂ρ


)2


+
1
ρ2


(
∂z
∂ϑ


)2


293. Sea g(s, t) = f (s2− t2, t2−s2). Prueba la igualdad t
∂g
∂s


+s
∂g
∂t


= 0.


294. Sea u = f (x,y) donde x = escost, y = essent. Justifica que


∂2u
∂x2 +


∂2u
∂y2 = e−2s


(
∂2u
∂s2 +


∂2u
∂t2


)


295. Sea z= f (x,y), donde x = ρcosϑ, y = ρsenϑ. Prueba que


∂2z
∂x2 +


∂2z
∂y2 =


∂2z
∂ρ2 +


1
ρ2


∂2z
∂ϑ2 +


1
ρ


∂z
∂ρ


296. Sea z= f (x,y) donde x = x(u,v), y = y(u,v). Prueba que


∂2z
∂u2 =


∂2z
∂x2 x


(
∂x
∂u


)2


+2
∂2z


∂x∂y
∂x
∂u


∂y
∂u


+
∂2z
∂y2


(
∂y
∂u


)2


+
∂z
∂x


∂2x
∂u2 +


∂z
∂y


∂2y
∂u2


E indica la forma e que se evalúan estas funciones.


297. Una función se llama homogénea de grado n∈N si f (tx,ty) = tn f (x,y). Prueba que en tal


caso se verifica la igualdad


x
∂ f
∂x


+y
∂ f
∂y


= n f(x,y)


298. Sean las funciones f (x,y,z) = (ex+y2,λez+y), g(u,v) = v2+ logu para (u,v)∈R×R+. ¿Qué va-


lor debe tener λ para que la derivada direccional máxima de g◦ f en (0,0,0) sea igual a 1?
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Prof. Javier Pérez
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10.7. Extremos condicionados


En la teoŕıa de extremos relativos se supone que las variables pueden tomar valores en cual-


quier punto de un conjunto abierto, es decir, pueden “moverse libremente” en dicho conjunto.


En muchos, por no decir que en la mayoŕıa, de los problemas reales las variables no tienen


tanta libertad y están obligadas a satisfacer ciertas condiciones que en Fı́sica suelen llamar-


se ‘‘ligaduras”. Por ejemplo, supongamos que un móvil se mueve en una curva Γ dada por la


intersección de dos superficies; para cada punto (x,y,z)∈Γ la energı́a cinética del móvil viene


dada por una función conocida f (x,y,z) y queremos calcular los puntos de la trayectoria donde


dicha energı́a es máxima o mı́nima. En esta situación las variables x,y,z no son libres sino que


deben satisfacer la condición (x,y,z)∈Γ. Otro ejemplo; supongamos que la temperatura en un


punto (x,y,z) de la superficie terrestre viene dada por una función T(x,y,z) y queremos calcular


los puntos de mayor y menor temperatura. Aquı́ las variables tampoco son libres pues deben


verificar una condición de la forma x2+y2+z2 = R2 donde Res el radio de la Tierra. Igualmente,


en problemas de optimización de costes o beneficios las variables están siempre sometidas a


restricciones que dependen de las condiciones de producción o del mercado.


Es importante que comprendas la diferencia entre un problema de extremos relativos “li-


bres” y un problema de extremos condicionados. Considera el siguiente ejemplo.


10.37 Ejemplo. La función f (x,y) = xyex2+y2
tiene un único punto cŕıtico, el origen, que es un


punto de silla. Por tanto dicha función no tiene extremos relativos en R2. Supongamos que


imponemos a las variables la condición x2 + y2 = 1 y queremos calcular el máximo valor de


f (x,y) cuando se verifique que x2+y2 = 1. Fı́jate en que el problema es completamente distinto.


Ahora solamente nos interesan los valores que toma la función f (x,y) en el conjunto


K =
{
(x,y)∈R2 : x2 +y2 = 1


}


Sabemos que dicho conjunto es un conjunto compacto (es cerrado – porque coincide con su


frontera – y acotado); además la función f es continua, por tanto podemos asegurar, de entrada,


que tiene que haber algún punto (a,b)∈K en el cual la función f alcanza su mayor valor en K


(y tiene que haber otro donde alcance su menor valor en K). Calcular dicho punto es, en este


caso, muy sencillo pues para (x,y)∈K se tiene que f (x,y) = exy. Como para (x,y)∈K se tiene que


y = ±
√


1−x2 y los valores negativos de f no nos interesan porque queremos calcular el mayor


valor que toma en K, se sigue que


máx{ f (x,y) : (x,y)∈K} = máx
{


ex
√


1−x2 : −16 x6 1
}


Nuestro problema se ha convertido en calcular el máximo absoluto de la función h(x)= ex
√


1−x2


para −16 x6 1. �


De hecho, tú has resuelto ejercicios de extremos condicionados aunque no seas consciente


de ello. Por ejemplo, seguro que alguna vez has resuelto el siguiente ejercicio.


10.38 Ejemplo. Entre todos los rectángulos cuyo peŕımetro es igual a 16 calcular el que tiene


área máxima.


Este ejercicio puedes plantearlo como sigue. Sea f (x,y) = xy la función que da el área de un


rectángulo cuyos lados tienen longitudes x e y. Se trata de calcular el máximo de f (x,y) cuando


Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático
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las variables verifican la condición 2x+ 2y = 16. Por tanto, es un problema de extremos condi-


cionados. Seguro que ahora recuerdas algunos otros ejercicios parecidos a este que has hecho


sin saber que estabas haciendo problemas de extremos condicionados. La razón es clara: la


condición que nos dan es tan sencilla que permite despejar una variable en función de la otra,


y= 8−x, con lo que nuestra función se convierte en xy= x(8−x) y el problema queda reducido


a calcular el mayor valor de x(8−x) cuando −86 x6 8. �


Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto que los problemas de extremos condicionados


en los que puede utilizarse la condición que nos dan para despejar una variable en función de


otra, se reducen fácilmente a problemas de extremos de funciones de una variable. Pero supon-


gamos ahora que cambiamos la condición del ejemplo 1 por la siguiente:


x−ex+y+ey+sin(1+xy) = 2


La cosa se complica porque ahora es imposible usar la condición impuesta para despejar una


variable en función de la otra. Ahora sı́ tenemos un auténtico problema de extremos condicio-


nados.


Lo antes dicho para funciones de dos variables puedes generalizarlo para funciones de tres


variables. Por ejemplo el problema de calcular las dimensiones de un ortoedro de volumen


igual a 8 para que su superficie lateral sea mı́nima, puedes plantearlo como sigue: calcular el


mı́nimo de


f (x,y,z) = 2xy+2xz+2yz


(la función que da la superficie lateral de un ortoedro cuyos lados tiene longitudes x, y, z) con


la condición xyz= 8. Se trata de un problema de extremos condicionados, pero la condición


dada permite despejar una variable en función de las otras dos, z= 8/(xy), con lo que nuestra


función queda 2xy+2xz+2yz= xy+16/y+16/x, función de la que hay que calcular su mı́nimo


absoluto cuando 0 < x, 0 < y. Hemos convertido ası́ el problema en uno de extremos relativos


de una función de dos variables. Pero si cambiamos la condición anterior por la siguiente


x2yz3 +sen(1+xz)+y−eyx = 1


o bien, si imponemos dos condiciones como las siguientes:


log(1+x2+y2)+sin(1+xz)−1= 0, e1+y+x+z+cos(xyz)+x2z2−3 = 0


entonces no podemos usar esa condición (o condiciones) para despejar una variable (o dos


variables) en función de las otras (de la otra).


10.7.1. Teorema de los multiplicadores de Lagrange


La teoŕıa de extremos condicionados te dice cómo proceder en este tipo de problemas inde-


pendientemente de que la condición (o condiciones) que nos den sea más o menos fácil y per-


mita o no despejar variables. El resultado básico de esa teoŕıa, que proporciona una condición


necesaria de extremo condicionado, es el teorema de Lagrange. Para facilitar su comprensión,


en vez de dar un enunciado general, lo enuncio en los tres casos que se presentan con mayor


frecuencia. Antes de enunciarlo conviene dar la definición de extremo local condicionado.
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Prof. Javier Pérez
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10.39 Definición. Sea f un campo escalar de n variables y Sun subconjunto de Rn. Se dice que


f tiene un máximo (resp. mı́nimo) local condicionado (por la condición x∈S) en un punto a∈S,


si hay un número r > 0 tal que para todo x∈B(x, r)∩Sse verifica que f (a)> f (x) (resp. f (a)6 g(x)).


Cuando f tiene en a un máximo o un mı́nimo local condicionado (por la condición x∈S) se dice


que f tiene un extremo condicionado en a.


En lo que sigue supondremos que las funciones que intervienen tienen derivadas parciales de


primer orden continuas.


a) Consideremos el problema de calcular los extremos locales una función de dos variables


f (x,y) cuando las variables están obligadas a moverse en una curva Γ dada por g(x,y) = 0:


Γ =
{
(x,y)∈R2 : g(x,y) = 0


}


Es decir, se trata de un problema de extremos condicionados por la condición (x,y)∈Γ o, equi-


valentemente, g(x,y) = 0.


Además de las condiciones de derivabilidad que se han supuesto al principio, hay que supo-


ner que el vector gradiente de g no se anula en los puntos de Γ. En estas hipótesis, para que un


punto (a,b)∈Γ sea un extremo local condicionado de f , es necesario que los vectores gradiente


de f y de g en el punto (a,b) sean linealmente dependientes; es decir, que exista un número real


λ0 tal que


∇ f (a,b)+ λ0∇g(a,b) = 0⇐⇒









∂ f
∂x


(a,b)+ λ0
∂g
∂x


(a,b) = 0


∂ f
∂y


(a,b)+ λ0
∂g
∂y


(a,b) = 0


Como debe cumplirse también que g(a,b) = 0, para recordar estas tres condiciones que debe


cumplir el punto (a,b) se suele definir una nueva función de tres variables, llamada función de


Lagrange, por


F(x,y,λ) = f (x,y)+ λg(x,y)


y las condiciones anteriores nos dicen que el punto (a,b,λ0) es un punto cŕıtico de la función


de Lagrange, es decir, es solución del sistema de ecuaciones (llamado sistema de Lagrange):









∂F
∂x


(x,y,λ) =
∂ f
∂x


(x,y)+ λ
∂g
∂x


(x,y) = 0


∂F
∂y


(x,y,λ) =
∂ f
∂y


(x,y)+ λ
∂g
∂y


(x,y) = 0


∂F
∂λ


(x,y,λ) = g(x,y) = 0


b) Consideremos el problema de calcular los extremos locales una función de tres variables


f (x,y,z) cuando las variables están obligadas a moverse en una superficie Sdada por g(x,y,z) = 0:


S=
{
(x,y,z)∈R3 : g(x,y,z) = 0


}


Es decir, se trata de un problema de extremos condicionados por la condición (x,y,z)∈So, equi-


valentemente, g(x,y,z) = 0.


Además de las condiciones de derivabilidad que se han supuesto al principio, hay que su-


poner que el vector gradiente de g no se anula en los puntos de S. En estas hipótesis, para que
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un punto (a,b,c)∈Ssea un extremo local condicionado de f , es necesario que los vectores gra-


diente de f y de g en el punto (a,b,c) sean linealmente dependientes; es decir, que exista un


número real λ0 tal que


∇ f (a,b,c)+ λ0∇g(a,b,c) = 0⇐⇒









∂ f
∂x


(a,b,c)+ λ0
∂g
∂x


(a,b,c) = 0


∂ f
∂y


(a,b,c)+ λ0
∂g
∂y


(a,b,c) = 0


∂ f
∂z


(a,b,c)+ λ0
∂g
∂z


(a,b,c) = 0


Como debe cumplirse también que g(a,b,c) = 0, para recordar estas cuatro condiciones que


debe cumplir el punto (a,b,c) se suele definir una nueva función de cuatro variables, llamada


función de Lagrange, por


F(x,y,z,λ) = f (x,y,z)+ λg(x,y,z)


y las condiciones anteriores nos dicen que el punto (a,b,c,λ0) es un punto cŕıtico de la función


de Lagrange, es decir, es solución del sistema de ecuaciones (llamado sistema de Lagrange):









∂F
∂x


(x,y,z,λ) =
∂ f
∂x


(x,y,z)+ λ
∂g
∂x


(x,y,z) = 0


∂F
∂y


(x,y,z,λ) =
∂ f
∂y


(x,y,z)+ λ
∂g
∂y


(x,y,z) = 0


∂F
∂z


(x,y,z,λ) =
∂ f
∂z


(x,y,z)+ λ
∂g
∂z


(x,y,z) = 0


∂F
∂λ


(x,y,z,λ) = g(x,y,z) = 0


c) Consideremos el problema de calcular los extremos locales una función de tres variables


f (x,y,z) cuando las variables están obligadas a moverse en una curva Γ dada por g(x,y,z) =


h(x,y,z) = 0:


Γ =
{
(x,y,z)∈R3 : g(x,y,z) = h(x,y,z) = 0


}


Es decir, se trata de un problema de extremos condicionados por la condición (x,y,z) ∈ Γ o,


equivalentemente, g(x,y,z) = h(x,y,z) = 0.


Además de las condiciones de derivabilidad que se han supuesto al principio, hay que supo-


ner que los vectores gradiente de g y de h son linealmente independientes en todo punto de Γ.


En estas hipótesis, para que un punto (a,b,c)∈Γ sea un extremo local condicionado de f , es ne-


cesario que los vectores gradiente de f , g y h en el punto (a,b,c) sean linealmente dependientes;


es decir, que existan números reales λ0,µ0 tales que


∇ f (a,b,c)+ λ0∇g(a,b,c)+µ0∇h(a,b,c) = 0⇐⇒









∂ f
∂x


(a,b,c)+ λ0
∂g
∂x


(a,b,c)+µ0
∂h
∂x


(a,b,c) = 0


∂ f
∂y


(a,b,c)+ λ0
∂g
∂y


(a,b,c)+µ0
∂h
∂y


(a,b,c) = 0


∂ f
∂z


(a,b,c)+ λ0
∂g
∂z


(a,b,c)+µ0
∂h
∂z


(a,b,c) = 0
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Como debe cumplirse también que g(a,b,c) = h(a,b,c) = 0, para recordar estas cinco condicio-


nes que debe cumplir el punto (a,b,c) se suele definir una nueva función de cinco variables,


llamada función de Lagrange, por


F(x,y,z,λ,µ) = f (x,y,z)+ λg(x,y,z)+µh(x,y,z)


Las condiciones anteriores nos dicen que (a,b,c,λ0,µ0) es un punto cŕıtico de la función de


Lagrange, es decir, es solución del sistema de ecuaciones (llamado sistema de Lagrange):









∂F
∂x


(x,y,z,λ,µ) =
∂ f
∂x


(x,y,z)+ λ
∂g
∂x


(x,y,z)+µ
∂h
∂x


(x,y,z) = 0


∂F
∂y


(x,y,z,λ,µ) =
∂ f
∂y


(x,y,z)+ λ
∂g
∂y


(x,y,z)+µ
∂h
∂y


(x,y,z) = 0


∂F
∂z


(x,y,z,λ,µ) =
∂ f
∂z


(x,y,z)+ λ
∂g
∂z


(x,y,z)+µ
∂h
∂z


(x,y,z) = 0


∂F
∂λ


(x,y,z,λ,µ) = g(x,y,z) = 0


∂F
∂µ


(x,y,z,λ,µ) = h(x,y,z) = 0


Esta es la teoŕıa que debes saber referente a extremos condicionados. El método que hemos


descrito se conoce como método de los multiplicadores de Lagrange porque las variables λ, µ


que se introducen se llaman multiplicadores de Lagrange.


La situación que consideraremos en los ejercicios será la siguiente: deberás calcular el máxi-


mo o el mı́nimo absolutos de los valores de una función cuando las variables están sometidas


a una condición como las que hemos considerado anteriormente (las variables deben estar en


una curva Γ en el plano, o en una superficie Sen el espacio, o en una curva Γ dada como inter-


sección de dos superficies) donde, además la curva Γ o la superficie S, según sea el caso, son


conjuntos compactos (lo que deberás justificar en cada caso). En esta situación, el teorema de


Weierstrass asegura que hay puntos de Γ o S en los que la función alcanza un máximo y un


mı́nimo absolutos, es decir, son puntos en los que la función toma el mayor valor o el menor


valor de todos los valores que toma en Γ o S. Para calcular dichos puntos lo único que debes


hacer es calcular los puntos cŕıticos de la función de Lagrange y calcular el valor de la función


en cada uno de ellos, aquél punto (o puntos, puede haber más de uno) donde la función tome


el mayor valor será el punto donde se alcanza el máximo absoluto; aquél punto (o puntos, pue-


de haber más de uno) donde la función tome el menor valor será donde se alcanza el mı́nimo


absoluto.


Finalmente, incluyo, por complitud, un resultado que establece condiciones suficientes de


extremo condicionado. No creo que tengas que usarlo.


Condiciones suficientes de extremo condicionado


Supongamos que f es un campo escalar de n variables con derivadas parciales continuas


de segundo orden. Sean g j , 1 6 j 6 m , campos escalares de n variables con derivadas par-


ciales de segundo orden continuas y definamos M =
{


x : g j(x) = 0,16 j 6m
}


. Se supone que
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en todo punto x∈M los vectores gradiente ∇g j(x) son linealmente independientes. Pongamos


G = (g1,g2, . . . ,gm) y λ = (λ1,λ2, . . . ,λm). Sea


F(x,λ) = f (x)+
〈
G(x)


∣∣λ
〉


la función de Lagrange y sea (a,µ) un punto cŕıtico de la misma. Consideremos el siguiente


polinomio


p(z) =


∣∣∣∣∣∣∣


0m×m J(G,a)


J(G,a)t


(
∂2F


∂xi∂x j
(a,µ)


)


16i6n
16 j6n


−zI


∣∣∣∣∣∣∣


• Si p(z) es de grado n−my todos sus coeficientes son positivos o negativos, entonces a es un


máximo local condicionado de f .


• Si p(z) es de grado n−m y todos sus coeficientes son distintos de cero y van alternando su


signo, entonces a es un mı́nimo local condicionado de f .


• Si p(z) es de grado n−m sus coeficientes nulos están seguidos y llegan hasta el término


independiente y los no nulos o bien tienen todos igual signo o van alternando su signo, no se


puede decir nada.


• En otro caso a no es extremo condicionado de f .


10.7.2. Ejercicios propuestos


299. Calcular el valor mayor y el valor menor que toma la función f (x,y,z) = xyzen los puntos


del elipsoide x2 +4y2+9z2 = 3.


300. Calcular el valor mayor y el valor menor que toma la función f (x,y,z) = y2 + 4z2 − 4yz−
2xz−2xyen los puntos del elipsoide 2x2 +3y2+6z2 = 1.


301. Determinar los puntos sobre la curva x2y = 2 más próximos al origen.


302. Hallar el punto de la recta intersección de los planos x− y = 2 y x− 2z= 4, que está más


próximo al origen.


303. Calcular el punto P(x,y,z) en el plano de ecuación 2x+ y− z = 5 que está más cerca del


origen.


304. El plano x+y+z= 24corta al paraboloide z= x2+y2 en una elipse. Calcula los puntos más


altos y más bajos de dicha elipse.


305. Utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange para calcular un punto de la elipse


de ecuación
x2


a2 +
y2


b2 = 1


tal que el segmento determinado por la intersección de la tangente a la elipse en dicho


punto con los ejes coordenados tenga longitud mı́nima.
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305. Dado el elipsoide
x2


a2 +
y2


b2 +
z2


c2 = 1


calcular un punto de coordenadas positivas tal que el plano tangente al elipsoide en dicho


punto determine con los ejes coordenados un tetraedro de volumen mı́nimo.


306. Hallar los puntos de la curva {
x2−xy+y2−z2 = 1


x2 +y2 = 1


que están más próximos al origen de coordenadas.


307. Calcular la mı́nima distancia del origen a la superficie de ecuación xy2z3 = 2.


308. Calcular los valores máximo y mı́nimo de la función f (x,y,z) = xyzcuando el punto (x,y,z)
pertenece a la curva definida por la intersección del plano x+y+z= 0 y la esfera x2 +y2+


z2−1 = 0.


309. Calcular la mı́nima distancia entre la recta x+y= 4 y la circunferencia x2 +y2 = 1.


310. Calcular la mı́nima distancia entre la recta x−y= 2 y la parábola y = x2.


310. Calcula la distancia mı́nima entre la elipse x2 +2y2 = 6 y la recta x+y= 5.


311. El área de una caja rectangular sin tapa es de 108cm2. Calcular sus dimensiones para que


el volumen sea máximo.


10.7.3. Cálculo de extremos en conjuntos compactos


En este tipo de ejercicios se trata de calcular el máximo o el mı́nimo absolutos de una función


f con derivadas parciales continuas en un conjunto compacto K formado por la unión de un


conjunto abierto acotado y de su frontera, K =U ∪Fr(U). En este tipo de ejercicios la existencia


de dichos extremos está asegurada de antemano en virtud del teorema de Weierstrass. Se trata


realmente de dos problemas, pues lo que hay que hacer es estudiar los extremos relativos de f


en el abierto U (un problema de extremos relativos) y estudiar los extremos locales condicio-


nados de f en Fr(U). Si la frontera de U está definida de forma apropiada (es una curva o una


superficie) éste último es un problema de extremos condicionados. Cuando la frontera de U


está dada por condiciones sencillas que permiten despejar variables puede hacerse un estudio


directo sin necesidad de recurrir a la teoŕıa de extremos condicionados.


10.7.4. Ejercicios propuestos


312. Calcular los extremos absolutos de f (x,y) = (x2 +2y2)e−x2−y2
en el disco x2 +y2


6 4.


313. Calcular los valores máximos y mı́nimos absolutos de f (x,y,z) = xy2z3 en la bola x2 + y2 +


z2
6 1.
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314. Hallar los extremos absolutos de f (x,y) = x2 +3y2 en el cı́rculo x2−2x+y2−36 0.


315. Hallar los extremos absolutos de la función f (x,y) = x2y3(1−x−y) en el conjunto


K = {(x,y) : |x|+ |y| 6 1}


316. Hallar los extremos absolutos de f (x,y) = x2 +y2−xy−x−y en el conjunto


K =
{
(x,y)∈R2 : x> 0,y> 0,x+y6 3


}


317. Calcula los extremos absolutos del campo escalar f (x,y,z) = x+y+z en el conjunto


A =
{
(x,y,z)∈R3 : x2 +y2


6 z6 1
}


.


10.8. Derivación de funciones impĺıcitamente definidas


Sea f (x,y) una función de dos variables con derivadas parciales de primer orden continuas y


consideremos la ecuación f (x,y) = 0. Las soluciones de dicha ecuación representan una curva


en el plano. Bueno, hablando con propiedad pueden representar algo más general que una


curva. Para que te convenzas de ello basta que consideres la ecuación


f (x,y) = (x2 +y2−1)(2(x−1)2+3(y−2)2−1)(y−x2) = 0


la función f se anula en los puntos de la circunferencia x2 +y2 = 1, de la parábola y = x2 y de la


elipse 2(x−1)2+3(y−2)2 = 1. Por tanto la ecuación f (x,y) = 0 representa la unión de todas esas


curvas.


Figura 10.2: Conjunto dado por f (x,y) = 0


Ese conjunto (ver figura (10.2)) no es exactamente una curva pero localmente se parece a


una curva. La palabra “localmente” quiere decir que si fijamos un punto (a,b) tal que f (a,b) = 0
entonces hay una bola abierta centrada en (a,b) de radio positivo, B((a,b), r) tal que el corte


de dicha bola con el conjunto de puntos V = {(x,y) : f (x,y) = 0} es una curva, donde la palabra


“curva” tiene el significado que le hemos dado en el apartado dedicado al cálculo de rectas


tangentes. De hecho, no es cierto que la condición anterior se verifique para todos los puntos
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(a,b) tales que f (a,b) = 0. Dicha condición falla en los puntos donde se cortan dos de las curvas


cuya unión forma V , pues es claro que en dichos puntos el conjunto V no parece localmente


una curva. Pues bien, en dichos puntos se anula el vector gradiente de f y en ellos la recta


tangente no está definida. Este ejemplo te ayudará a entender lo que sigue.


Volvamos al caso general de una función de dos variables f (x,y) con derivadas parciales con-


tinuas de primer orden. Consideremos ahora la ecuación f (x,y) = 0 desde otro punto de vista.


Intuitivamente, una ecuación es una condición que debe ligar a una de las variables, es decir,


que si en la igualdad f (x,y) = 0 se fija un valor de x entonces el valor de y queda determinado


de manera única por dicho valor de x. A veces esto es verdad como en el siguiente ejemplo.


Consideremos


f (x,y) = y3 +yex+senx


Fijado un valor de x la ecuación f (x,y) = 0 es un polinomio de tercer grado en y que tiene una


única solución real pues su derivada respecto de y es 3y2 +ex que no se anula. Es decir, en este


caso es cierto que la igualdad


y3 +yex+senx = 0 (10.27)


define de manera única a y como función de x, en el sentido de que fijado un valor de x, hay un


único y= ϕ(x) que verifica dicha igualdad, esto es, la función ϕ(x) está definida por la condición:


ϕ(x)3 + ϕ(x)ex+senx = 0 (10.28)


Se dice que la función ϕ está impĺıcitamente definida por la igualdad (10.27). Puedes calcu-


lar con Mathematica el valor de dicha función y comprobarás que es bastante complicada. El


hecho es que la mejor forma de trabajar con la función ϕ es la igualdad (10.28) que la define.


Por ejemplo, si queremos calcular la derivada de ϕ en un punto basta con que derivemos dicha


igualdad para obtener


3ϕ ′(x)ϕ(x)2 + ϕ ′(x)ex+ϕ(x)ex+cosx = 0


lo que permite calcular ϕ ′(x) en función de ϕ(x).


En general, no es cierto que una igualdad de la forma f (x,y) = 0 permita despejar una va-


riable en función de la otra. Para convencerte, considera el primer ejemplo que pusimos. Ni


tan siquiera una igualdad tan sencilla como x2 +y2−1 = 0 permite despejar una variable como


función de la otra pues es claro que para cada valor que fijemos de una variable (comprendido


entre -1 y 1) hay dos posibles valores de la otra que verifican dicha igualdad.


Relacionemos ahora los dos puntos de vista que hemos considerado. Pongamos


Γ =
{
(x,y)∈R2 : f (x,y) = 0


}


Si la igualdad f (x,y) = 0 permitiera despejar y en función de x, es decir, definiera una función


y = ϕ(x) por la condición


f (x,y) = 0⇐⇒ y = ϕ(x)


entonces se tendŕıa que (llamando I al intervalo donde está definida ϕ)


Γ =
{
(x,y)∈R2 : f (x,y) = 0


}
= {(x,ϕ(x)) : x∈ I}


es decir, el conjunto Γ seŕıa la gráfica de ϕ, que, como sabemos, es un tipo muy particular de


curva. Pero ya hemos visto que el conjunto Γ puede ser una “curva” mucho más general que la
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gráfica de una función. Pero incluso en este caso, dicha “curva” es localmente, excepto en los


puntos donde se anula el gradiente, una gráfica de una función.


Las consideraciones anteriores se pueden llevar al caso de una función de tres variables


f (x,y,z) considerando ahora la “superficie” definida por la ecuación f (x,y,z) = 0. La pregun-


ta ahora es si fijados un valor de x y otro de y queda determinado de manera única un valor de


z= ϕ(x,y) que verifica dicha ecuación. En caso afirmativo tendŕıamos que la superficie de ecua-


ción f (x,y,z) = 0 coincidiŕıa con la gráfica de ϕ. Ya puedes suponer que esto no es cierto en


general pues la mayoŕıa de las “superficies” no son gráficas de funciones.


El siguiente resultado, conocido como teorema de la función impĺıcita, nos dice lo que po-


demos afirmar en general en una situación como la que estamos considerando.


10.8.1. Teorema de la función impĺıcita


Suponemos que las funciones que consideramos en lo que sigue tienen derivadas parciales de


primer orden continuas.


a) Consideremos primero el caso de una función f (x,y) de dos variables. Sea


Γ =
{
(x,y)∈R2 : f (x,y) = 0


}


Supongamos que (a,b)∈Γ y se verifica que


∂ f
∂y


(a,b) , 0


Entonces existe una función ϕ : I → R, definida en un intervalo I tal que a∈ I y ϕ(a) = b, que


verifica que f (x,ϕ(x)) = 0 para todo x∈ I . La función ϕ se dice que está impĺıcitamente definida


por la ecuación f (x,y) = 0. Dicha función es derivable en I y su derivada se calcula derivando la


igualdad f (x,ϕ(x)) = 0 respecto a x con lo que se obtiene


∂ f
∂x


(x,ϕ(x))+
∂ f
∂y


(x,ϕ(x))ϕ ′(x) = 0 =⇒ ϕ ′(x) =
−∂ f


∂x
(x,ϕ(x))


∂ f
∂y


(x,ϕ(x))


Además tenemos que


Γ∩ (I ×ϕ(I)) =
{
(x,y)∈R2 : f (x,y) = 0


}
∩ (I ×ϕ(I)) = {(x,ϕ(x)) : x∈ I}


es decir, Γ es localmente en el punto (a,b) una curva que viene dada por la gráfica de ϕ.


b) Consideremos ahora el caso de una función f (x,y,z) de tres variables. Sea


S=
{
(x,y,z)∈R3 : f (x,y,z) = 0


}


Supongamos que (a,b,c)∈Sy se verifica que


∂ f
∂z


(a,b,c) , 0
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Prof. Javier Pérez
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Entonces existe una función ϕ : U → R, definida en un abierto U ⊂ R2 con (a,b)∈U y ϕ(a,b) = c,


que verifica que f (x,y,ϕ(x,y)) = 0 para todo (x,y)∈U . La función ϕ se dice que está impĺıcita-


mente definida por la ecuación f (x,y,z) = 0. Dicha función tiene derivadas parciales continuas


en U y sus derivadas parciales se calculan derivando la igualdad f (x,y,ϕ(x,y)) = 0 parcialmente


respecto a x e y con lo que se obtiene


∂ f
∂x


(x,y,ϕ(x,y))+
∂ f
∂z


(x,y,ϕ(x,y))
∂ϕ
∂x


(x,y) = 0 =⇒ ∂ϕ
∂x


(x,y) =
−∂ f


∂x
(x,y,ϕ(x,y))


∂ f
∂z


(x,y,ϕ(x,y))


∂ f
∂y


(x,y,ϕ(x,y))+
∂ f
∂z


(x,y,ϕ(x,y))
∂ϕ
∂y


(x,y) = 0 =⇒ ∂ϕ
∂y


(x,y) =


−∂ f
∂y


(x,y,ϕ(x,y))


∂ f
∂z


(x,y,ϕ(x,y))


Además tenemos que


S∩ (U ×ϕ(U)) =
{
(x,y,z)∈R3 : f (x,y,z) = 0


}
∩ (U ×ϕ(U)) = {(x,y,ϕ(x,y)) : (x,y)∈U}


es decir, Ses localmente en el punto (a,b,c) una superficie que viene dada por la gráfica de ϕ.


El teorema de la función impĺıcita es mucho más general pero nos limitaremos a los casos


considerados. En las hipótesis hechas pueden admitirse variaciones. La hipótesis que hay que


hacer siempre es que el vector gradiente de f no sea cero en el punto considerado. En el caso


a) puede suponerse igualmente que
∂ f
∂x


(a,b) , 0


y la conclusión es que x puede expresarse localmente como función de y, es decir, que hay una


función ψ : J →R definida en un intervalo J tal que b∈J y ψ(b) = a que verifica que f (ψ(y),y) = 0
para todo y∈J. Lo que sigue ya lo puedes suponer.


Análogamente, en el caso b) puede suponerse, por ejemplo que


∂ f
∂x


(a,b,c) , 0


entonces es la variable x la que queda definida localmente de forma impĺıcita como función de


y, z. Tú mismo puedes completar el enunciado en este caso. Todo esto nos da más libertad para


elegir la variable que queremos expresar como función de las otras, basta con que la derivada


parcial respecto de dicha variable sea distinta de cero.


En la práctica el teorema de la función impĺıcita se aplica en la forma que te explico en los


siguientes ejemplos.


10.40 Ejemplo. Comprobar que la ecuación


xyz+sen(z−6)−2(x+y+x2y2) = 0


define a z como función impĺıcita de (x,y) en un entorno de (1,1), con z(1,1) = 6. Comprobar


que (1,1) es un punto cŕıtico de la función z= z(x,y).
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Solución. Pongamos f (x,y,z) = xyz+sen(z−6)−2(x+y+x2y2) que tiene derivadas parciales con-


tinuas de todo orden. Tenemos que
∂ f
∂z


= xy+ cos(z− 6), por lo que
∂ f
∂z


(1,1,6) = 2 , 0. Como,


además, f (1,1,6) = 0, el teorema de la función impĺıcita garantiza que hay una función con de-


rivadas parciales continuas, (x,y) 7→ z(x,y), definida en un entorno, U , de (1,1) tal que z(1,1) = 6,


y


f (x,y,z(x,y)) = 0 para todo (x,y)∈U.


Derivando esta identidad tenemos que:


∂ f
∂x


+
∂ f
∂z


∂z
∂x


= yz−2(1+2xy2)+ (xy+cos(z−6))
∂z
∂x


= 0 (1)


∂ f
∂y


+
∂ f
∂z


∂z
∂y


= xz−2(1+2x2y)+ (xy+cos(z−6))
∂z
∂y


= 0 (2)


Donde las derivadas parciales de la función impĺıcita z= z(x,y) están calculadas en un punto


(x,y)∈U y las de f están calculadas en el punto (x,y,z(x,y)). Haciendo x= y= 1, z= z(1,1) = 6, en


las igualdades anteriores, se obtiene que
∂z
∂x


(1,1) =
∂z
∂y


(1,1) = 0, esto es, (1,1) es un punto cŕıtico


de z= z(x,y). �


El ejemplo anterior es todavı́a demasiado expĺıcito, nos dice muy claramente lo que hay que


hacer. Lo más frecuente es que nos encontremos con ejercicios como el siguiente.


10.41 Ejemplo. Sabiendo que


ycos(xz)+x3ezy−z+1= 0 (10.29)


Calcular
∂z
∂x


(x,y) y particularizar para el punto (x,y) = (0,0).


Solución. En un ejercicio como este lo más fácil es que en la igualdad (10.29) sustituyas men-


talmente z= z(x,y) y la veas como


ycos
(
xz(x,y)


)
+x3ez(x,y)y−z(x,y)+1 = 0 (10.30)


es decir, supones que has calculado para valores de x e y dados la solución respecto a z de la


igualdad (10.29). Esta solución (que de hecho no es posible expresar de forma expĺıcita, esto es,


que no puede calcularse) la representamos por z= z(x,y) y es la función impĺıcita definida por


la igualdad (10.29) (el teorema de la función impĺıcita que es un teorema de existencia garantiza


que dicha función existe). Ahora derivamos en la igualdad (10.30) respecto a x para obtener


−ysen
(
xz(x,y)


)(
z(x,y)+x


∂z
∂x


(x,y)


)
+3x2ez(x,y)y+x3y


∂z
∂x


(x,y)ez(x,y)y− ∂z
∂x


(x,y) = 0


de donde
∂z
∂x


(x,y) =
yz(x,y)sen


(
xz(x,y)


)
−3x2ez(x,y)y


x3yez(x,y)y−xysen(xz(x,y))−1


Naturalmente, esta igualdad tiene sentido siempre que el denominador de la fracción sea dis-


tinto de cero. Puedes comprobar que si llamas f (x,y,z) = ycos(xz)+x3ezy−z+1entonces la igual-


dad anterior es precisamente


−∂ f
∂x


(x,y,z)


∂ f
∂z


(x,y,z)
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calculada en el punto (x,y,z(x,y)). Para (x,y) = (0,0) se tiene que z(0,0) viene dado por la ecua-


ción que se obtiene haciendo x = 0 e y = 0 en la igualdad (10.29) de donde se sigue z(0,0) = 1.


Además
∂ f
∂z


(0,0,z(0,0)) =
∂ f
∂z


(0,0,1) = −1, 0


Por lo que
∂z
∂x


(0,0) =
0
−1


= 0


�


10.8.2. Ejercicios propuestos


318. Calcular las derivadas parciales de primer orden de la función z= z(x,y) definida impĺıci-


tamente por yz4 +x2z3−exyz= 0. Particularizar para el punto (x,y) = (1,0).


319. Calcular las derivadas parciales de primer orden de la función z= z(x,y) definida impĺıci-


tamente por z3 +zex+cosy = 0.


320. Calcular las derivadas parciales de primer orden de la función z= z(x,y) dada impĺıcita-


mente por 3x2y2 +2z2xy−2zx3+4zy3−4 = 0, en el punto (2,1) siendo z(2,1) = 2.


321. Supongamos que la igualdad


y+zw


xy


g(t)dt+
z2w


3x+y


h(t)dt = 0


donde g y h son funciones reales derivables, define a z como función impĺıcita de x,y.


Calcular las derivadas parciales de primer orden de z= z(x,y).


322. Supongamos que la igualdad F(x,y,z) = 0 determina impĺıcitamente funciones diferen-


ciables x = x(y,z), y = y(x,z), z= z(x,y). Probar que
∂x
∂y


∂y
∂z


∂z
∂x


= −1.


323. Calcular la derivada de la función y = y(x) definida impĺıcitamente por


xy +3x2−2y2−2y= 0


Particularizar para x = 1 sabiendo que y(1) = 1.


324. Calcular la derivada de la función y = y(x) definida impĺıcitamente por


ylog(x2 +y2)−2xy= 0


Particularizar para x = 0 sabiendo que y(0) = 1.
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Lección11


Integrales múltiples


Introducción


Las integrales de funciones reales de una variable, llamadas también integrales simples, ya


han sido consideradas en la Lección 8. En esta Lección vamos a estudiar la integración de fun-


ciones reales de dos o más variables. Estas integrales suelen llamarse integrales múltiples. Aun-


que, por su mayor interés práctico, nos vamos a limitar a funciones de dos y de tres variables,


los resultados que expondremos se generalizan con facilidad para funciones reales de cualquier


número de variables. Como ya es usual en estas notas, eludiremos los aspectos más teóricos pa-


ra centrarnos en las técnicas de cálculo de integrales dobles y triples. Vamos a ver que el cálculo


de dichas integrales se reduce al cálculo de dos o tres integrales simples lo que suele hacerse


calculando las correspondientes primitivas. Por tanto, si no sabes calcular primitivas no podrás


calcular integrales dobles y triples. El área de una superficie en R3 o el flujo de un campo vecto-


rial a través de la misma, vienen dados por medio de integrales dobles; la masa de un sólido en


R3 o la carga eléctrica que encierra el mismo vienen dados por integrales triples. Los resultados


principales del Análisis Vectorial, esto es, los teoremas de Green, de Gauss y de Stokes, se for-


mulan por medio de integrales dobles y triples. Dichos resultados son herramientas básicas en


la teoŕıa de campos electromagnéticos y en la mecánica de fluidos.


En lo que sigue, consideraremos campos escalares acotados de dos o tres variables que su-


pondremos definidos en subconjuntos acotados de R2 o R3 cuya frontera consta de un número


finito de curvas o superficies suaves (de clase C1). Supondremos que los campos son continuos


en todos los puntos de su conjunto de definición salvo, quizás, en los puntos de un conjunto


finito de curvas o superficies suaves donde puede haber discontinuidades.


En la dirección http://www.ugr.es/local/fjperez/integrales multiples.nb podrás descargar


un cuaderno de Mathematica que es un complemento útil de estos apuntes y en el que también


hay algunos ejercicios resueltos.
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11.1. Integrales dobles y triples


Sea f : A→ R un campo escalar de dos variables definido en un conjunto A⊂ R2. Conside-


remos primero el caso más sencillo en que A = [a,b]× [c,d] es un rectángulo. Sean


P = {a = x0,x1,x2, . . . ,xp−1,xp = b} , Q =
{


c = y0,y1,y2, . . . ,yq−1,yq = d
}


particiones de los intervalos [a,b] y [c,d] respectivamente. Dichas particiones determinan una


partición, que notamos P×Q, del rectángulo A= [a,b]× [c,d] en subrectángulos [xi−1,xi ]× [y j−1,y j ],


donde 16 i 6 p, 16 j 6 q. Observa que dichos subrectángulos solamente pueden cortarse en sus


fronteras y la unión de todos ellos es A. Una suma de Riemann de f para la partición P×Q es


un número que se obtiene eligiendo puntos (si ,t j)∈ [xi−1,xi ]× [y j−1,y j ] y calculando la suma


∑


16i6p
16 j6q


f (si ,t j )(xi −xi−1)(y j −y j−1) (11.1)


Se verifica que cuando la mayor de las longitudes de los intervalos de las particiones P y Q se


hace arbitrariamente pequeña (o sea, tiende a 0), las sumas de Riemann de f se aproximan


tanto como se quiera a un número real que es, por definición, la integral de Riemann de f en el


rectángulo [a,b]× [c,d], que se representa por
x


[a,b]×[c,d]


f (x,y)d(x,y)


Consideremos ahora que A es un conjunto acotado en R2 y definamos la función fA : R2 → R
por


fA(x,y) =


{
f (x,y) si (x,y)∈A


0 si (x,y) < A


Observa que la función fA puede tener discontinuidades en las curvas frontera de A. Se verifica


que si B es un rectángulo que contiene a A la integral
x


B


fA(x,y)d(x,y)


existe en el sentido que hemos definido más arriba y es independiente del rectángulo B que


contiene a A. El valor de dicha integral se representa por
x


A


f (x,y)d(x,y)


y se llama la integral de Riemann de f en A.


Las integrales que acabamos de definir para campos escalares de dos variables se llaman


integrales dobles.


Sea ahora f : A → R un campo escalar de tres variables definido en un conjunto A ⊂ R3.


Consideremos primero el caso más sencillo en que A = [a,b]× [c,d]× [u,v] es un ortoedro. Sean


P = {a = x0,x1, . . . ,xp−1,xp = b} , Q =
{


c = y0,y1, . . . ,yq−1,yq = d
}


, R= {u = z0,z1, . . . ,zr−1,zr = d}


particiones de los intervalos [a,b], [c,d] y [u,v] respectivamente. Dichas particiones determinan


una partición de A= [a,b]× [c,d]× [u,v] en ortoedros del tipo [xi−1,xi ]× [y j−1,y j ]× [zk−1,zk], donde
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16 i 6 p, 16 j 6 q, 16 k 6 r. Dichos ortoedros solamente pueden cortarse en sus fronteras y la


unión de todos ellos es A. Representaremos de forma simbólica dicha partición del ortoedro


A por P×Q×R. Una suma de Riemann de f para la partición P×Q×R es un número que se


obtiene eligiendo puntos (si , t j ,wk)∈ [xi−1,xi ]× [y j−1,y j ]× [zk−1,zk] y calculando la suma


∑


16i6p
16 j6q
16k6r


f (si , t j ,wk)(xi −xi−1)(y j −y j−1)(zk−zk−1) (11.2)


Se verifica que cuando la mayor de las longitudes de los intervalos de las particiones P, Q, R
tiende a 0 las sumas de Riemann de f se aproximan tanto como se quiera a un número real


que es, por definición, la integral de Riemann de f en el ortoedro [a,b]× [c,d]× [u,v], que se


representa por y


[a,b]×[c,d]×[u,v]


f (x,y,z)d(x,y,z)


Consideremos ahora que A es un conjunto acotado en R3 y definamos la función fA : R3 → R
por


fA(x,y,z) =


{
f (x,y,z) si (x,y,z)∈A


0 si (x,y,z) < A


Observa que la función fA puede tener discontinuidades en las superficies frontera de A. Se


verifica que si B es un ortoedro que contiene a A la integral


y


B


fA(x,y,z)d(x,y,z)


existe en el sentido que hemos definido más arriba y es independiente del ortoedro B que con-


tiene a A. El valor de dicha integral se representa por


y


A


f (x,y,z)d(x,y,z)


y se llama la integral de Riemann de f en A.


Las integrales que acabamos de definir para campos escalares de tres variables se llaman


integrales triples.


Naturalmente, las definiciones que acabamos de dar no son útiles para calcular integrales.


Lo que debes recordar es que podemos obtener un valor aproximado de una integral doble o


triple por medio de sumas de Riemann, y cuanto más pequeñas sean las longitudes de todos


los intervalos de las particiones mejor será la aproximación obtenida.


11.1.1. Interpretaciones de las integrales dobles y triples


Sea f : A→ R un campo escalar de dos variables definido en un conjunto A⊂ R2. Suponga-


mos que f (x,y) > 0 para todo (x,y)∈A. Consideremos el “cilindro” en R3 que tiene como base el


conjunto A y como tapadera la gráfica de f , es decir el conjunto


C( f ,A) =
{
(x,y,z)∈R3 : (x,y)∈A, 06 z6 f (x,y)


}
.


Las siguientes figuras muestran este conjunto para la función f (x,y) = 4−x2−y2 y los conjuntos


A = [−1,1]× [−1,1] y A =
{
(x,y) : x2 +y2


6 2
}


.
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En esta situación, una suma de Riemann del tipo (11.1) representa una aproximación del


volumen del conjunto C( f ,A). Pues lo que hacemos en (11.1) es sumar los volúmenes de pe-


queños ortoedros de base los rectángulos Ri j = [xi−1,xi ]× [y j−1,y j ] y altura f (si ,t j). Es claro que


la suma de todos estos volúmenes es una aproximación del volumen del conjunto C( f ,A). La


aproximación es tanto mejor cuanto más pequeños sean los lados de los rectángulos Ri j y, en el


ĺımite, el volumen del conjunto C( f ,A) viene dado por la integral doble de f en A.
x


A


f (x,y)d(x,y) = volumen(C( f ,A)) (11.3)


La siguientes figura muestra aproximaciones al volumen del primero de los dos conjuntos


representados en la figura anterior.


Naturalmente, pueden darse otras muchas interpretaciones. Por ejemplo, la función f pue-


de representar una densidad superficial de masa o de carga eléctrica en una lámina plana A. En


tal caso la integral doble
x


A


f (x,y)d(x,y) proporciona, respectivamente, la masa o la carga total


de la lámina A.


Las integrales dobles permiten calcular áreas planas. En efecto, basta tener en cuenta que


si f es la función constante igual a 1, esto es f (x,y) = 1 para todo (x,y)∈A, entonces se tiene
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que volumen(C( f ,A)) = área(A), pues el volumen de un cilindro de altura constante igual a 1 es


numéricamente igual al área de su base.


x


A


d(x,y) = área(A) (11.4)


Las integrales triples tienen análogas interpretaciones. Si f : A→ R es un campo escalar de tres


variables definido en un conjunto A⊂ R3 que representa una densidad volumétrica de masa o


de carga eléctrica en un sólido A, la integral triple
y


A


f (x,y,z)d(x,y,z) proporciona, respectiva-


mente, la masa o la carga total del sólido A.


Si integramos la función constante igual a 1 en un sólido A⊂ R3, obtenemos el volumen de


A. y


A


d(x,y,z) = volumen(A) (11.5)


11.2. Cálculo de integrales dobles y triples


Las definiciones que hemos dado de integral doble y triple no son útiles para el cálculo.


En dichas definiciones la integral aparece como un lı́mite de sumas de Riemann. De hecho,


a partir de las definiciones dadas, es fácil obtener el siguiente resultado. Recuerda que en la


Lección 8 definimos el paso de una partición P, y lo representamos por δ(P), como la mayor de


las longitudes de los subintervalos de dicha partición.


11.1 Teorema (Convergencia de las sumas integrales). Sea f : [a,b]× [c,d]→ R un campo esca-


lar de dos variables, {Pn} y {Qn} sucesiones de particiones de [a,b] y [c,d] respectivamente, tales


que {δ(Pn)} → 0 y {δ(Qn)} → 0. Sea σ( f ,Pn ×Qn) una suma de Riemann de f para la partición


Pn×Qn. Se verifica entonces que


lı́m
n→∞


σ( f ,Pn×Qn) =
x


[a,b]×[c,d]


f (x,y)d(x,y)


Naturalmente, un resultado análogo se tiene para integrales triples. Este resultado permite


en algunos casos particulares y con bastante esfuerzo e ingenio calcular ciertas integrales. Co-


mo enseguida aprenderemos a calcular integrales múltiples con facilidad, es más interesante


usar dicho resultado sensu contrario para calcular los ĺımites de ciertas sucesiones.


Las dos herramientas básicas para el cálculo de integrales múltiples son los teorema de Fu-


bini y del cambio de variables.


11.2.1. Integrales iteradas. Teorema de Fubini elemental


El teorema de Fubini es uno de los resultados más útiles del cálculo integral. Se trata de un


resultado válido en condiciones mucho más generales que las que estamos considerando en


esta Lección. La versión que vamos a ver, que es justamente la que necesitamos aquı́, puede


considerarse una “versión elemental” de dicho teorema. Esencialmente, el teorema de Fubini
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permite calcular una integral doble o triple haciendo dos o tres integrales simples. No es dif́ıcil


comprender lo que dice el teorema ni tampoco lo es entender por qué se cumple. De hecho,


no es la primera vez que en este curso aparece dicho teorema. El Principio de Cavalieri (ver


teorema 8.42) y el cálculo de volúmenes por secciones planas (ver teorema 8.47) son casos par-


ticulares del teorema de Fubini. De hecho, es este último resultado el que vamos a usar ahora.


Lo repito aquı́ para mayor comodidad.


11.2 Teorema (Cálculo de volúmenes por secciones planas). El volumen de una región en R3 es


igual a la integral del área de sus secciones por planos paralelos a uno dado.


Este resultado permite calcular volúmenes calculando áreas de secciones planas y tiene im-


portantes consecuencias para el cálculo de integrales dobles.


Consideremos una función positiva, f , definida en el rectángulo A= [a,b]× [c,d]. Pongamos


Ω =
{
(x,y,z)∈R3 : (x,y)∈A, 06 z6 f (x,y)


}
.


Para calcular el volumen del conjunto Ω podemos proceder como sigue. Para cada x0 fijo calcu-


lamos el área de la sección, Ω(x0), que se obtiene cortando Ω con el plano de ecuación X = x0.


Fı́jate que Ω(x0) es una sección de Ω perpendicular al eje OX y, por tanto, paralela al plano YZ.


Como


Ω(x0) = {(x0,y,z) : y∈ [c,d], 06 z6 f (x0,y)}


se tiene que Ω(x0) es la región del plano X = x0 comprendida entre la curva z = f (x0,y), el eje


OY y las rectas y = c, y = d. Como sabes, el área de dicha región viene dada por


dw


c


f (x0,y)dy.


Para calcular el volumen de Ω hay que integrar las áreas de las secciones Ω(x) cuando x∈ [a,b],


y obtenemos finalmente que


x


[a,b]×[c,d]


f (x,y)d(x,y) = volumen(Ω) =


bw


a


[
dw


c


f (x,y)dy


]
dx (11.6)


Razonando de forma análoga, considerando secciones Ω(y) de Ω paralelas al plano XZ, se ob-


tiene la igualdad


x


[a,b]×[c,d]


f (x,y)d(x,y) = volumen(Ω) =


dw


c


[
bw


a


f (x,y)dx


]
dy (11.7)


De las igualdades (11.6) y (11.7) se deduce que


x


[a,b]×[c,d]


f (x,y)d(x,y) =


bw


a


[
dw


c


f (x,y)dy


]
dx =


dw


c


[
bw


a


f (x,y)dx


]
dy (11.8)


Las integrales


bw


a


[
dw


c


f (x,y)dy


]
dx y


dw


c


[
bw


a


f (x,y)dx


]
dy se llaman integrales iteradas y, en las hipóte-


sis hechas al principio de esta Lección, son iguales y su valor común es igual a la integral doblex


[a,b]×[c,d]


f (x,y)d(x,y) . Observa que las integrales iteradas son dos integrales simples. Para calcular


dw


c


f (x,y)dy lo que se hace es integrar respecto a la variable y considerando x fija. Para ello lo
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que se hace es obtener una primitiva de la función y 7→ f (x,y) y usar la regla de Barrow. Fı́jate


que una primitiva de la función y 7→ f (x,y) puede describirse como una primitiva parcial de


f (x,y) con respecto a y. ¿Te recuerda esto a la derivación parcial?


La representación gráfica siguiente puede ayudarte a entender lo que se hace. La función


representada es f (x,y) =
√


36−3x2−6y2 en el rectángulo [−2,2]× [−2,2]. Puedes ver el “cilin-


dro” Ω bajo la gráfica de la función, la sección del mismo por el plano X = 0 y la proyección de


dicha sección sobre el plano YZ.


-2
0


2X


2


0 Y


2


4


6


Z


-2
0


2X X=0


Y=0


2


-2


2


4


6


X=0
-2 2


y


2


4


6


z=fH0,yL


-2 2
y


2


4


6


z=fH0,yL


Para calcular una integral
x


A


f (x,y)d(x,y) cuando el recinto de integración, A, no es un rectángu-


lo, se procede de la misma forma. La única diferencia es que ahora tenemos que empezar por


determinar los valores de x tales que el plano X = x corta al “cilindro” bajo la gráfica de f , es


decir, tenemos que determinar la proyección de A sobre el eje OX. Supongamos que dicha pro-


yección sea un intervalo [a,b]. Ahora, para cada x∈ [a,b] hay que calcular el área de la sección


Ω(x) o, lo que es igual, el área de la región en el plano YZcomprendida entre el eje OY y la curva


z= f (x,y) donde la variable y está en el conjunto A(x) = {y : (x,y)∈A}. Supongamos que A(x) sea


un intervalo (tampoco pasa nada si es unión de varios intervalos). Entonces tenemos que


x


A


f (x,y)d(x,y) =


bw


a






w


A(x)


f (x,y)dy





 dx (11.9)


Análogamente se obtiene que


x


A


f (x,y)d(x,y) =


dw


c






w


A(y)


f (x,y)dx





 dy (11.10)


Donde hemos supuesto que [c,d] es la proyección de A sobre el eje OY, y para cada y∈ [c,d] es


A(y) = {x : (x,y)∈A}.


En los casos más corrientes el conjunto A suele ser un conjunto de tipo I o de tipo II (re-


cuerda que los vimos al estudiar las Aplicaciones de la Integral). Esto es


A = {(x,y) : a6 x6 b, g(x) 6 y6 h(x)} (tipo I)


A = {(x,y) : c6 y6 d, ϕ(y) 6 x6 ψ(y)} (tipo II)
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En tales casos tenemos que


x


A


f (x,y)d(x,y) =


bw


a






h(x)w


g(x)


f (x,y)dy





 dx (11.11)


x


A


f (x,y)d(x,y) =


dw


c






ψ(y)w


ϕ(y)


f (x,y)dx





 dy (11.12)


Observa que para el caso en que f (x,y) = 1 recuperamos las fórmulas ya conocidas para el


cálculo de áreas de regiones planas de tipo I y tipo II.


Aunque hemos supuesto inicialmente, para poder aplicar el teorema (11.2), que la función


f es positiva, las igualdades obtenidas son válidas, en las hipótesis hechas al principio de la


Lección, cualquiera sea la función que integramos.


De forma análoga a lo antes visto, el teorema de Fubini permite calcular integrales triples sin


más que calcular tres integrales simples. Para el caso de una función f definida en el rectángulo


de R3 A = [a,b]× [c,d]× [u,v] se tiene que


y


[a,b]×[c,d]×[u,v]


f (x,y,z)d(x,y,z) =


bw


a


[
dw


c


[
vw


u


f (x,y,z)dz


]
dy


]
dx


Observa que ahora hay seis integrales iteradas pero el valor de todas ellas es el mismo. Natu-


ralmente, cuando A es un subconjunto de R3 hay más posibilidades, pero la idea es siempre la


misma: se obtiene primero la proyección de A sobre uno de los ejes o sobre uno de los pla-


nos coordenados, y para cada punto fijado en dicha proyección se obtiene el conjunto de los


puntos de A que lo proyectan.


Si, por ejemplo, la proyección de A sobre el eje OZ es un intervalo J = [u,v], y para cada z∈J


es A(z) = {(x,y) : (x,y,z)∈A} (conjunto de los puntos de A que se proyectan en z), entonces


y


A


f (x,y,z)d(x,y,z) =


vw


u






x


A(z)


f (x,y,z)d(x,y)





 dz


En el caso en que A sea un conjunto de tipo I enR3, es decir, A puede representarse en la forma


A = {(x,y,z) : (x,y)∈Ω, g(x,y) 6 z6 h(x,y)}


donde Ω es la proyección de A sobre el plano XY, y g, h, son funciones reales definidas en Ω,


entonces tenemos que


y


A


f (x,y,z)d(x,y,z) =
x


Ω






h(x,y)w


g(x,y)


f (x,y,z)dz





 d(x,y)


11.3 Ejemplo. Vamos a calcular el volumen de la mitad superior del elipsoide de ecuación


x2


a2 +
y2


b2 +
z2


c2 = 1


donde a > 0,b > 0,c > 0 son las longitudes de los semiejes del elipsoide.
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Se trata, pues, de calcular el volumen del conjunto Ω =


{
(x,y,z) :


x2


a2 +
y2


b2 +
z2


c2 6 1, z> 0


}
. La


proyección de Ω sobre el plano XY es el conjunto A =


{
(x,y) :


x2


a2 +
y2


b2 6 1


}
. Podemos escribir


Ω =






(x,y,z) : (x,y)∈A, 06 z6 c


√


1− x2


a2 −
y2


b2









La igualdad (11.3) nos dice que


volumen(Ω) =
x


A


c


√


1− x2


a2 −
y2


b2 d(x,y)


Para calcular esta integral doble podemos aplicar el teorema de Fubini. Observa que A es una


región de tipo I en R2 pues


A =


{
(x,y) : −a6 x6 a, −b


√
1−x2/a2 6 y6 b


√
1−x2/a2


}


Por tanto


x


A


c


√


1− x2


a2 −
y2


b2 d(x,y) =


aw


−a






b
√


1−x2/a2
w


−b
√


1−x2/a2


c


√


1− x2


a2 −
y2


b2 dy





 dx


Tenemos que


b
√


1−x2/a2
w


−b
√


1−x2/a2


c


√


1− x2


a2 −
y2


b2 dy =


[
y = b


√
1−x2/a2sent


]
= bc(1−x2/a2)


π/2w


−π/2


cos2 t dt =
1
2


bcπ(1−x2/a2)


Finalmente


volumen(Ω) =
1
2


bcπ
aw


−a


(1−x2/a2)dx =
2
3


abcπ


El volumen del elipsoide completo es
4
3


abcπ. En particular, si el elipsoide es una esfera de radio


r, esto es a = b = c = r, deducimos que el volumen de la esfera es
4
3


πr3.


En lugar de proyectar sobre el plano XY podemos proyectar Ω sobre el eje OZ. Dicha pro-


yección es el intervalo [0,c]. Para cada z∈ [0,c] tenemos que el conjunto de puntos de Ω que se


proyectan en z, es decir, la sección de Ω por el plano Z = z, es el conjunto


Ω(z) =


{
(x,y,z) :


x2


a2 +
y2


b2 6 1− z2


c2


}


Como
x2


a2 +
y2


b2 6 1− z2


c2 ⇐⇒ x2


u2 +
y2


v2 6 1


donde u = a


√
1− z2


c2 , v = b


√
1− z2


c2 . Deducimos que Ω(z) es una elipse contenida en el plano


Z = z de semiejes u, v. Sabemos que el área de dicha elipse es igual a πuv = πab


(
1− z2


c2


)
. En


consecuencia, el volumen de Ω viene dado por


cw


0


πab


(
1− z2


c2


)
dz =


2
3


abcπ
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En la siguiente figura se ha representado el semi-elipsoide abierto para que pueda apreciarse


mejor una sección por un plano de altura constante.


�


Observa que a los cálculos anteriores también se llega si tratamos de calcular directamente


el volumen de Ω por medio de una integral triple. Sabemos que


volumen(Ω) =
y


Ω


d(x,y,z)


Para calcular esta integral aplicamos el teorema de Fubini. Proyectando Ω sobre el plano XY


tenemos que


y


Ω


d(x,y,z) =
x


A






c
√


1−x2/a2−y2/b2
w


0


dz





 d(x,y) =
x


A


c


√


1− x2


a2 −
y2


b2 d(x,y)


Proyectando Ω sobre el eje OZ tenemos que


y


Ω


d(x,y,z) =


cw


0






x


Ω(z)


d(x,y)





 dz =


cw


0


πab


(
1− z2


c2


)
dz


11.2.2. Teorema del cambio de variables


Para funciones de una variable sabemos que


bw


a


f (x)dx =


dw


c


f (g(t))g′(t)dt


donde se supone que a < b y g(c) = a, g(d) = b. Supongamos que la función g es inyectiva,


entonces g debe ser creciente o decreciente. Si es decreciente se tiene que d < c y g′(t) 6 0,


por lo que |g′(t)| = −g′(t) y podemos escribir


dw


c


f (g(t))g′(t)dt = −
cw


d


f (g(t)) |g′(t)| dt
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Podemos, por tanto, cuando g es inyectiva, escribir en todos los casos


bw


a


f (x)dx =


βw


α
f (g(t)) |g′(t)| dt (11.13)


donde g es una biyección del intervalo [a,b] sobre el intervalo [α,β]. Esta fórmula se generaliza


para funciones de varias variables dando lugar al teorema del cambio de variables.


El teorema del cambio de variable para integrales dobles afirma que
x


A


f (x,y)d(x,y) =
x


B


f (g(u,v)) |det Jg(u,v)| d(u,v) (11.14)


donde se supone que la función g es una biyección de B sobre A de clase C1 (sus funciones


componentes tienen derivadas parciales continuas) con determinante jacobiano distinto de


cero, esto es, det Jg(u,v) , 0 para todo (u,v)∈B. En esta fórmula se interpreta que la función


g hace un cambio de coordenadas pues permite asignar a cada punto (x,y)∈A el único punto


(u,v)∈B tal que g(u,v) = (x,y).


Aunque la integral de la derecha en la fórmula (11.14) parece más complicada que la de la


izquierda, cuando hacemos un cambio de variable lo que se trata es de conseguir que o bien la


función f (g(u,v)) |det Jg(u,v)| sea más sencilla de integrar en B que la función f (x,y) en A o bien


que el recinto de integración B sea más sencillo que A. Si podemos conseguir las dos cosas,


mejor.


Las condiciones que hemos supuesto para la validez de la fórmula (11.14) se pueden relajar


un poco permitiendo que puedan fallar en un número finito de curvas. Por ejemplo, es suficien-


te que g sea una biyección de B sobre el conjunto A en el que se ha suprimido un segmento; o


puede permitirse que el determinante jacobiano de g se anule en alguna curva en B. La idea,


que no hay que olvidar, es que para calcular integrales dobles podemos ignorar lo que pasa en


conjuntos de “área cero”.


Solamente con la práctica se puede aprender cuándo es conveniente hacer un cambio de


variables y qué función es la adecuada para realizarlo. Para integrales dobles el cambio de varia-


ble más útil es a coordenadas polares. Ya hemos considerado dichas coordenadas en la Lección


8 pero conviene recordarlas ahora.


11.2.2.1. Coordenadas polares


La función g(ρ,ϑ) = (ρcosϑ,ρsenϑ) es una bi-


yección de R+×]− π,π] sobre R2 \ {(0,0)}. Las


componentes de g tienen derivadas parcia-


les continuas y fácilmente se comprueba que


det Jg(ρ,ϑ) = ρ > 0. El par de números (ρ,ϑ) da-


dos por x = ρcosϑ, y = ρsenϑ donde ρ > 0 y


−π < ϑ 6 π se llaman coordenadas polares del


punto de coordenadas cartesianas (x,y).


Y


X


Hx,yL


ΡcosΘ


ΡsenΘ


Θ


La fórmula del cambio de variables (11.14) para el caso de coordenadas polares se expresa


por x


A


f (x,y)d(x,y) =
x


B


f (ρcosϑ,ρsenϑ)ρd(ρ,ϑ) (11.15)
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La mayor dificultad para aplicar esta fórmula es la determinación del conjunto B. Dicho con-


junto viene dado por


B =
{
(ρ,ϑ)∈R+×]−π,π] : (ρcosϑ,ρsenϑ)∈A


}


Si, por ejemplo, el conjunto A es de tipo I, A = {(x,y) : a6 x6 b, g(x) 6 y6 h(x)}, entonces


B= {(ρ,ϑ)∈R+×]−π,π] : a6 ρcosϑ 6 b, g(ρcosϑ) 6 ρsenϑ 6 h(ρcosϑ)}. Es importante describir


bien el conjunto B porque para calcular la integral
x


B


f (ρcosϑ,ρsenϑ)ρd(ρ,ϑ) tienes que apli-


car, naturalmente, el teorema de Fubini. Si, por ejemplo, B= {(ρ,ϑ) : α 6 ϑ 6 β, g(ϑ) 6 ρ 6 h(ϑ)},


entonces


x


A


f (x,y)d(x,y) =
x


B


f (ρcosϑ,ρsenϑ)ρd(ρ,ϑ) =


βw


α






h(ϑ)w


g(ϑ)


f (ρcosϑ,ρsenϑ)ρdϑ)





 dρ (11.16)


Las coordenadas polares son especialmente útiles cuando el conjunto A es un cı́rculo, o un


sector circular o una corona circular, pues en estos casos el conjunto B es muy sencillo. Si, por


ejemplo, A es el disco D((0,0),R) de centro el origen y radio R, D((0,0),R) =
{
(x,y) : x2 +y2


6 R2
}


,


entonces


B =
{
(ρ,ϑ)∈R+×]−π,π] : ρ 6 R


}
=]0,R]×]−π,π]


Por tanto


x


D((0,0),R)


f (x,y)d(x,y) =


Rw


0


[ πw


−π
f (ρcosϑ,ρsenϑ)ρdϑ


]
dρ =


πw


−π


[
Rw


0


f (ρcosϑ,ρsenϑ)ρdρ


]
dϑ (11.17)


El teorema del cambio de variable para integrales triples afirma que


y


A


f (x,y,z)d(x,y,z) =
y


B


f (g(u,v,w)) |det Jg(u,v,w)| d(u,v,w) (11.18)


donde se supone que la función g es una biyección de B sobre A de clase C1 (sus funciones


componentes tienen derivadas parciales continuas) con determinante jacobiano distinto de


cero, esto es, det Jg(u,v,w) , 0 para todo (u,v,w)∈B. Estas condiciones se pueden relajar un poco


permitiendo que puedan fallar en un número finito de superficies. Por ejemplo, es suficiente


que g sea una biyección de B sobre el conjunto A en el que se ha suprimido un trozo de plano;


o puede permitirse que el determinante jacobiano de g se anule en alguna superficie en B. La


idea, que no hay que olvidar, es que para calcular integrales triples podemos ignorar lo que


pasa en conjuntos de “volumen cero”.
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Cálculo diferencial e integral







Teorema del cambio de variables 222


11.2.2.2. Coordenadas esféricas


La función


g(ρ,ϑ,ϕ) = (ρsenϕcosϑ,ρsenϕsenϑ,ρcosϕ)


es una biyección de R+×] − π,π]× [0,π] sobre


R3 \ {(0,0,0)}. Las componentes de g tienen


derivadas parciales continuas y fácilmente


se comprueba que det Jg(ρ,ϑ,ϕ) = −ρ2senϕ.


La terna de números (ρ,ϑ,ϕ) dados por


x = ρsenϕcosϑ, y = ρsenϕsenϑ, z = ρcosϕ
donde ρ > 0 y −π < ϑ 6 π, 0 6 ϕ 6 π, se lla-


man coordenadas esféricas del punto de


coordenadas cartesianas (x,y,z).


Ρcosj


Ρ


ΡsenjΡsenjcosΘ


ΡsenjsenΘ


j


Θ


Hx,y,zL


X


Z


Y


La fórmula del cambio de variables (11.18) para el caso de coordenadas esféricas se expresa


por
y


A


f (x,y,z)d(x,y,z) =
y


B


f (ρsenϕcosϑ,ρsenϕsenϑ,ρcosϕ)ρ2senϕd(ρ,ϑ,ϕ) (11.19)


La mayor dificultad para aplicar esta fórmula es la determinación del conjunto B. Dicho con-


junto viene dado por


B =
{
(ρ,ϑ,ϕ)∈R+×]−π,π]× [0,π] : (ρsenϕcosϑ,ρsenϕsenϑ,ρcosϕ)∈A


}


Las coordenadas esféricas son especialmente útiles cuando el conjunto A es una esfera, o un


sector esférico o una corona esférica, pues en estos casos el conjunto B es muy sencillo. Si,


por ejemplo, A = B((0,0,0),R) =
{
(x,y,z) : x2 +y2+z2


6 R2
}


(esfera de centro el origen y radio R),


entonces


B =
{
(ρ,ϑ,ϕ)∈R+×]−π,π]× [0,π] : ρ 6 R


}
=]0,R]×]−π,π]× [0,π]


Por tanto


y


B((0,0,0),R)


f (x,y,z)d(x,y,z) =


Rw


0


[ πw


−π


[ πw


0


f (ρsenϕcosϑ,ρsenϕsenϑ,ρcosϕ)ρ2senϕdϕ


]
dϑ


]
dρ (11.20)


y la integral iterada puede hacerse en el orden que se quiera.


11.2.2.3. Interpretación intuitiva de la fórmula del cambio de variables


Todo esto está muy bien, pero ¿por qué se cumple el teorema del cambio de variables? Ex-


cepto el parecido formal que hay entre las fórmulas (11.13) y (11.14), nada te he dicho que te


ayude a comprender por qué dicho teorema tiene que ser cierto. No es dif́ıcil comprender de


forma intuitiva las razones profundas del teorema. Por comodidad, consideremos el caso de


integrales dobles. En la igualdad
x


A


f (x,y)d(x,y) =
x


B


f (g(u,v)) |det Jg(u,v)| d(u,v) (11.21)
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supongamos que la función f es la función constantemente igual a 1. Entonces dicha igualdad


nos dice que x


A


d(x,y) =
x


B


|det Jg(u,v)| d(u,v) (11.22)


y como,
x


A


d(x,y) es el área del conjunto A = g(B), lo que nos dice esta igualdad es que


área(g(B)) =
x


B


|det Jg(u,v)| d(u,v) (11.23)


En particular, si la aplicación g es una aplicación lineal de R2 en R2, entonces el determinante


jacobiano de g es el determinante de g (como aplicación lineal), esto es, det Jg(u,v) = det (g). Si,


además, tomamos como conjunto B el intervalo [0,1]× [0,1], obtenemos que


área
(
g([0,1]× [0,1])


)
=


x


[0,1]×[0,1]


|det Jg(u,v)| d(u,v) =


1w


0


[
1w


0


|det (g)| du


]
dv = |det (g)| (11.24)


Es decir, el valor absoluto del determinante de una aplicación lineal es el área de la imagen


por dicha aplicación del intervalo unidad [0,1]× [0,1]. ¡Que esto efectivamente se cumple pue-


des comprobarlo de forma elemental! Observa que en el caso, todavı́a más especial, de que g
sea una aplicación lineal del tipo g(x,y) = (ax,by) donde a y b son números reales, entonces


|det (g)| = |ab| y, evidentemente, área
(
g([0,1]× [0,1])


)
= |ab|. En este caso se ve claramente que


|det (g)| representa el producto de las dilataciones que realiza g en cada uno de los ejes. Esta in-


terpretación también es correcta para cualquier aplicación lineal.


Podemos interpretar ahora la igualdad (11.23) anterior. En ella lo que se hace es aproximar


localmente la aplicación diferenciable g por su aplicación derivada la cual, como sabes, es una


aplicación lineal de R2 enR2 cuyo determinante es precisamente el determinante jacobiano de


g, det Jg(u,v). De forma sugerente, la igualdad (11.23) expresa que la dilatación global que pro-


duce en el conjunto B la aplicación diferenciable g se obtiene integrando las dilataciones locales,


y éstas se calculan sustituyendo g por su aplicación derivada, lo que, por lo que acabamos de


decir, explica la intervención de |det Jg(u,v)| en la fórmula (11.21).


La demostración, que es bastante técnica, de la fórmula del cambio de variables (11.21)


consiste en demostrar la igualdad (11.22), pues de ella se deduce con facilidad el caso general.


Conf́ıo en que con lo antes dicho hayas llegado a entrever las razones profundas de por qué se


verifica dicha igualdad.


11.2.3. Ejercicios propuestos


325. Calcula la integral de la función f : A→ R en los siguientes casos:


a) f (x,y) = 1 siendo A la región limitada por y2 = x3, y = x.


b) f (x,y) = x2 siendo A la región limitada por xy= 16, y = x, y = 0, x = 8.


c) f (x,y) = x siendo A el triángulo de vértices (0,0), (1,1), (0,1).


d) f (x,y) = x siendo A la región limitada por la recta que pasa por (0,2) y (2,0) y la cir-


cunferencia de centro (0,1) y radio 1.
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e) f (x,y) = ex/y siendo A la región limitada por y2 = x, x = 0, y = 1.


f) f (x,y) =
x


x2 +y2 siendo A la región limitada por y =
x2


2
, y = x.


g) f (x,y) = xy2 siendo A la región limitada por y2 = 2x, x = 1.


h) f (x,y) = xy siendo A la región limitada por la semicircunferencia superior (x−2)2 +


y2 = 1 y el eje OX.


i) f (x,y) = 4−y2 siendo A la región limitada por y2 = 2x e y2 = 8−2x.


j) f (x,y) = ex2
siendo el conjunto A el triángulo formado por las rectas 2y = x, x = 2 y el


eje x.


k) f (x,y) =
x−y
x+y


; donde A es el cuadrado de vértices (0,2),(1,1),(2,2),(2,3).


326. Calcula los siguientes volúmenes:


a) Volumen del sólido limitado superiormente por z = x + y e inferiormente por el


triángulo de vértices (0,0), (0,1), (1,0)


b) Volumen del sólido limitado superiormente por z= 2x+1 e inferiormente por el con-


junto


{(x,y) ∈ R2 : x2 +(y−1)2
6 1}


c) Volumen del sólido comprendido por el paraboloide de ecuación z= x2 + y2 e infe-


riormente por el disco unidad.


d) Volumen del sólido limitado superiormente por z= 4−y2− x2


4
e inferiormente por el


disco {(x,y) ∈ R2 : x2 +(y−1)2
6 1}.


e) Volumen del sólido acotado por el plano z= 0 y el paraboloide z= 1−x2−y2.


f) Volumen del conjunto {(x,y,z) ∈ R3 : 06 z6 x2 +y2
6 2x}.


g) Volumen limitado por el paraboloide eĺıptico
x2


9
+


y2


16
= zy el plano z= 7.


327. Utiliza el cambio a coordenadas polares para calcular las integrales de las siguientes fun-


ciones en los recintos que se indican:


a) f (x,y) =
√


1−x2−y2, A = B
(
(0,0),1


)


b) f (x,y) =
√


x2 +y2, A = [0,1]× [0,1]


c) f (x,y) = y, A = {(x,y) ∈ B
(
(1/2,0),1/2


)
: y> 0}


d) f (x,y) = x2 +y2, A = B
(
(1,0),1


)


e) f (x,y) = x2 +y2, A = {(x,y) ∈ R2 : 46 x2 +y2
6 9}


328. Calcula la integral de f : A→ R en cada uno de los siguientes casos:


a) f (x,y) = x, A = {(x,y) ∈ R2 : x2 +y2
6 2x}


b) f (x,y) = x
√


1−x2−y2, A = {(x,y) ∈ R2 : x2 +y2
6 1, x,y> 0}


c) f (x,y) = exp(x/y), A = {(x,y) ∈ R2 : 06 y3
6 x6 y2}


d) f (x,y) = exp


(
y−x
y+x


)
, A = {(x,y) ∈ R2 : x,y> 0, x+y6 2}


e) f (x,y) = (x2 +y2)−
3
2 , A = {(x,y) ∈ R2 : x6 y, x+y> 1, x2 +y2


6 1}
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f) f (x,y) = x2 +y2, A = {(x,y) ∈ R2 : (x2 +y2)2
6 4(x2−y2), x> 0}


g) f (x,y) = x2 +y2, A = {(x,y) ∈ R2 : x2 +y2
6 2y, x2 +y2


6 1, x> 0}


h) f (x,y) =
√


xy, A dominio acotado por la curva


(
x2


2
+


y2


3


)4


=
xy√


6
que está en el primer


cuadrante.


i) f (x,y,z) =
1


(x+y+z)3 , A = {(x,y,z) ∈ R3 : x+y+z6 1,x,y,z> 0}


j) f (x,y,z) = (x+y+z)2, A = {(x,y,z) ∈ R3 : x2 +y2+z2
6 1,x2 +y2 +z2


6 2z}


k) f (x,y,z) = z, A = {(x,y,z) ∈ R3 : x2 +
y2


4
+


z2


9
6 1,z> 0}


l) f (x,y,z) = z, A = {(x,y,z) ∈ R3 : x2 +y2
6 z2,06 z6 1}


m) f (x,y,z) = x2, A = {(x,y,z) ∈ R3 : x> 0, x2 +y2 +(z−1)2
6 1, 4z2


> 3(x2 +y2)}
n) f (x,y,z) = zy


√
x2 +y2 A = {(x,y,z) ∈ R3 : 06 z6 x2 +y2, 06 y6


√
2x−x2}


ñ) f (x,y,z) = z, A = {(x,y,z) ∈ R3 : x2 +y2+z2
6 2, x2 +y2


6 z}
o) f (x,y,z) = z2, A = {(x,y,z) ∈ R3 : x2 +y2 +z2


6 R2, x2 +y2 +z2
6 2Rz}


p) f (x,y,z) =
√


x2 +y2+z2, A = {(x,y,z) ∈ R3 :
√


x2 +y2 6 z6 3}
q) f (x,y,z) =


√
x2 +z2, A el conjunto acotado por el paraboloide y = x2 + z2 y el plano


y = 4.


329. Calcula el volumen del conjunto A en cada uno de los siguientes casos:


a) A =
{


(x,y,z) ∈ R3 : x2 +y2
6 z6


√
x2 +y2


}


b) A =


{
(x,y,z) ∈ R3 :


x2


a2 +
y2


b2 6 1, 06 z6


√
x2


a2 +
y2


b2


}


c) A =
{
(x,y,z) ∈ R3 : 06 z6 x2 +y2, x+y6 1, x,y> 0


}


d) A =
{


(x,y,z) ∈ R3 : 06 z6
√


x2 +y2, x2 +y2
6 2y


}


e) A =
{
(x,y,z) ∈ R3 : 06 z6 4−y2, 06 x6 6


}


f) A =
{
(x,y,z) ∈ R3 :


√
x6 y6 2


√
x, 06 z6 9−x


}


g) A =
{
(x,y,z) ∈ R3 : x2 +y2


6 z2, x2 +y2+z2
6 2z


}
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