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LA CIRCUNFERENCIA 
 
 
CONTENIDO 
 
1. Ecuación común de la circunferencia 
 


Ejemplos 
 


2. Ecuación general de la circunferencia 
 


2.1 Análisis de la ecuación 
 


3. Ejercicios 
 
 


Estudiaremos cuatro curvas que por su importancia y aplicaciones en algunas ramas de 
la ciencia, es necesario considerarlas. Cada una de estas curvas se describirá como un lugar 
geométrico y se demostrará que cada una de ellas es la gráfica de una ecuación cuadrática en 
x o y, que se puede representar como caso especial de la ecuación general siguiente: 
 


0FEyDxCyBxyAx 22 =+++++  
 


En la cual los coeficientes A, B y C no son todos cero. 
 


Estas cuatro curvas son: la circunferencia, la parábola, la elipse y la hipérbola, 
llamadas CÓNICAS debido a que se pueden describir como las curvas que se generan al 
intersectarse un plano con un cono circular. 
 


De las cuatro curvas cónicas, 
la circunferencia es la más simple y 
geométricamente se describe como la 
intersección de un cono recto 
circular y un plano paralelo a la 
base del cono, como se muestra en la 
Figura 1. 
 
DEFINICIÓN. La circunferencia es el 


lugar geométrico de 
todos los puntos de un 
plano que participan de 
la propiedad de 
equidistar de un punto 
fijo llamado centro. 


 
 
1. ECUACIÓN COMÚN DE LA CIRCUNFERENCIA. 
 


Para deducir la ecuación de esta curva, cuyas características geométricas son bien 
conocidas, supondremos que el centro es el punto C(h, k) y que el radio es una constante a, 
como se muestra en la Figura 2. 
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Sea M(x, y) un punto cualquiera de 
la circunferencia con centro en C(h, k) y 
radio igual a a. Por definición, el radio es 
una constante, por lo que la condición de 
movimiento de M es: 
 


a = CONSTANTE = C M         (1) 
 


Aplicando la fórmula de la distancia 
entre dos puntos, tenemos: 
 


   ) k - y ( +) h - x ( = C M 2 2  
 


Sustituimos en (1): 
 


a =)k - y ( +) h - x (     2 2  
 


Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad, nos queda: 
 


a =) k -  y( +) h - x ( 2 2 2   ................................................................................................(I) 
 


Esta es la ecuación común de la circunferencia, correspondiente a una ecuación 
cartesiana, cuyos parámetros, además del radio a, son la abscisa h y la ordenada k del centro, 
cuyas coordenadas deben tomarse siempre con signo contrario al que tenga en la ecuación. 
 
 
EJEMPLOS 
 
1. En el caso de la circunferencia 36 =)2 +  y( + ) 3 - x (   2 2 , tendremos: 
 


h = 3 , k = -2 y que a2=36. Por tanto: a = 6 
 


Es decir: 
 


Centro: C(3,-2); Radio: a = 6 
 
2. Encontrar la ecuación de la circunferencia con centro en (5,2) y radio igual a 4. 
 
 SOLUCIÓN 
 


De acuerdo con los datos tenemos: h = 5, k = 2 y a = 4. 
 


Sustituyendo en la ecuación (I) estos valores, se tiene: 
 


16 =) 2 -  y( +) 5 - x (   2 2  
 
3. Encontrar la ecuación de la circunferencia con centro en (-3,4) y radio igual a 5. 
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SOLUCIÓN 
 


De acuerdo al enunciado se tiene: 
 


h = -3; k = 4 y a = 5. Por tanto: a2 = 25 
 


Según la ecuación (I), sustituyendo estos valores tenemos: 
 


25 = ) 4 -  y( +)3 + x ( 2 2    
 


Es  perfectamente  claro  que  cuando una circunferencia tiene su centro en el origen, 
h = 0 y k= 0, la ecuación simplemente es: 


 
a =y +x 2 2 2    


 
La posición y tamaño de la circunferencia depende de las tres constantes arbitrarias h, 
k y a. 


 
 
2. ECUACIÓN GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA. 
 


En muchos problemas se presenta desarrollada la ecuación de la circunferencia, en 
cuyo caso interesa saber conocerla y poder determinar su centro y su radio. Por lo pronto 
vamos a desarrollar la ecuación común (I) y establecer ciertas conclusiones. 


 
0 =a -k + y k 2 - y +h + x h 2 -x     2 2 2 2 2  


 
Esta ecuación no se altera si ambos miembros se multiplican por la constante A. 


 
0 =a A- k A+ y k A 2 - y A+ h A+ x h A 2 -xA       2 2 2 2 2  


 
Dado que: )a A - k A+h(A     k A 2 -  ,  h A 2 -    2 2 2 y  son constantes, podemos escribir la 


ecuación como: 
 


0 = F +  yE + x D +y A+xA    2 2 ...................................................................................(II) 
 


En donde: 
 


)         a -k+h ( A =a A-k A +h A= F
k A 2  - = E
h A 2  - = D


2 2 2 2 2 2 


 


 
Entonces conociendo los valores de D, E, y F, se pueden encontrar las coordenadas del 


centro y la longitud del radio de una circunferencia. 
 
 
2.1.- ANÁLISIS DE LA ECUACIÓN. 
 


Las observaciones que podemos hacer son las siguientes: 
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Primera. Una ecuación con dos variables de segundo grado representa una 
circunferencia si los coeficientes de x5555 y y5555 son iguales y del mismo signo. 


 
Segunda. Si la ecuación contiene términos de primer grado, el centro está fuera del 


origen. Si la ecuación carece de uno de los términos de primer grado, el centro 
está sobre el eje del sistema de nombre distinto al término faltante. 


 
Tercera. Si la ecuación no tiene término independiente, la circunferencia pasa por el 


origen. 
 
Cuarta. Observamos que el termino rectángulo Bxy no existe, por lo que establecemos 


que B = 0. 
 


Por lo que se refiere a determinar el centro y el radio a partir de la ecuación 
desarrollada, lo lograremos si la llevamos a la forma común en la que intervienen binomios al 
cuadrado y a la que se llega completando trinomios cuadrados perfectos en x y y, como se 
muestra en los ejercicios siguientes: 
 
 
3. EJERCICIOS 
 
1. Encontrar el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuación es: 


0 = 104 -  y36 + x 12 -y9 +x 9    2 2 . Trazar la circunferencia. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Completando trinomios cuadrados perfectos en x y y, se tiene: 
 


0 = 104 - ) 4 - 4 + y 4 + y ( 9 +
9
4 - 


9
4 + x 


3
4 -x 9 2 2    







  


 
Considerando los binomios cuadrados perfectos y simplificando: 


 


0 = 104 - 36 - 4 - ) 2 + y (  9 +) 
3
2


 - x (  9 2 2   


 
Llevando a la forma común (I), se tiene: 


 


16 =) 2 +  y( +)
3
2 - x (    2 2 


9
144
 =)2 + y ( +) 


3
2


 - x (


144 =)2 + y ( +) 
3
2


 - x (9


144 =)2 + y (  9 
3
2


 -x   9


   


      


  +   


2 2 


2 2 


2 
2 



















 


 
Comparando con la ecuación (I), se tiene que: h = 2/3, k=-2 y a = 4. Por tanto, el centro 
C y el radio a están dados por: 







GEOMETRÍA ANALÍTICA 


4. LA CIRCUNFERENCIA 
AUTOR: PROFESOR JESÚS INFANTE MURILLO 
EDICIÓN PARA INTERNET: PROFESOR PABLO FUENTES RAMOS 


4-5 


4 = a  ,  2 - , 
3
2  C 







  


 
La Figura 3 muestra gráficamente los resultados obtenidos. 


 
2. Encontrar el centro y el radio de la circunferencia dada por la ecuación: 


0 = 2 -  y4 + x 4 +y 4 +x 4   2 2 . 
 
 SOLUCIÓN 
 


Procediendo en la misma forma que en el ejemplo anterior, tenemos: 
 


1 =
2
1 +  y+


2
1 + x       


2 2 



































































2 =
2
1


 +y +
2
1


 + x  2


2 = 
2
1


 +y 2 +
2
1


 +x 2


0= 1 - ) 
4
1


 - 
4
1


 + y + y(  2 + ) 
4
1


 - 
4
1


 + x + x ( 2


0 = 1 - y 2 + x 2 +y 2 +x 2


        


       


  


  


2 2 


2 2 


2 2 


2 2 


 


 
De la última expresión, se determina que el centro y el radio de la circunferencia son 


respectivamente: 
 


1 = a   ;    
2
1  - , 


2
1  -  C 







  


 
3. Encontrar el centro y el radio de la circunferencia representada por la ecuación: 


0 = 65 +  y2 + x 16 -y +x   2 2 . 
 
 SOLUCIÓN 
 


Procediendo como en los ejemplos previos: 
 


0 =)1 +  y( +) 8 - x (    2 2 


0 = 65 + ) 1 - 1 + y 2 +y ( + ) 64 - 64 + x 16 -x(    2 2 


 


 
Por tanto, el centro y el radio son: 


 
0 = a   ;   ) 1 - , 8 ( C  


 
Como el radio es cero, la circunferencia se reduce a un punto que es el mismo 
centro. 
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4. Encontrar el centro y el radio de la circunferencia representada por la ecuación: 
0 = 41 +  y72 + x 24 y36 +x 36 +   2 2 . 


 
 SOLUCIÓN 
 


Procediendo como en los casos previos: 
 


36
1 - =) 1 +  y( +) 


3
1 + x (   2 2  


  


    


1 - = ) 1 + y ( 36 +) 
3
1


 + x ( 36


0 =41 + ) 1 - 1 + y 2 +y( 36 + ) 
9
1


 - 
9
1


 + x 
3
2


 +x ( 36


2 2 


2 2 


 


 
De la expresión anterior, encontramos que el centro y el radio son: 


 


j 
6
1 =  


36
1 -  = a   ;   )  1 - , 


3
1 - ( C  


 
En este caso, se trata de una circunferencia de radio imaginario. 


 
5. Determinar la ecuación de una circunferencia que pasa por el punto P(1,0), sabiendo 


que es concéntrica a la representada por la ecuación: 0 = 13 +  y8 - x 2 -y+ x   2 2 . 
 
 SOLUCIÓN 
 


La ecuación debe tener la forma dada por la fórmula (I), debiendo ser las coordenadas 
h y k del centro las mismas que la de la circunferencia dada y las calculamos llevando 
a la forma común la ecuación de la circunferencia conocida. 


 
Completando los trinomios cuadrados perfectos y reduciendo, tenemos: 


 


4 =) 4 -  y( +) 1 - x (    2 2 


0 = 13 + ) 16 - 16 + y 8 -y( + ) 1 - 1 + x 2 -x (    2 2 


 


 
De la expresión anterior encontramos que el centro es C(1,4), es decir h = 1 y K = 4. 
Como a2=4, entonces a = 2. 


 
El radio a de la circunferencia buscada se calcula como la distancia del punto P al 
centro C. 


 
4a  =) 4 - 0 ( +) 1 - 1 (  = C P =    2 2  


 
Por tanto, a2=16. Sustituyendo este valor y los de h y k en la fórmula (I), encontramos la 
ecuación de la circunferencia pedida: 
 


16 =) 4 -  y( +) 1 - x (   2 2  
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6. El  diámetro de una circunferencia es el segmento de recta definido por los puntos: 
A(-8,-2) y B(4,6). Obtener la ecuación de dicha circunferencia. 


 
 SOLUCIÓN 
 


La forma de la ecuación es la de la fórmula (I). El centro es el punto medio del 
diámetro, cuyas coordenadas se obtienen aplicando las fórmulas para el punto medio 
de un segmento, en este caso BA : 


 


2 k


2 -h


=
2


6 + 2 -
 =


2
y +y


= 


 = 
2


4 + 8 -
 = 


2
x+x = 


    


  


B  A


B  A


 


 
Por tanto, el centro es C(-2,2). El radio es la distancia del centro C a cualquiera de los 
extremos del diámetro, es decir: 


 
   =    =       16 + 36)6 - 2 ( +)4 - 2 - (= B C = 2 2 52a  


 
La ecuación de la circunferencia pedida es: 


 
52 =) 2 -  y( +)2 + x (    2 2  


 
7. Determinar los puntos donde la circunferencia cuya ecuación es 


0 = 1 +  y4 - x 2 +y+ x   2 2  corta a los ejes de coordenadas. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Para encontrar los puntos de intersección con el eje de las x, hacemos y = 0 y 
sustituimos en la ecuación dada: 


 
 012xx2 =++  
 
 Resolviendo para x: 
 


 1
2


442x −=
−±−


=  


 
Es decir, que la circunferencia es tangente al eje de las x en el punto I(-1,0). 


 
Para determinar los puntos de intersección con el eje de las y, hacemos x = 0 y 
sustituimos en la ecuación dada: 


 
 014yy2 =+−  
 
 Resolviendo para y: 
 


 1.732232
2


124
2


4164
2


4(1)(1)44
y


2


±=±=
±


=
−±


=
−±


=  
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Los valores de y que satisfacen la expresión anterior son: 
 


0.268y
3.732 y


2 


1 


 = 1.732 - 2 =
= 1.732 + 2 =


  
 


 


 
Por tanto, los puntos de intersección con el eje de las y son: 


 
) 0.268 , 0 (P) 3.732 , 0 (P         2 1 y  


 
8. Encontrar los puntos de intersección de las circunferencias representadas por las 


ecuaciones: 
 


0 =  y4 + x 2 -y+x    2 2 ...................................................................................................(1) 
0 =  y6 + x 2 +y+x    2 2 ...................................................................................................(2) 


 
 SOLUCIÓN 
 


Para encontrar los puntos de intersección, se resuelve el sistema de ecuaciones (1) y 
(2), para lo cual restamos la ecuación (1) de la ecuación (2): 


 
0 = y 2 + x 4  


 
Despejando a y: 


 
 x2  - =y ......................................................................................................................(3) 


 
Sustituyendo (3) en (1), reduciendo términos y factorizado: 


 


0 = 2) -(x x  
0 = 2) -(x  x  5
0 = x 10 - x5


0 = x 8 - x 2 -x4 +x
2 


2 2 


 
   


 


 
Resolviendo para x: 


 


2 =x
0 =x


  
 


2 


1  


 
Sustituyendo en (3): 


 


4 - = y
0   =y


2 


1   


 
Por tanto, los puntos de intersección son: 


 
) 4 - , 2 (Q) 0 , 0 (Q         2 1 y  
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9. La ecuación de una circunferencia es: 0= F +  yE + x D +y+x     2 2 . Determinar la 
ecuación para el caso particular en que la circunferencia pasa por los puntos P(-4,0), 
Q(0,2) y R(-2,-2). 


 
 SOLUCIÓN 
 


La condición para que los puntos dados pertenezcan a la circunferencia es que 
verifiquen la ecuación dada. Sustituyendo las coordenadas de los puntos conocidos en 
la ecuación: 


 
Para el punto P: 0 = F + D 4 - 16 ....................................................................................(1) 
Para el punto Q: 0 = F + E 2 + 4 ....................................................................................(2) 
Para el punto R: 0 = F + E 2 - D 2 - 8 = F + E 2 - D 2 - 4 + 4 ................................................(3) 


 
Obteniendo un sistema de ecuaciones, que resolvemos restando (1) de (2): 


 
 04D2E12 =++−  
 
 Dividiendo entre 2: 
 
 02DE6 =++−  
 


Despejando a E: 
 


6 + D 2 - = E .................................................................................................................(4) 
 


De la ecuación (1), despejamos a F: 
 


16 - D  4 = F .................................................................................................................(5) 
 


Sustituimos las ecuaciones (4) y (5) en (3): 
 


0164D6)2D2(2D8 =−++−−−  
 
Desarrollando: 
 


0164D124D2D8 =−+−+−  
 
Reduciendo términos semejantes: 
 


0206D =−  
 
Despejando a D: 


 


3
10D  = 


6
20


 =  


 
Sustituyendo D en (4): 


 


 = 
3


18
 + 


3
20


 - = 6 +  
3


10
   2 - = 


3
2 - E 
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Sustituyendo D en (5): 
 


3
8 -F  = 


3
48


 - 
3
40


 = 16 -  
3


10
   4 = 







  


 
Sustituyendo los valores obtenidos en la ecuación inicial: 
 


0= 
3
8


 -  y 
3
2


 -  x 
3


10
 +y+x     2 2  


 
Finalmente, multiplicando por 3: 
 


0 = 8 -   y2 - x  10 +y3 +x 3    2 2  
 


Que es la ecuación pedida. 
 
10. Comprobar que la recta 10 = x +  y2  es tangente a la circunferencia 


0 =  y4 - x 2 - y+x
2 2    y determinar el punto de tangencia. 


 
 SOLUCIÓN 
 


Necesitamos hacer simultáneas las dos ecuaciones. Para esto, despejamos a x de la 
primera ecuación: 


 
 y2 - 10 =x ...................................................................................................................(1) 


 
Sustituyendo este valor en la segunda ecuación, desarrollando y simplificando, se 
obtiene: 


 


0 = 16 +  y8 -y  2  
0 = 80 + y 40 - y 5


     
   


2 


2 2 


2 2 


0= y 4 - y 4 + 20 -y+y4 + y 40 - 100


0 = y 4 - ) y 2 - 10 ( 2 -y+) y 2 - 10 (


 


 
Resolviendo para y: 


 


4y  = 
2
8


 = 
2


 64 - 64   8
 = ±


 


 
Sustituyendo en (1): 


 
2x  = 8 - 10 = ) 4 ( 2 - 10 =  


 
De acuerdo al resultado, queda comprobado que la recta es tangente a la 
circunferencia, porque sólo tienen un solo punto común T(2,4), que es precisamente el 
de tangencia. 
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11. Probar que el punto P(4,2) pertenece a la circunferencia 20 =  y4 + x 2 -y+x    2 2  y 
obtener la ecuación de la tangente a la circunferencia en ese punto. 


 
 SOLUCIÓN 
 


Las coordenadas del punto P deben verificar la ecuación dada por pertenecer a la 
circunferencia. Sustituyendo las coordenadas de P en la ecuación dada: 


 
20  8 + 8 - 4 + 16 = ) 2 ( 4 + ) 4 ( 2 -2 +4   2 2 ≡  


 
Por lo que el punto P sí pertenece a la circunferencia. Para obtener la ecuación de la 
tangente, necesitamos conocer el centro de la circunferencia. Llevando la ecuación 
dada a su forma común, es decir, completando los trinomios cuadrados perfectos, 
tenemos: 


 


25 =)2 +  y( +) 1 - x (    2 2   
   20 = ) 4 - 4 + y 4 +y( + ) 1 - 1 + x 2 -x ( 2 2 


 


 
De la expresión anterior, encontramos que el centro está en C(1,-2) y el radio es a = 5. 
La pendiente de la recta que pasa por los puntos P y C está dada por: 
 


3
4


m C P   = 
1 - 4
2 + 2


 =
x-x


y-y
=  


  
  


  
1 2 


1 2  


Como la tangente es perpendicular al radio C P , su tangente es 
4
3


  - = m . 


Sustituyendo en la fórmula de una recta que pasa por un punto dado P y pendiente m, 
se obtiene: 


 


3 +  x 
4
3


  - = ) 4 - x (  
4
3


  - = 2 -y  


 
Finalmente, despejando a y se obtiene la ecuación de la recta tangente a la 
circunferencia en el punto P: 


 


5 + x  
4
3  - = y  


 
12. Una circunferencia es tangente al eje de las x, pasa por el punto A(1,1) y tiene su 


centro sobre la recta 1xy −= . Obtener la ecuación de la circunferencia. 
 
 SOLUCIÓN 
 


La gráfica, según los datos, se muestra en la Figura 4. 
 


La forma de la ecuación es igual a la expresada en la fórmula (I). Para que la 
circunferencia sea tangente al eje de las x se necesita que la ordenada del centro 
sea igual al radio: 
 


a = k ............................................................................................................................(1) 
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Las coordenadas del punto A deben verificar la ecuación de la circunferencia, por lo 
que tenemos: 


 
a =)k - 1 ( +) h - 1 ( 2 2 2    .................................................................................................(2) 


 
Las coordenadas del centro deben satisfacer la ecuación de la recta dada, es decir: 


 
1 - h = k .........................................................................................................................(3) 


 
Sustituyendo (1) y (3) en (2): 


 
)h - 1 ( =)1 - h ( =)1 + h - 1 ( +)h - 1 ( 2 2 2 2         


 
Simplificando: 


 
 0h)(2 2 =−  
 
 Sacando raíz cuadrada: 
 
 0h2 =−  


 
Por tanto: 


 
2 = h  


 
Sustituyendo h en la ecuación (3): 


 
1k  = 1 - 2 =  


 
Sustituyendo k en (1): 


 
1 = a  


 
Sustituyendo h, k y a en la fórmula (I), se obtiene la ecuación pedida: 


 
1 =)1 -  y( +)2 - x (     2 2  
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2. Coordenadas polares geralizadas 
 


2.1 Relación entre coordenadas polares y rectangulares de un punto 
 
3. Cambio de sistema de coordenadas cartesianas a polares y viceversa 
 


3.1 Ejercicios 
 
4. Trazado de una curva dada su ecuación polar 
 
5. Ecuación de las curvas de segundo grado en coordenadas polares 
 
 
 


Este sistema consiste en señalar un 
punto que es el origen de las coordenadas y a 
partir de él se señala un segmento de recta 
horizontal denominado línea inicial o eje polar, 
en el cual se marca la escala que se desee, 
para medir distancias. Una vez hecho esto, para 
indicar la posición de un punto cualquiera del 
plano, trazamos la recta desde el punto en 
cuestión hasta el origen del sistema y se mide 
el ángulo por el eje polar y la recta. La medida 
del ángulo y de la distancia del punto al 
origen son las coordenadas polares del 
punto. 
 


Lo especificado lo representamos en la 
figura adjunta. 
 
 
1. Coordenadas polares de un punto 
 
 


Consideremos sobre un plano, un rayo 
(0x) con origen en el punto 0. Llamaremos eje 
polar al rayo; polo al punto 0, El eje polar se 
representara por 0x. 
 


Sea M un punto arbitrario del plano, como 
se observa en la figura adjunta. La longitud del 
segmento 0M, se llamará longitud del radio 
polar del punto M y se representará por r. El 
ángulo que deba rotarse el eje polar, en el 
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sentido opuesto a las manecillas del reloj, para hacerlo coincidir con el radio polar, 0M se llamará 
ángulo polar del punto M y se representará por θ. Si el punto M coincide con el polo, r = 0 y el 
ángulo θ no tendrá un valor determinado. 
 


El par de números r y θ reciben el 
nombre de coordenadas polares del 
punto M. Lo denotamos como: 
 


M ( r, θ ) 
 


El radio vector es positivo. 
 
EJEMPLO 1. Construir los puntos cuyas 
coordenadas polares son:  


  
4


 π 7
 , 2  C    y 


4
 π


 - , 3  B  ;   
2
π 3


 , 4 A 





















  


 
SOLUCIÓN 


 
Por lo expuesto, los datos los 
llevamos a la figura adjunta. 


 
EJEMPLO 2. Determinar las coordenadas 


polares de las vértices de 
un hexágono regular A, B, C, 
D, E, y F, tomando como 
polo al punto 0, centro del 
hexágono y como eje polar 
al rayo OC , según la figura. 


 
SOLUCIÓN 


 
Tomando 1 = C O  


 
C(1,0), D(1,ππππ/3), E(1,2ππππ/3), F(1,ππππ), A(1,4ππππ/3) 
y B(1,5ππππ/3) 
 
 
2. Coordenadas polares generalizadas 
 


En la situación de ciertos problemas es conveniente considerar sobre una recta que pasa 
por el polo, dos puntos M y N que se encuentran en diferentes semi-rectas con relación al punto 0. 
Como se observa en la figura siguiente: 
 


En este caso se toma por ángulo polar de los puntos M y N el mismo ángulo, y r, para  el 
punto M, se considerara positivo y para el punto N será negativo. 
 


Las coordenadas θ y r < 0 se llaman coordenadas polares generalizadas del punto N. 
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EJEMPLO 3. Determinar las 
coordenadas polares 
de los puntos que se 
indican en la figura 
adjunta: 


 
SOLUCIÓN 


 
Como el radio vector r es 
positivo cuando se mide sobre 
el lado terminal del ángulo y 
negativo cuando se mide sobre 
la prolongación de este, 
tendremos que: 


 
De acuerdo a la figura, para los 
puntos M, N, P y Q pueden 
tomarse como coordenadas polares. 


 
































  


4
 π  , 2 -  Q    y 


4
 π  , 4  P  ,   


4
 π  , 4 -  N  ;   


2
 π  , 3  M  


 
 
2.1. Relación entre coordenadas polares y rectangulares de un punto 
 


Para transformar las coordenadas 
de un punto de un sistema de 
coordenadas rectangulares a un sistema 
de coordenadas polares o viceversa, 
hacemos coincidir los orígenes de los dos 
sistemas y el eje polar con el eje positivo 
de las abscisas o de las x, como se ve en 
la figura adjunta en la cual consideramos 
un punto P, cualquiera. 
 


Las coordenadas en ambos 
sistemas del punto P son: 
 


P (x, y) y P (r, φ) 
 
 
3. Cambio de sistema de coordenadas cartesianas a polares y viceversa. 
 


Para la solución de ciertos problemas es necesario saber como pasar de un sistema de 
coordenadas a otro. Por ello deduciremos las relaciones necesarias. 
 


De la figura anterior, se tiene el triángulo rectángulo 0PD y de acuerdo a la definición de las 
funciones trigonométricas, obtenemos: 
 


φ sen r =    y  ∴ 
r
y


 = φ sen .................................................................................................(1) 
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φ cos r = x    ∴  
r
x


 = φ cos .................................................................................................(2) 


 
Que son las ecuaciones de cambio, para cambiar las coordenadas de un punto o de una 


ecuación cartesiana en polar y viceversa. 
 


Ahora, de acuerdo al teorema de Pitágoras según la misma figura nos queda: 
 


       y+x=r
222      y+x= r    22∴ ..........................................................................................(3) 


 
Las expresiones anteriores (1), (2) y (3) son válidas para todos los puntos del plano, es 


decir, podemos convertir con facilidad las ecuaciones rectangulares de las curvas en el plano a su 
forma polar o viceversa. 
 
 
3.1 Ejercicios 
 
1. Dadas las coordenadas cartesianas del punto )   3  - , 1 ( P , determinar las coordenadas 


polares del mismo. 
 


SOLUCIÓN 
 


Se sabe que      r y+x = 2 2 , sustituyendo las coordenadas conocidas del punto tenemos: 
 


( )  2 = r   ∴ 2 =  4  =  3 + 1 =  3  -  +1 = r     22  
 
Por otra parte se tiene que: 


 


2
 3  -


 = 
r
y


 = φ sen  


 
3
π 5  = φ   ∴







   


3
 π 5 


 =300= 
2


 3 
 -  sen ang =   0ϕ  


 
Por lo que las coordenadas polares de P son: 


 


  
3


 π  5   , 2  P 





  


 
2. Dada la ecuación polar 2 = ) θ  cos 2 - 3 ( r . Obtener la ecuación cartesiana de la curva. 
 
 SOLUCIÓN 
 


De la ecuación dada se tiene: 
 


 2 = θ cos r 2 - r 3  
 


Aplicando las ecuaciones de cambio:  θ cos r = x  y      y+x = r 2 2 . 







GEOMETRÍA ANALÍTICA 


11. COORDENADAS POLARES 
AUTOR: PROFESOR JESÚS INFANTE MURILLO 
EDICIÓN PARA INTERNET: PROFESOR PABLO FUENTES RAMOS 


11-5 


Sustituyendo queda: 
 


2 +  x 2 =y+x 3


2 =  x 2 - y+ x3


     


    
2 2 


2 2 


 


 
Elevando al cuadrado ambos miembros y desarrollando: 


 
4 + x 8 +x4 =y9 +x 9      2 2 2  


 
Simplificando y ordenando: 


 
     0 = 4 - x 8 -y9 +x5 2 2  


 
La ecuación representa a una elipse. 


 
3. Obtener la ecuación polar de la curva cuya ecuación es: 0 = 1 +  y4 + x 3 . 
 
 SOLUCIÓN 
 


Se sabe que θ sen r =   y,  θ cos r = x  
 


Sustituyendo en la ecuación dada: 
 


1 - = ) θ  sen 4 + θ  cos 3 (  r
1 - = θ  sen r 4 + θ  cos r 3


1 - = ) θ  sen  r ( 4 + ) θ  cos  r ( 3
 


 
Despejando a r: 


 


θ sen  4 + θ cos  3
1 - = r  


 


4. Obtener la ecuación rectangular de la curva cuya ecuación es: 
1 + θ cos


4
 = r . 


 
 SOLUCIÓN 
 


Rearreglando la ecuación dada: 
 


4 = r + θ  cos r
4 = ) 1 + θ  cos ( r


 


 
Pero: 


 
 θ cos r =x  


      y+x= r 2 2  
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Sustituyendo: 
 


 x- 4 = y+x


4 =y+x +x 


    


     
2 2 


2 2 


 


 
Elevando al cuadrado y simplificando: 


 
x + x 8 - 16 =) x - 4 ( =y+x 2 2 2 2      


 
Despejando: 


 
) x - 2 (  8 = x 8 - 16 = y 2  


 
Por tanto: 


 
) x - 2 (  8 = y 2  


 
La ecuación representa a la curva de una parábola. 


 
5. Obtener la ecuación cartesiana de la línea: 6 = ) θ  sen 3 + θ  cos  5 ( r . 
 
 SOLUCIÓN 
 


Haciendo las operaciones: 
 


6 = θ sen r 3 + θ cos  r 5  
 


Haciendo el cambio sabiendo que: 
 


  θcos r =x  y  senθ r =y  
 


Sustituyendo queda: 
 


6 =  y3 + x 5  
 


La ecuación representa a una línea recta. 
 
6. Obtener la ecuación polar de la parábola, cuya ecuación es: x p 2 =y  2  
 
 SOLUCIÓN 
 


En la ecuación dada sustituimos las ecuaciones: 
 


x = r cos θ 
y = r sen θ 
 
Por lo que: 


 
θ cos r p 2 = θsenr 2 2   
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Simplificando: 
 


θcos p 2 = θsen r 2  
 


Despejando: 
 


θ sen
θ cos


 
θ sen


1
 p 2 =


θsen
θ cos


p 2 = r   2  


 
Pero: 


 


θ cot = 
θ sen
θ cos


   y   θcsc  = 
θ sen


1
 


 
Sustituyendo queda: 


 
θcot  θ csc p 2 = r  


 
7. Determinar la nueva ecuación polar de la curva 8 = θ sen θ cosr  2 , referida al mismo polo, 


pero cuando el eje polar gira un ángulo de 45°°°°. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Previamente, tenemos que pasar al sistema cartesiano la ecuación dada para poder hacer 
el giro. 


 
La ecuación dada puede expresarse como: 


 
8 = θ sen r θ cos r  


 
Sustituyendo:  θ cos r =x y  θ sen r = y : 


 
La ecuación dada tiene la forma: 


 
8 = yx ...............................................................................................................................(1) 


 
Las ecuaciones de giro en este caso son, sabiendo que: 
 


 2 
1


 =45 cos   y   
 2 


1
 =45sen    00  


 


 2 
y + x


 =45 cos  y +45 sen  x =y 


2
y'x'


 =45 sen  y -45 cos  x =x 


  


  


′′
′′


−′′


°°


°°
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Sustituyendo en (1) queda: 
 


 8 = 
 2 
 y  x 


 2 
 y- x 















 ′+′′′


 


 
Haciendo operaciones: 


 


16 =yx   - 2  2  ′′


′′ 8 = 
2


yx 2  2   - 
 


 
Esta es la ecuación transformada, pero en sistema cartesiano; habrá que regresar 
nuevamente a polares para obtener la solución definitiva. Al aplicar las correspondientes 
ecuaciones de cambio, resulta: 


 
16 = θ senr - θcosr 2 2  2 2     ′′′′  


16sen - θcos(r     2 2 2  =′′ }  
 


Pero se sabe que:    θ 2 cos = θsen  - θcos 2 2 ′′′ . Por tanto: 
 


  16 = θ  2  cosr 2  ′′  


θ
θ


′
′′   2  sec 16 = 


  2  cos
1 16 = r 2   


 


Sabiendo que: θ 2sec  = 
 θ 2 cos


1
 


 
Extrayendo raíz cuadrada a ambos miembros se tiene: 
 


  θ 2 sec  4  = r ′±′  
 


Que es la nueva ecuación polar. 
 
 
4. Trazado de una curva dada su 


ecuación polar. 
 


Para localizar puntos o para 
bosquejar las gráficas, se hace en papel 
coordenado polar, que se construye de la 
siguiente forma: 
 


A partir de un punto que es el polo, 
se trazan círculos concéntricos 
igualmente espaciados. Los puntos 
situados sobre el lado terminal del ángulo 
corresponden a valores positivos de las 
distancias y los puntos situados sobre la 
prolongación del lado terminal del ángulo 
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serán para los valores negativos de las distancias, como se muestra en la figura anterior. 
 
Para graficar una ecuación polar, procedemos igualmente que con las ecuaciones 


cartesianas, dando valores al ángulo θ entre 0°°°° y 360°°°°, haciendo uso de preferencia del papel 
coordenado polar. 
 
EJEMPLO 1. Trazar la curva cuya ecuación polar es: θ cos 8 = r . 
 


SOLUCIÓN 
 


Se hacen las operaciones para cada valor de θ según la ecuación. Para obtener las 
correspondientes a r, obteniéndose la siguiente tabla de tabulación 


 
La figura siguiente muestra los resultados gráficos obtenidos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
EJEMPLO 2. Trazar la curva llamada cardiode, cuya ecuación polar es: ) θ cos + 1 ( a = r . 
 
 SOLUCIÓN 
 


Para la efectuar las operaciones haremos a = 4. 
 


Procediendo en forma ordenada, asignando los valores al ángulo θ, partiendo de 00 y 
aumentando de 300 en 300. Efectuando las operaciones indicadas por la ecuación dada 
para cada uno de los valores del ángulo. 


 
De esta manera se tiene la siguiente tabla de tabulación. 


 


 
θ 


 
r 


 
00 = 00 


 
8 


 
π/6 = 300 


 
6.9 = 3 4  


 
π/3 = 600 


 
4 


 
π/2 = 900 


 
0 


 
2π/3 = 1200 


 
-4 


 
5π/6 = 1500 


 
 6.9 - = 3 4 -  


 
π = 1800 


 
-8 
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La siguiente figura muestra los resultados gráficos 
obtenidos. 
 
 
 


 
 
 
 
 


 
 
EJEMPLO 3. Un segmento de longitud constante a se desplaza con sus extremos sobre los lados 


de un ángulo recto. Del vértice de este ángulo se traza la perpendicular del 
segmento dado. Encontrar el lugar geométrico de las bases de estas 
perpendiculares. 


 
SOLUCIÓN 


 
Según el enunciado 
tenemos la figura adjunta: 


 
La ecuación del lugar 
geométrico dado puede 
establecerse fácilmente en 
un sistema de coordenadas 
polares como se puede ver 
en la figura adjunta. 


 
Sea la longitud, a 2 = AB  y 
M en un punto cualquiera 
del lugar geométrico. 


 
Del triangulo 0MA se tiene: 


 
 θ cos 0A = r                  (1) 


 


 
θ 


 
r 


 
00 


 
8 = ) 2 ( 4 = ) 1 + 1 ( a  


 
π/6 = 300 


 


 7 = ) 1.86 ( 4 =  
2


 3 
 + 1  a 







 


 
π/3 = 600 


 


 6 =  
2
3


  4 =  
2
1


 + 1  a 













  


 
π/2 = 900 


 
 4 = ) 1 ( 4 = ) 0 + 1 ( a  


2π/3 = 1200 
 


 2 =  
2
1


  4 =  
2
1


 - 1  a 













  


 
5π/6 = 1500 


 


 0.5 = ) 0.13 ( 4 =  
2


 3
 - 1  a 







 


 
π = 1800 


 
 0 = ) 0 ( 4 = ) 1 - 1 ( a  


 
3π/2 = 2700 


 
 4 = ) 1 ( 4 = ) 0 + 1 ( a  


 
2π = 3600 


 
 8 = ) 2 ( 4 = ) 1 + 1 ( a  
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Del triangulo 0AB se tiene: 
 


 θ sen a 2 = θ sen AB = 0A  
 


Por lo tanto, sustituyendo en 
(1): 


 
 θ cos θ sen a 2 = r  


 
Luego: 


 
 2θ sen a = r  


 
Estudiando la dependencia 
de r con respecto a θ puede 
afirmarse que la curva 
buscada tiene la forma que se 
muestra en la figura adjunta. 


 
Esta curva se llama rosa de cuatro pétalos. 


 
 
5. Ecuación de las curvas de segundo grado en coordenadas polares 
 


Hemos visto que la elipse, la 
hipérbola y la parábola tienen una 
propiedad común. Son el lugar 
geométrico de los puntos para los 
cuales la relación entre su distancia a 
un punto F (foco) y su distancia a 
una recta dada (directriz) es igual a 
la excentricidad de la curva como se 
ve en la figura adjunta: 
 


Dicha propiedad común 
permite deducir, para las tres curvas 
una ecuación general en el sistema 
de coordenadas polares. 
 


Según la figura: 
 


ELIPSE   1 < e =
NM


M F  
 11


1  


 


PARÁBOLA   1 = e = 
NM


MF
22


2


 
  


 


HIPÉRBOLA   1 > e = 
NM


MF
33


3


 
  


 
Considerando, según la figura anterior, que F es el foco de la izquierda de la elipse, o el 
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foco de la parábola, o el foco de la rama derecha de la hipérbola. 
 


Ahora tomando el foco F 
como el polo de un sistema polar de 
coordenadas, y sea N el punto de 
intersección de la directriz con la 
recta N F  que pasa por el punto F y 
es perpendicular a la directriz, 
como se ve en la figura adjunta: 
 


En la figura tenemos, como 
eje polar el rayo  X F  y su 
prolongación N F . Sea M0 el punto de 
intersección de la perpendicular al 
eje polar en el punto F con la curva. 
 


Representemos al segmento 
 MF 0  por P. 


 
Es decir: P =MF   0 , al que llamaremos parámetro focal. 


 
Sea M(θ, r) un punto cualquiera de la curva. De acuerdo a la propiedad tenemos: 


 


 e = 
N M


 M F
′


............................................................................................................................(1) 


  
 


 e =
NM


MF
00


0 .........................................................................................................................(2) 


 
De la segunda igualdad tenemos, si sustituimos: 


 
P =MF   0  


  
 


  e =
NM


P


00 e
P =NM      00∴  


 
Se observa en la figura que: 


 
M Z + Z N = N M ′′  


 
Pero:    NM= Z N 00′  


 
Por lo que: 


 


 M Z + 
e
P =  M Z +NM =  N M    00′ .........................................................................................(3) 


 
En el triangulo rectángulo: 


 


 θ cos r =  M Z    ∴  
r


 M Z
 = θ cos  
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Sustituyendo este valor en (3). 
 


 θ cos r + 
e
P


 = N M ′  


 
Sustituyendo los valores de M F  y  N M ′ en la primera igualdad (1) tenemos: 


 


 e = 
 θ cos r + 


e
p


r
 


 
Despejando a r: 


 


 θ cos r e + P =  θ cos r + 
e
P  e = r 







  


( ) P =  cosθ e - 1  r  
 


De donde: 
 


 θ cos e - 1
P = r ...................................................................................................................... I 


 
1. Si e < 1, la ecuación define una elipse. Mediante ella se obtienen todos los puntos de la 


elipse haciendo variar θ de 0 a 2π. 
2. Si e = 1, la ecuación nos define una parábola, haciendo variar θ de 0 a 2π 
3. Si e > 1, la ecuación nos define una hipérbola para los ángulos θ que cumplan: 
 
 θ0 < θ < 2π - θ0 
 


 Donde 2θ0 es el ángulo entre las asíntotas, o sea, 
a
b


 =θ tan  0  adquiere valores positivos 


para r ya que no es difícil demostrar que para todos estos ángulos 1 - e cos θ > 0. A estos valores 
de θ y r corresponderán puntos de la 
rama derecha de la hipérbola. 
 


Para ángulos θ tales que: 
 


- θ0 < θ < θ0 
 


La ecuación I dará valores 
negativos de r. 
 


Demostraremos que, si en este 
caso se emplean coordenadas polares 
se obtienen los puntos de la rama 
izquierda de la hipérbola.  
 


Deduciremos la ecuación de la 
rama izquierda de la hipérbola, 
considerando r > 0, y la figura adjunta: 
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De acuerdo a la propiedad se tiene la relación: 
 


e = 
N M
M F


.............................................................................................................................(1) 


 
Donde, observando la figura anterior: 


 
r = M F ...............................................................................................................................(2) 


 
L N - L M = N M ...................................................................................................................(3) 


 
Según el triangulo rectángulo FML. 


 


θ cos r - L M    ∴ 
r
L M


= θ cos -   ..........................................................................................(4) 


 
Por la propiedad de las directrices de la hipérbola que dice: 


 
La relación entre la distancia de un punto cualquiera de la hipérbola a un foco y la 


distancia de ese punto a la directriz correspondiente es una cantidad constante igual a la 
excentricidad, aplicada en este caso se tiene que: 
 


e
P = L N   ∴   e = 


L N
P


...........................................................................................................(5) 


 
Sustituyendo (4) y (5) en (3) queda: 


 


e
P - θ cos r - = N M .............................................................................................................(6) 


 
Según (1), sustituyendo (2) y (6) se tiene: 


 


e = 
 


e
P


 - θ cos r -


r
 


 
Despejando: 


 


 P - θ cos r e - =  
e
P - θ cos r -  e = r 







  


 P = θ cos r e + r  
( )  P =  θ cos e + 1  r  


 θ cos e + 1
P = r .................................................................................................................... II 
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Para poder obtener que r > 0 es necesario que: 
 


θ + π < θ <θ - π 00  
 


Así pues, la ecuación II será la ecuación de la rama izquierda de la hipérbola si en ella 
seleccionamos θ dentro del intervalo indicado. 
 


EJEMPLO 1. Hallar la curva determinada por la ecuación 
θ cos 5 - 13


144
 = r  y escribir su ecuación 


canónica. 
 


SOLUCIÓN 
 


Llevando la ecuación dada a la forma I. 
 


 θ cos e - 1
P


 = r  


 
Dividiendo numerador y denominador entre 13 tenemos: 


 


 θ cos 
13
5


 - 1


13
144


 = r  


 
De esta ecuación vemos que: 


 


1 < 
13
5 = e  


 
Por lo que la curva será una elipse 


 
Para encontrar su ecuación es necesario conocer los semi - ejes a y b. 


 
Como el parámetro P de la curva es: 


 


13
144
 = P  y     


a
c


 = e   ; 
a
b= P


2


 


 
Resulta: 


 


13
5


 = 
a
c


   ;   
13
144
 =


a
b  


2


 


 
Además se sabe la relación para la elipse 


 
b=ca 222    -  
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Como: 
 


a = 13      ∴  a2 = 169 
 


b2 = 144   ∴  b = 12 
 


Por lo que la ecuación canónica de la elipse es: 
 


1 =
144
y+


169
x    


22
 


 


EJEMPLO 2. Se tiene la ecuación de la hipérbola: 1 = 
9
y


16
x


22
 - . Establecer su ecuación en 


coordenadas polares sabiendo que el eje polar coincide en dirección y sentido 
con la parte positiva del eje 0x y que el polo se encuentra en el foco derecho de la 
hipérbola. 


 
SOLUCIÓN 


 
La hipérbola en el sistema de coordenadas polares tendrá por ecuación: 


 


 θ cos e - 1
P = r ...................................................................................................................... I 


 
Por lo que es necesario encontrar los valores de e y P. 


 
De la ecuación dada tenemos: 


 
 4 = a   ∴   16 =a  2  


3 = b   ∴   9 =b  2  
 


Pero: 
 


  = 9 + 16 = b+a=  ac =b 22222          -  25c2∴  
 


Por lo tanto. 
 


c = 5 
 


De esta manera. 
 


 
4
5


 = 
a
c


 = e  


  
4
9


 =
a
b = P


2
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Sustituyendo valores en I, la ecuación de la hipérbola en coordenadas polares será: 
 


 


4
θ cos 5 - 4


4
9


 = 
θ cos 


4
5


 - 1


4
9


 = r  


 
 Por tanto: 
 


 θ cos 5 - 4
9 = r  
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ECUACIONES PARAMÉTRICAS 
 
 
CONTENIDO 
 
1. De la elipse 


 
2. De la circunferencia 


 
3. De la parábola 


 
4. De la hipérbola 


 
5. Ejercicios 


 
6. Trazado de una curva dadas sus ecuaciones paramétricas 
 
 
 


Hemos visto, que si un lugar geométrico tiene una representación analítica, la cual es una 
sola ecuación que contiene dos variables. Ahora veremos la representación analítica de una curva 
utilizando dos ecuaciones, que se llaman ecuaciones paramétricas de la curva. 
 


Reciben este nombre aquellas ecuaciones en que las variables x y y, cada una 
separadamente, están expresadas en función de la misma tercera variable. Según esto, 
designando por la letra z la tercera variable, comúnmente llamada variable paramétrica, estas 
ecuaciones se representan en la siguiente forma general: 
 


(z) F = x  
(z) F = y  


 
Es muy importante aclarar que cada dos ecuaciones paramétricas representan una sola 


curva perfectamente referida a un sistema de ejes cartesianos, como se puede ver en el siguiente 
ejemplo: 
 
 
1. De la elipse 
 
EJEMPLO. Un segmento de recta de 


10 cm de longitud se 
mueve apoyando sus 
extremos en los ejes de 
coordenadas. Determinar 
el lugar geométrico 
descrito por un punto P(x, 
y) situado sobre el 
segmento BA  a 4 cm del 
extremo que se apoya 
sobre el eje de las x, como 
se muestra en la figura 
adjunta: 
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 SOLUCIÓN 
 


Observando la figura anterior se tienen las funciones trigonométricas: 
 


6
x


 = φ cos  y 
4
y


 = φ sen  


 
Por tanto despejando: 


 
φ cos 6 = x  
φ sen 4 = y  


 
Estas son las ecuaciones paramétricas del lugar geométrico descrito, pero necesitamos 
transformarlas para que podamos identificar, e incluso, para que podamos darnos cuenta 
de que las dos ecuaciones paramétricas representan una sola curva. 
 
Elevando al cuadrado las dos ecuaciones anteriores: 


 


φcos
36
x   = 2


2


 


φsen=
16
y    2


2


 


Sumando miembro a miembro: 
 


φcos+ φsen
16
y


36
x     =  + 22


22


 


 
Pero se sabe que: 1 = φ cos+ φsen 22    


 
Sustituyendo tenemos: 


 


1 =
16
y+


36
x    


22
 


 
Por el resultado obtenido, vemos que el lugar geométrico descrito por P es una elipse 
horizontal, con centro en el origen, cuyos semiejes miden 6 y 4. 


 
Este problema nos hace ver que toda elipse como la que acabamos de ver con semiejes a 
y b, esta representada por las siguientes ecuaciones paramétricas: 


 
 φ cos a = x ......................................................................................................................... I 
φ sen b = y ......................................................................................................................... I’ 


 
Si la elipse es vertical con centro en el origen, sus ecuaciones paramétricas son: 


 
φ cos b = x ......................................................................................................................... II 
φ sen a = y ........................................................................................................................ II’ 
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2. De la circunferencia: 
 


Para el caso de una circunferencia de 
radio a y parámetro ϕϕϕϕ, también con centro en el 
origen. Si P(x, y) es un punto cualquiera de la 
curva, las ecuaciones paramétricas de acuerdo 
a la figura adjunta son: 


 
Considerando a P un punto cualquiera 


de la curva y a como el radio de la 
circunferencia. 
 


De la figura se tiene: 
 


 
a
y


 = φ sen  


 
a
x


 = φ cos  


 
Despejando tendremos las ecuaciones paramétricas: 


 
 φ sen a = y ....................................................................................................................... III 
 φ cos a = x ...................................................................................................................... III’ 


 
En este caso observamos que el coeficiente a es el mismo, puesto que representa el radio 


de la circunferencia. 
 
 
3. De la parábola 
 


Se sabe que para este tipo de curva la 
ecuación es: 
 


2pxy2 =                                         (1) 
 


La cual es la ecuación de una 
parábola horizontal con vértice en el origen. 
ϕϕϕϕ es el ángulo de inclinación de la tangente a 
la parábola en el punto P, como se muestra 
en la figura adjunta. 
 


También se sabe que el valor de la 
pendiente m de una recta tangente a una 
parábola, si se conoce el punto de tangencia, 
es: 
 


 
2x
y = m = φ tan .................................................................................................................(2) 
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Por lo que de la ecuación (1), despejando a 2x: 
 


 
p
y = 2x


2


.............................................................................................................................(3) 


 
Sustituyendo (3) en (2), se tiene: 


 


   
y
p


 =
y
py


 =


p
y
y


 = φ tan 22  


 
Es decir que: 


 


 
y
p


 = φ tan  


 
Por lo tanto la función trigonométrica: 


 


 
p
y


 = φ cot  


 
Despejando a y: 


 
 φcot  p = y ........................................................................................................................IV 


 
Según la ecuación (3) tendremos: 


 


   
2p


φcotp =x 
22


 


 
De donde: 


 


  φcot 
2
p = x 2 .....................................................................................................................IV’ 


 
Que son las ecuaciones paramétricas de la parábola horizontal con vértice en el origen. 


 
De la misma manera, partiendo de la ecuación de la parábola vertical con vértice en el 


origen, las ecuaciones paramétricas correspondientes son: 
 


 φtanp = x ..........................................................................................................................V 


  φtan
2
p = y 2 ......................................................................................................................V’ 


 
 
4. De la hipérbola 
 


Trazamos dos circunferencias concéntricas con centro común en el origen, de radio 
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a = A0  , y de radio b = D0  y consideramos un punto P(x, y) cualquiera, según la figura siguiente: 
 


En el triángulo rectángulo 0AB la 
función trigonométrica: 
 


a
x


 = 
OA
OB


 = φsec  


 
Despejando: 


 
 φ sec a = x                         VI 


 
De la misma forma, en el triángulo 


rectángulo 0CD, tenemos la función: 
 


b
y


 = 
OD
CD


 = φ tang  


 
Despejando: 


 
φ tan b = y ........................................................................................................................VI’ 


 
Que son las ecuaciones paramétricas de la hipérbola horizontal con centro en el origen. 


 
Para obtener la ecuación rectangular de una curva a partir de las ecuaciones paramétricas, 


se obtiene normalmente eliminando el parámetro, mediante procedimientos y conocimientos vistos 
en álgebra y en la geometría y trigonometría como veremos a continuación. 
 
 
5. Ejercicios. 
 
1. Obtener la ecuación rectangular de la curva cuyas ecuaciones paramétricas son: 
 


3 +t  8 = x ..........................................................................................................................(1) 
2 +t  4 = y ..........................................................................................................................(2) 


 
 SOLUCION 
 


Despejando el parámetro t, tenemos: De (1): 
 


 
8


3 - x =t ............................................................................................................................(3) 


 
De (2): 


 


 
4


2 - y =t ............................................................................................................................(4) 


 
Igualando (3) y (4): 
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4


2 -y 
 = 


8
3 -x 


 


 
Quitando denominadores: 
 


2)8(y3)4(x −=−  
 


Haciendo operaciones 
 
 168y124x −=−  
 048y4x =+−  
 012yx =+−  
  


La ecuación representa a una línea recta, en su forma general. 
 
2. Obtener la ecuación rectangular de la curva dada por las ecuaciones: 
 


   φcos 3 =x 22 ....................................................................................................................(1) 
   φsen3 = y 22 ....................................................................................................................(2) 


 
 SOLUCION 
 


De (1) despejando: 
 


3
x= φcos


2
2   .......................................................................................................................(3) 


 
De (2) despejando: 


 


   
3
y= φsen


2
2 ......................................................................................................................(4) 


 
Sumando (3) y (4) miembro a miembro: 


 


  +   
3
y


3
x = φcos + φsen


22
22  


 
Pero como: 1cossen 22 =+ ϕϕ . Por tanto: 


 


1 =
3
y


3
x   + 


22


 


 
Simplificando quitando denominadores: 


 
3yx 22 =+  Que representa a una circunferencia. 


 
3. Encontrar las ecuaciones paramétricas de la curva dada por la ecuación: 


x2 - y - 2x - 3 = 0, con : x = t + 1 
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 SOLUCIÓN 
 


Despejando y de la ecuación dada tenemos: 
 


y = x2 - 2x - 3 
 


Sustituyendo el valor de x = t + 1 queda: 
 


y = (t + 1 )2 - 2 (t + 1) - 3 
y = t2 + 2t + 1 - 2t - 2 - 3 
y = t2 - 4 


 
Como se indico que: x = t + 1 


 
Las ecuaciones paramétricas son: 


 
x = t + 1 
y = t2 - 4 


 
4. Una circunferencia de radio a rueda sobre una recta sin deslizarse. Determinar la 


trayectoria de un punto dado de la circunferencia. 
 
 SOLUCION 
 


Supongamos que en un cierto 
instante el punto dado M es el punto 
de contacto de la circunferencia 
con la recta en cuestión. Tomemos 
este punto como origen del sistema 
de coordenadas y la recta dada 
como eje Ox. Lo que expresamos 
por medio de la figura adjunta: 


 
Supongamos ahora que M es un 
punto cualquiera de la trayectoria 
buscada y x, y sus coordenadas. 


 
Llamemos t al ángulo MCB. 
Tendremos entonces que: 


 
 KA - OA = OK ..................................................................................................................(1) 


 
Y como: 


 
t sen a = MB = KA   ;   at = OA   ; x   = OK  


 
Por lo tanto sustituyendo en (1). 


 
x = at - a sen t 
x = a (t – sen t ) ................................................................................................................(2) 


 
De la misma forma como: 
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BC - AC = AB = KM ...........................................................................................................(3) 
 


Pero: 
 


t cos a = BC   ;   a = AC   ; y   = KM  
 


Sustituyendo en (3) nos queda: 
 


y = a - a cos t 
y = a (1 – cos t).................................................................................................................(4) 


 
Las ecuaciones paramétricas de la trayectoria buscada, que se denominan cicloide son (2) 
y (4). 


 
 
6. Trazado de una curva dadas sus ecuaciones paramétricas. 
 


En forma directa se le asignan valores ordenados al parámetro con lo cual las ecuaciones 
paramétricas determinan los valores correspondientes a x, y, que representan las coordenadas de 
un punto de la curva. Uniendo los puntos así determinados resulta una curva, que es la 
representación gráfica de las ecuaciones paramétricas. Así tenemos los siguientes ejemplos. 
 
Ejemplo 1. Trazar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son:  φ sen 4 =    y   yφ cos 6 = x  
 
 SOLUCION 
 


Asignamos diferentes valores al parámetro φφφφ, en este caso 
 


La siguiente tabla de tabulación muestra los valores de x y y en función de φφφφ, los cuales los 
representamos en un sistema de ejes cartesianos. 


 
La figura siguiente presenta la gráfica de los valores 
calculados. La gráfica representa una elipse. 


 
 


  
φ 


  
x 


  
y   


00 
  


6 
  


0   
300=π/6 


  
 3 3  


  
2   


600=π/3 
  


3 
  


 3 2    
900=π/2 


  
0 


  
4   


1200=2π/3 
  


-3 
  


 2 2    
1500=5π/6 


  
 3 3 -  


  
2   


1800=π 
  


-6 
  


0   
2700=3π/2 


  
0 


  
-4   


3600=2π 
  


1 
  


0 







GEOMETRÍA ANALÍTICA 


10. ECUACIONES PARAMÉTRICAS 
AUTOR: PROFESOR JESÚS INFANTE MURILLO 
EDICIÓN PARA INTERNET: PROFESOR PABLO FUENTES RAMOS 


10-9 


Ejemplo 2. Trazar la curva representada por las ecuaciones paramétricas: 


        φsen4 =y  ,   φcos4 =x 2222  
 
 SOLUCION 
 


Procediendo de acuerdo a lo indicado. 
 


La siguiente tabla de tabulación presenta los valores de x y y en función de φφφφ 
 


La siguiente figura muestra los resultados obtenidos. La 
gráfica representa una circunferencia. 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 


Ejemplo 3.- Dibujar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son:  
t
2


 =    yt    2 = x y  


 
SOLUCIÓN 


 
Sustituyendo cada uno de los valores asignados al parámetro t en las ecuaciones dadas 
determinamos las correspondientes a x, y como se presentan en la tabla de tabulación 
siguiente. 


  
φ 


  
x 


  
y   


0 
  


2±  
  


0   
π/2 


  
0 


  
2±    


π/3 
  


1±  
  


 3 ±    
π/4 


  
 2 ±  


  
 2 ±  
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Llevando los valores de x, y al sistema de ejes cartesianos 
y uniendo los diferentes puntos tenemos la siguiente figura. 
La curva es una hipérbola equilátera. 


 


Ejemplo 4. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son:    t
4
1


 =   y; t 
2
1


 = x 32  


 
 SOLUCION 
 


Sustituyendo los valores asignados a t en las ecuaciones paramétricas dadas, 
obtendremos las correspondientes a x, y. 


 
La siguiente tabla representa los valores de x, y. 


 
Representando los valores de x, y en un 
sistema de ejes cartesianos y uniendo los 
diferentes puntos, trazamos la gráfica. La 
curva es una parábola semi-cúbica. 
 


 


 
t 


 
x 


 
y 


 


4
1


 = ±  


 


2
1


 = ±  
 
8 = ±  


 


2
1


 = ±  
 
1 = ±  


 
4 = ±  


 
1 = ±  


 
2 = ±  


 
2 = ±  


 
2 = ±  


 
4 = ±  


 
1 = ±  


 
3 = ±  


 
6 = ±  


 


3
2


 = ±  


 
4 = ±  


 
8 = ±  


 


2
1


 = ±  


 
t 


 
-3 


 
-2 


 
-1 


 
0 


 
1 


 
2 


 
3 


 
x 


 
4.5 


 
2 


 
0.5 


 
0 


 
0.5 


 
2 


 
4.5 


 
y 


 
-6.74 


 
-2 


 
-0.25 


 
0 


 
-0.25 


 
2 


 
6.75 
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ECUACIÓN GENERAL DE SEGUNDO GRADO 
 
 
CONTENIDO 
 
1. Definición de cónica y cono de revolución 
 
2. Determinación de las cónicas por medio de sus coeficientes 
 


2.1 Determinación del tipo de curva considerando los coeficientes A y C 
2.2 Determinación del tipo de curva, considerando el término Bxy 
2.3 Discriminante de la ecuación 


 
3. Ejercicios 
 
 
 
1. Definición de cónica y cono de revolución 
 


CÓNICA 
 


Se llama cónica al conjunto de puntos que forman la intersección de un plano con un 
cono de revolución de dos mantos. 


 
 


CONO DE REVOLUCIÓN DE DOS MANTOS 
 


Cono de revolución de 
dos mantos es la 
superficie formada por 
todas las rectas que 
pasan por un punto Q de 
una línea recta L1 L2 y 
forman un ángulo con 
dicha recta, como se ve 
en la figura adjunta. 


 
La recta L1 y L2 es el eje 
del cono. 


 
El punto Q es su vértice. 


 
Las rectas que pasan por 
Q son las que generan o 
forman el cono. 


 
 
2. Determinación de las cónicas por medio de sus coeficientes 
 


La ecuación representativa de las cónicas en una de sus formas es: 
 


0FEyDxCyAx 22 =++++ .......................................................................................(1) 
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En donde los coeficientes A, C, D, E, y F, son números reales que determinan el tipo de 


curva correspondiente que, en caso de existir, tendremos la línea recta, la circunferencia, la 
parábola, la elipse o una hipérbola. 
 


En otros casos la curva, puede presentarse como una recta o un par de rectas, 
también puede ser un punto o el conjunto vacío. 
 
 
2.1. Determinación del tipo de curva considerando los coeficientes, A y C 
 


Tomando en consideración la forma de la ecuación (1), se nos presentan los siguientes 
casos. 
 
PRIMERO 
 


Si los coeficientes A y C son iguales a cero, es decir: 
 


A = C = 0 
 


La gráfica es una recta. De acuerdo a la ecuación (1) nos queda reducida a la forma: 
 


Dx + Ey + F = 0 
 


Que nos representa a la ecuación general de la línea recta , vista anteriormente. 
 


Ejemplos 
 


6x - 2 = 0 
4x + 5y + 3 = 0 


 
SEGUNDO 
 


Si los coeficientes A y C son diferentes a cero; es decir A ≠≠≠≠ 0 y C ≠≠≠≠ 0  
 


Y se cumple que: 
 


A = C ≠≠≠≠ 0 
 


La gráfica será una circunferencia, un punto o el conjunto vacío. 
 


Ejemplos 
 


6x2 + 6y2 = 36 
5x2 + 5y2 - 10x + 15y - 24 = 0 


 
TERCERO 
 


También puede presentarse que uno de los coeficientes de las variables al cuadrado 
sea igual a cero, por lo que la gráfica de la curva será una parábola, una línea recta, 
dos líneas rectas o un conjunto vacío. 
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Ejemplos 
 


x2 - 4y = 0 
y2 - 4x + 8 = 0 
x2 + 12y - 24 = 0 


 
CUARTO 


 
Si se cumple que el producto de los coeficientes A y C es un resultado mayor que cero, 
la gráfica representara a una elipse, un punto o un conjunto vacío. 


 
Es decir que: 


 
(A) (C) > 0 


 
Ejemplos 


 
5x2 + 3y2 + 15 = 0 
3x2 + 2y2 - 24x + 6y = - 60 


 
QUINTO 
 


Cuando el producto de los coeficientes A y C es un resultado menor que cero, la 
gráfica es una hipérbola o dos líneas rectas que se intersectan. 
 


Ejemplos 
 


x2 - y2 = 8 
5x2 - 4y2 + 2x - 1 = 0 


 
 
2.2. Determinación del tipo de curva, considerando el termino Bxy 
 


En los temas correspondientes a la posición general de la parábola, elipse e hipérbola, 
se vio la ecuación general de segundo grado cuya forma general es: 
 


0FEyDxCyBxyAx 22 =+++++ ............................................................................(2) 
 


Se estudió en dichos temas y hemos dicho, que los coeficientes de los términos de 
segundo grado son los que definen a la curva correspondiente dada una ecuación y que el 
término Bxy aparece solamente cuando la curva tienen sus ejes inclinados con respecto a los 
ejes cartesianos. 
 
 


La elipse, la parábola y la hipérbola reciben el nombre general de curvas de segundo 
grado, porque, como ya vimos, cada una de ellas está representada por una ecuación de 
segundo grado. También es muy común llamarlas cónicas, porque resultan de un cono de 
revolución al ser cortado por un plano, ya sea oblicuamente a la base, perpendicularmente a 
ella o paralelamente a la generatriz. 
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2.3. Discriminante de la ecuación. 
 


A partir de la ecuación general: 0 = F +  yE + x D +y C +  yx B +xA   2 2 , podemos saber de 
qué cónica se trata recurriendo al binomio C A 4 -B  2 , llamado discriminante de la ecuación, el 
cual se representa con la letra D de donde: 
 


4ACBD 2 −=  
 


Por lo cual tenemos los casos siguientes: 
 


ELIPSE04ACBD 2 unadetratase,Si <−=  
PARÁBOLA04ACBD 2 unadetratase,Si =−=  
HIPÉRBOLA04ACBD 2 unadetratase,Si >−=  


 
Es decir: Si el valor del discriminante de una ecuación es negativo, cero o positivo 


nos indica que la ecuación corresponde a una elipse, a una parábola o a una hipérbola 
respectivamente. 
 
 
3. Ejercicios 
 


1. Determinar qué tipo de curva representa la ecuación 03624y36x4y3x 22 =+−++ . 
 


 
 


SOLUCIÓN 
 


Según  la  forma general de la ecuación (2) de segundo grado los coeficientes son: A = 
3, B = 0 y C = 4; sustituyendo estos valores, el discriminante queda: 


 
B2 - 4AC = 0 - 4 ( 3 ) 4  = - 12 ( 4) = - 48 < 0 


 
Es decir que 


 
D < 0 


 
De acuerdo con el resultado la ecuación dada representa una elipse. 


 
2. Identificar la curva correspondiente a la ecuación 03423y5x7y14xy7x 22 =+−++− . 
 


SOLUCIÓN 
 


Los coeficientes son: 
 


A = 7, B = - 14 y C = 7 
 


Calculamos el discriminante: 
 


B2 - 4AC = ( - 14 )2 - 4 (7 ) 7 = 196 - 198 = 112 = 0 
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Como: D = 0 
 


La ecuación dada corresponde a una parábola. 
 
3. Determinar a que tipo de curva corresponde la ecuación 042y3xxyx 2 =++−− . 
 


SOLUCIÓN 
 


Los coeficientes en este caso son: 
 


A = 1; B = - 1 y C = 0 
 


Calculando el discriminante: 
 


B2 - 4AC = ( - 1 )2 - 4 ( 1 ) (0 ) = 1 - 0 = 1 > 0 
 


Como: D > 0 
 


La ecuación representa a una hipérbola. 
 
4. Hallar la naturaleza de la curva representada por la ecuación 


023y6xy4xy4x 22 =++−+− . 
 


SOLUCIÓN 
 


De la ecuación tenemos que: 
 


A = 4, B = -4 y C = 1 
 


Sustituyendo según el discriminante: 
 


D = B2 - 4AC = (4)2 - 4 (4) (1) = 16 - 16 = 0 
 


D = 0 
 


Por el resultado puede ser una parábola. 
 


Pero agrupando los términos, la ecuación dada se puede descomponer en factores, 
como veremos enseguida: 


 
(4x2 - 4xy + y2) - 3 (2x - y) + 2 = 0 


 
(2x - y)2 - 3 (2x - y)+ 2 = 0 


 
Resolviendo la ecuación de segundo grado por el método de factorizacion: 


 
(2x - y) (2x - y) - (2x - y) - 2 (2x - y) + 2 = 0 


 
Factorizando por agrupación: 


 
(2x - y) [(2x - y) - 1] - 2[(2x - y) - 1]=0 


 
(2x - y -1) (2x - y - 2) = 0  
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El resultado nos demuestra que son dos rectas paralelas: 
 


2x - y - 1 = 0 y 2x - y - 1 = 0 
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LA ELIPSE 
 
CONTENIDO 
 
1. Ecuación de la elipse horizontal con centro en el origen 
 


1.1 Análisis de la ecuación 
 


2. Lado recto 
 


3. Excentricidad de la elipse 
 


4. Ecuación de la elipse vertical con centro en el origen 
 


4.1 Ejercicios 
 
5. Ecuación de la elipse horizontal con centro fuera del origen 


 
6. Ecuación de la elipse vertical con centro fuera del origen 


 
7. Forma general de las ecuaciones de las elipses horizontal y vertical fuera del 


origen 
 


8. Posición general de la elipse y su ecuación 
 
9. Ejercicios 
 
 


Una elipse es la curva que se obtiene interceptando un cono circular recto y un plano: Si el 
plano está inclinado y no es paralelo a una de sus generatrices y corta a una sola rama del cono, 
como se ve en la Figura 1. 
 


La generatriz de una superficie cónica 
es una recta fija en uno de sus puntos con uno 
de sus extremos describiendo una 
circunferencia plana. 
 


DEFINICIÓN. Por definición la elipse es 
el lugar geométrico de todos los puntos de un 
plano, participantes de la propiedad relativa: 
que la suma de sus distancias a dos puntos 
fijos llamados focos es constante. 
 


Los dos puntos son conocidos como 
focos de la elipse, mientras que la constante 
será representada por 2a, como se ve en la 
Figura 2. 
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1. Ecuación de la elipse horizontal con centro en el origen. 
 


 
Observando la Figura 2 se tiene: 


 
La condición de movimiento del punto M(x, y), dada por la definición es: 
 


a 2 = Constante = F M +F M 21 ................................................................................... (1) 
 
Aplicando la fórmula para determinar la distancia entre dos puntos, se tiene: 
 


         y +   y +)c  - x (=F My   )c  + x ( =F M 2 2 
2


2 2 
1  


 
De modo que al sustituir en (1) queda: 
 


a 2 =y+)c - x (y +)c  + x (        +    2 2 2 2  
 
Despejando al segundo radical: 
 


          y+)c  + x (- a 2 =y+)c  - x ( 2 2 2 2  
 
Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad y desarrollando, tendremos: 
 


y+c+c x  2 + x+y+)c +(x  a 4 -a4 =y+c +c x  2 -x 2 2 2 2 2 2 2 2 2                 
Reduciendo: 
 


4cx4ayc)(x4a 222 +=++  
 
Dividiendo entre 4, se tiene: 
 


cxayc)(xa 222 +=++  
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Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad y reduciendo: 
 


ca-a=ya+xc -xa


xc +c x  2 +a=ya+ca+c x a2 +xa
2  2  4  2  2  2  2  2  2  


2  2  2  4  2  2  2  2  2  2  2  


           
  a              


 


 
Factorizando: 
 


)c-a(a=ya+x)c -a (              2 2 2 2 2 2 2  2  .........................................................................(2) 
 


Con el fin de transformar más todavía esta ecuación, recordemos que en todo triángulo 
cada lado es menor que la suma de los otros dos, lo que aplicado al triángulo F1MF2 de nuestra 
Figura 2, produce que: 
 


21 21 FF> F M +F M     
 
Sustituyendo: 
 


c 2 >  a   +   a  
 


Por tanto: 
 


c 2 > a 2  
 
 Dividiendo entre 2 y elevando al cuadrado: 
 


c> a


c >  a
2  2   
 


 
Rearreglando: 
 


0 >c -a   2  2   
 
La última desigualdad nos dice, que la diferencia a2-c2, es constante y positiva, de tal 


manera que podemos representarla por b2, puesto que la letra b representa comúnmente una 
constante y el exponente 2 garantiza que es positiva, o sea: 
 


b =c-a 2  2  2      
 


Por lo tanto, la ecuación (2) de la elipse se transforma en: 
 


ba =ya+xb 2 2 2 2 2 2       ..................................................................................................(I) 
 


Cuya ecuación también puede expresarse en la siguiente forma llamada simétrica o 
normal, la cual se obtiene dividiendo ambos miembros entre a2b2: 


 


ba
ba=


ba
ya+


ba
xb


2 2 


2 2 


2 2 


2 2 


2 2 


2 2 
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Simplificando: 
 


1 =
b
y+


a
x    2 


2 


2 


2 
.................................................................................................................(I') 


 
 
1.1. Análisis de la ecuación: 
 


 Previamente despejaremos las dos variables x, y de (I): 
 


Para la variable y tenemos 
 


) x-a(
a
b=y


)x-a( b=xb -ba=ya


2 2 
2 


2 
2 


2 2 2 2 2 2 2 2 2 


       


            
 


 
Por tanto: 
 


    x-a 
a
b  = y 2 2 ± .......................................................................................................(3) 


 
De la misma forma: 


 
Para la variable x se tiene: 


 


)yb( 
b
a


x


)y-b(a =ya- ba =xb


2 2 
2 


2 
2 


2 2 2 2 2 2 2 2 2 


 -   = 


         
 


 
Por tanto: 
 


  -   ybb
a  = x 2 2 ± .......................................................................................................(4) 


 
Ahora procederemos a efectuar el análisis: 


 
Primero  La ecuación (3) permite ver que la elipse es simétrica con relación al eje de las 


abscisas, porque para cada valor de x, se obtienen dos valores de y iguales y con 
signos contrarios. Análogamente, la ecuación (4) demuestra que también hay 
simetría con relación al eje de las ordenadas. Consecuentemente con esto el 
origen es centro de simetría. 


 
Segundo  Si en la ecuación (4) hacemos y = 0, resulta: ax ±= , de modo que los puntos de 


intersección de la curva con el eje de las abscisas son: 
 


(a,0)Aa,0)(A 21 y−  
 
Si en la ecuación (3) hacemos x = 0, resulta: by ±= , de tal manera que las 
intersecciones con el eje de las ordenadas son: 
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) b , 0( B )b - , 0(B          2 1 y  
 
Tercero La ecuación (3) permite 


ver que x solamente 
puede variar desde -a 
hasta +a porque afuera 
de estos valores los de 
y resultan imaginarios. 
Del mismo modo, la 
ecuación (4) justifica 
que y únicamente 
pueda variar desde -b 
hasta +b. En síntesis, 
la elipse nada más 
existe dentro del 
rectángulo que aparece 
en nuestra Figura 3. 


 
Cuarto  La curva es cerrada, lo 


que se deduce no 
solamente como 
consecuencia de la simetría total existente, sino porque además, sabemos que 
existe sin interrupción dentro del rectángulo antes citado y también porque tiene que 
pasar por los puntos A1, B2, A2 y B1. 


 
En conclusión la elipse tiene aproximadamente la forma que se muestra en la Figura 3. 


 
Se dice que ésta es una elipse horizontal, con centro en el origen, cuyos elementos 


principales son los siguientes: 
 


Vértices:   AA 2 1       y   Distancia Focal: c 2 =FF   
21


 


Eje mayor o eje focal: a 2 =AA   21   Focos: 21 FF y  
Eje menor:  b 2 = BB 21    Centro: C 
Lado Recto:  QQ′  


 
En la Figura 3 se ve que b y c son los catetos de un triángulo rectángulo cuya hipotenusa 


es a; por lo que: b2 = a2 – c2, según el teorema de Pitágoras. 
 


Esta es una fórmula que se usa en la resolución de problemas, para encontrar la ecuación 
de la elipse. 
 
 
2. Lado recto. 
 


El llamado Ancho Focal o Latus Rectum de la elipse es la magnitud del segmento de 
recta QQ'  perpendicular al eje mayor que pasa por los focos, si los extremos de dicho segmento 
son puntos de la curva, ver Figura 3, se deduce simultaneando la ecuación x = c, con la ecuación 
(3) de la curva: 


 


   
a
b=  y


2
∴±±±±     =     =   -    =   -   


a
b b 


a
b


 ca 
a
b


 xa 
a
b


  =y 
2 


2 2 2 2 2  
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Valor que corresponde a la mitad del lado recto. 
 


Entonces la fórmula para la longitud del lado recto es dos veces este valor: 
 


Es decir que:
a
b2


= focal  Ancho= L.R.
2    


 
 
3. Excentricidad de la elipse. 
 


Este es un concepto del cual depende la mayor o menor deformación que pueda 
experimentar una circunferencia para producir una elipse. 
 


La excentricidad que se representa con la letra e, se define como el cociente de la semi-
distancia focal c entre el semi-eje mayor a a. 
 


Entonces podemos expresarla como: 
 


a
c = e = dadExcentrici  


 
Precisamente veremos que la excentricidad debe ser cualquier número mayor que cero 


pero menor que uno. 
 


Es decir: 1 > e > 0. 
 


En efecto, si e=0 forzosamente c=0 y de la fórmula a2 – c2 = b2 se deduce que a=b, en cuyo 
caso la curva es una circunferencia, la que puede ser considerada como un caso particular de 
elipse con excentricidad nula. 
 


Ahora, si e=1 es evidente que a=c y de la propia fórmula a2 – c2 = b2 resulta: b=0, en cuyo 
caso la deformación ha sido total, de tal manera que la curva se ha convertido en línea recta. 
 


En consecuencia: 
 


1 > e > 0 
 
Ejemplo. Determinar la longitud del eje mayor y del eje menor, las coordenadas de los 


focos y de los vértices y hacer la gráfica de la elipse dada por la ecuación: 
144 = y16 +x 9 2 2   . 


 
 SOLUCIÓN 
 


Dividiendo ambos miembros de la ecuación entre 144 y simplificando: 
 


 
144
144


144
16y


144
9 22x


=+  
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1 =
9
y + 


16
x


1 =


16
144
y+


9
144
x


     


   


2 2 


2 2 


 


 
Como a2 > b2, entonces: a2 = 16 y b2 = 9; por lo que: 


 
a = 4 y b = 3. 


 
La elipse intercepta a los 
ejes de coordenadas en: 


 
A1(-4,0), A2(4,0), B1(0,-3) y 
B2(0,3). 


 
Además: 


 
Eje mayor = 2a = 8 


 
Eje menor = 2b = 6 


 
Se sabe que: b2 = a2-c2, por 


lo que c2 = a2-b2=16-9 = 7. Por 
tanto:  7   = c ± . Finalmente, las 
coordenadas de los focos son: 
 


)  0 , 7  (F)  0 , 7  -(F         2 1  y
 


 
La Figura 4 muestra gráficamente los resultados obtenidos. 


 
 
4. Ecuación de la elipse 


vertical con centro en el 
origen. 


 
Primer método 
 


Si el centro de la elipse 
coincide con el origen del sistema 
de ejes de coordenadas y los focos 
están en el eje y, con coordenadas 
F1(0,c) y F2(0,-c), como se muestra 
en la Figura 5: 
 


Siendo M un punto 
cualquiera y aplicando la definición 
de la elipse tenemos: 
 


La definición de la elipse 
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nos dice que: 
 


a 2 =MF +MF   21 (1) 
 
Donde: 


 


     


      


)c  + y ( +x=MF


)c - y ( +x=MF
2 2 


2


2 2 
1


 


 
Sustituyendo en (1): 


 
 2ac)(yxc)(yx 2222 =+++−+  
 
 Despejando el primer radical: 
 


       )c  + y ( +x - a 2 =)c  - y ( +x 2 2 2 2  
 


Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación, desarrollando y simplificando: 
 


( )


c y +a = )c  + y ( + x a


c y 4 +a 4 =)c + y ( +xa 4


c+c y  2 +y+x +)c  + y ( +xa 4 -a 4 =c +c y  2 y+x


)c + y ( +x - a 2)c  - y ( +x


   


        


           -   


       =  


2 2 2 


2 2 2 


2 2 2 2 2 2 2 2 2 


2 2 
2  2 2 


 


 
Elevando al cuadrado, desarrollando y simplificado nuevamente: 


 
[ ]


)ca(a=y)ca ( +xa


caa=yc -ya+xa


yc +c y  a 2 +a =ca+c y a2 +ya+xa


)c y  +a( =)c  + y ( +xa


  -        -   
  -         


            
          


2 2 2 2 2 2 2 2 


2 2 4 2 2 2 2 2 2 


2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 


2 2 2 2 2 


 


 
Como ya se vio b2 = a2 – c2. Sustituyendo y dividiendo entre a2b2: 


 


ba
ba=


ba
yb+


ba
xa


ba=yb+xa


2 2 


2 2 


2 2 


2 2 


2 2 


2 2 


2 2 2 2 2 2 


 
   


 
   


 
 


       
 


 
Simplificando: 


 


1 =
a
y+


b
x    2 


2 


2 


2 
.................................................................................................................(II) 


 
Que es la ecuación común de la elipse vertical con centro en el origen. 







GEOMETRÍA ANALÍTICA 


6. LA ELIPSE 
AUTOR: PROFESOR JESÚS INFANTE MURILLO 
EDITOR PARA INTERNET: PROFESOR PABLO FUENTES RAMOS 


6-9 


Haciendo x=0 en la ecuación, determinamos que la curva intercepta al eje y en los puntos: 
 
 A1(0,a) y A2(0,-a) 


 
Haciendo y=0, la curva intercepta al eje de las x en los puntos B1(b,0) y B2(-b,0). 


 


La longitud del lado recto sigue siendo: 
a
b2


= .R  . L
2     


 
La excentricidad también es: 


a
c


 = e  


 
Segundo método. 
 


Para que obtengamos la ecuación 
correspondiente, consideraremos primero 
que para el caso ya conocido, la ecuación 


1 =
b


y+
a
x    2 


2 


2 


2 
, de acuerdo con la Figura 6, 


puede expresarse de la siguiente manera: 
 


1 = 
b
M R


+ 
a
M Q


2 2  
22


 


 
En donde hay que tomar en cuenta 


que QM  y RM , son las distancias desde 
un punto M cualquiera de la curva hasta sus ejes de simetría, en tanto a y b son los semi-ejes 
paralelos a esas distancias. 
 


Por lo tanto, aplicando dichos conceptos  para el caso de la elipse vertical con centro en el 
origen, tenemos, según la Figura 7: 
 


1 = 
a


)M R(
+


b
)M Q(


2 


2 


2 


2 


   


 
Según la Figura 7, tenemos que: 


 
 y= M R  ; x  = M Q  


 
Sustituyendo nos queda: 


 


1 =
a
y+


b
x    2 


2 


2 


2 
                               (II) 


 
Que es la misma ecuación de la 


elipse vertical con centro en el origen ya 
vista. 
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4.1 Ejercicios 
 
1. Determinar la longitud del eje mayor y del eje menor, las coordenadas de los focos y 


hacer la gráfica de la curva definida por la ecuación: 100 =y4 +x25     2 2 . 
 
 SOLUCIÓN 
 


Dividiendo ambos miembros de la ecuación entre 100 y simplificando, se tiene: 
 


100
100
 = 


100
y4


+
100


x 25 2 2     


1 = 


4
100
y+


25
100
x


2 2 


   


Por lo que: 
 


1 =
25
y+


4
x        


2 2 
 


 
Que corresponde a una 
elipse vertical. 


 
Por lo tanto como a2 > b2, se 
tiene que a2 = 25 y b2 = 4. 
Resultando que: a = 5 y b = 2. 


 
De acuerdo a esto, la elipse 
intercepta a los ejes de 
coordenadas en los puntos: 
A1(0,5),  A2(0,-5), B1(2,0) y 
B2(-2,0). 


 
Eje mayor = 2a = 10 y Eje menor = 2b = 4 


 
Por otra parte si  a2 = b2 + c2, entonces c2 = a2 – b2. Sustituyendo los valores: 


 
c2 = 25 - 4 = 21 


 
Extrayendo raíz cuadrada a ambos miembros:  21  = c . 
 
En consecuencia las coordenadas de los focos son: ) 21   - , 0 (F)  21  , 0 (F         2 1 y  


 
La Figura 8 muestra gráficamente los resultados obtenidos. 


 
2. Encontrar la ecuación de la elipse que tiene su centro en el origen, con un vértice A1(0,5) 


y un foco F1(0,3) 
 
 SOLUCIÓN 
 


Según datos del enunciado, la forma de la ecuación es la dada por la fórmula (II) Sabemos 
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que a = 5 y que c = 3, por lo que debemos calcular el valor de b. 
 


Como b2 = a2 – c2, entonces b2 = 25 - 9 = 16. Sustituyendo en la ecuación de la curva: 
 


1 =
25
y+


16
x    


2 2 
 


 
Que es la ecuación buscada. 


 
 
5. Ecuación de la elipse horizontal con centro fuera del origen. 
 
Primer método 
 


Su ecuación puede determinarse por el método usado en los casos anteriores, pero como 
es demasiado laborioso, nos valdremos de las ecuaciones de translación paralela de ejes, con el 
propósito de simplificar este procedimiento. 


 
La elipse con centro C(h, k) y con 


su eje mayor paralelo al eje de las x, 
como se ve en la Figura 9. 
 


Hemos construido un nuevo 
sistema de coordenadas x'y', cuyo 
origen coincide con C(h, k) y sus ejes 
son paralelos a los ejes originales x y y. 
 


Con referencia al nuevo sistema 
de coordenadas, la ecuación de la elipse 
es: 


 


1 =
b
y+


a
x    2 


2 


2 


2 ′′  


 
Como h + x = x ′ ; k + y = y ′  nos 


representan las ecuaciones de translación paralela de los ejes, las aplicaremos. 
 


Entonces k -  y= y        h - x = x ′′ y , efectuando la sustitución, tenemos: 
 


1 = 
b


)k -  y(+
a


) h - x (
2 


2 


2 


2    ...............................................................................................(III) 


 
Que es la ecuación de la elipse horizontal con centro fuera del origen de coordenadas. 


 
Las coordenadas de los vértices, focos y extremos del eje menor (B1 y B2), se determinan 


a partir del centro de la elipse, una vez conocidos los valores de a, b y c. 
 


La longitud del lado recto sigue siendo 
a
b2


= L.R.
2    y la excentricidad 


a
c


 = e . 
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Segundo método. 
 


Nos apoyaremos en la Figura 10: 
 


Tomando en consideración el 
significado de los segmentos QM  y RM  
expresados y considerados anteriormente 
se tiene, también para este caso que: 
 


1 = 
b


)RM(
a


)QM
2 


2 


2 


2 


 + (
 


 
Nada más que de acuerdo a la 


figura anterior: 
 


k - y = SR - SM = RM
h - x = NQ - NM = QM


 


 
Sustituyendo en la expresión anterior, obtendremos la misma ecuación que hemos obtenido 


por el primer método: 
 


Es decir: 
 


1 = 
b


) k -  y(+
a


)h - x (
2 


2  


2 


2  


  ..............................................................................................(III) 


 
Ejemplo: Determinar la ecuación de la elipse que tiene por vértices A1(-10,6), A2(10,6) y el 


lado recto es 10. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Como el centro es el punto medio del segmento AA 2 1  , resulta que las coordenadas del 
centro son: 
 
C(0, 6) 


 
Y que a = 10. 


 
El eje mayor es horizontal, por lo que la forma de la ecuación esta dada por la fórmula (III). 


 
Falta por conocer b2, la cual se determina a partir del L. R., es decir: 


 


a
b2


= 10 = L.R.
2    


 
Sustituyendo el valor de a y despejando a b2: 


 


10
2b


10
2


=  
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50 =b


b 2 = 100


 2 


2 


 


 
Finalmente, sustituyendo en la fórmula (III), se obtiene: 


 


1 =
50


) 6 -  y(+
100


)0 - x (     2 2 


 


 
Que es la ecuación pedida. 


 
 
6. Ecuación de la elipse vertical con centro fuera del origen. 
 
Primer método. 
 


La elipse vertical con centro 
fuera del origen tiene su eje mayor 
paralelo al eje y, como se representa 
en la Figura 11. Usando el método 
anterior tenemos: 
 


Con referencia al nuevo 
sistema de coordenadas: 


 


1 = 
a
y+


b
x


2 


2 


2 


2 


  ′′  


 
Pero ya hemos visto que: 


 


k -  y= y
h - x = x


′′


′′


  :  tanto Por. k + y =y 
  :  tanto Por . h + x =x 


 


 
Sustituyendo, se tiene la ecuación de la elipse vertical con centro fuera del origen: 


 


1 = 
a


)k - y(+
b


) h - x(
2 


2 


2 


2      
.............................................................................................. (IV) 


 
Segundo método. 
 


Considerando la Figura 12 y por analogía la ecuación es: 
 


Tomando en consideración; el significado de los segmentos QM  y RM  
 


1 =
a


)RM( +
b


)QM(   2 


2 


2 


2 


            (1) 
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Donde observando la figura se 
tiene: 
 


k -y  = SR - MS = RM


h -x  = NQ - MN = QM
 


 
Sustituyendo en (1), obtenemos la 


misma fórmula por este método. 
 


1 =
a


) k - y(+
b


) h - x (     2 


2 


2 


2 


      (IV) 


 
Como lo demostraremos 


enseguida en cualquiera de estas dos 
últimas ecuaciones puede expresarse en 
la siguiente forma general: 


 
0 = F +  yE + x D + yC +xA 2  2    ................................................................................. (V) 


 
Que se reconoce como representativa de una elipse con sus ejes de simetría paralelos a 


los ejes de coordenadas porque los coeficientes de x2 y y2 son desiguales y del mismo signo. 
 
 
7. Forma general de las ecuaciones de las elipses horizontal y vertical con 


centro fuera del origen. 
 


Para obtener la forma general de la ecuación de la elipse, desarrollamos, las ecuaciones ya 
conocidas en su forma común. 
 


En el caso de la elipse horizontal tenemos que su ecuación es: 
 


( ) ( ) 1 = 
b


k -y 
a


 h -x 
2


2


2


2


 +  


 
Haciendo las operaciones tenemos: 


 
( ) ( )    


 
   


 1 =
ba


 k - y a + h - x b
22


2222


 


 
 Multiplicando por a2b2: 
 
 222222 bak)(yah)(xb =−+−  
 
 Desarrollando: 
 
 22222222 ba)k2ky(yah2hx(xb =+−++−  
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 Quitando paréntesis: 
 
 222222222222 bakaky2ayahbhx2bxb =+−++−  
 


Ordenando: 
 
 0bakahbky2ahx2byaxb 222222222222 =−++−−+  
 


Comparando con la ecuación general de las cónicas: 
 


0 = F + y E + x D + yCyxB +xA 2  2    +  
 


Vemos que: 
 


B = 0   D = - 2b2 h 
A = b2   E = - 2a2 k 
C = a2   F = b2 h2 + a2 k2 - a2 b2 
 
Según esto la ecuación general de la elipse horizontal es: 


 
0 = F +  yE + x D + yC +xA 2  2    ................................................................................. (V) 


 
Por otra parte para la forma general de la ecuación de la elipse vertical procedemos de la 


misma manera. 
 


Desarrollamos la ecuación: 
 
( ) ( ) 1 =


a
 k -y 


b
 h -x   + 2


2


2


2


 


 
Haciendo las operaciones correspondientes: 


 
( ) ( )    


 
   


 1 =
ab


 k - y b + h - x a
22


2222


  


 
 Multiplicando por a2b2: 
 


222222 bak)(ybh)(xa =−+−  
 
Desarrollando los binomios: 
 


22222222 ba)k2ky(yb)h2hx(xa =+−++−  
 


Quitando paréntesis: 
 


222222222222 bakbky2bybhahx2axa =+−++−  
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Ordenando: 
 
 0bakbhaky2bhx2aybxa 222222222222 =−++−−+  
 


Comparando con la ecuación general de las cónicas, tenemos que: 
 


0 = F + y E + x D + yCyxB +xA 2  2    +  
 


A = a2   D = - 2a2 h 
B = 0   E = - 2 b2 k 
C = b2   F = a2 h2 + b2 k2 - a2 b2 


 
Por lo que la ecuación general de la elipse vertical nos queda: 


 
0 = F +  yE + x D + yC +xA 2  2    ................................................................................. (V) 


 
 
8. Posición general de la elipse y su ecuación. 
 


Por lo ya establecido y de 
acuerdo a la Figura 13 tenemos: 
 


1 = 
b


)M R(
+


a
)M Q(


2 


2 


2 


2 


   


 
Nada más que en este 


caso, si aplicamos la fórmula de la 
distancia de un punto a una recta 
dada, se tiene que: 


 


m+ 1
b-x m-y 


 = RM
m+ 1


b -x m -y 
= QM


2 
1 


1 1 
2 
2 


2 2 


  
     ;  


  
   


 
Sustituyendo en la 


expresión anterior nos queda que 
la ecuación es: 


 


1 =
b


m+ 1
)b- xm- y(


a
m+ 1


)b- xm -  y(


  
     


 +  
   


2 


2 
1 


2 
1 1 


2 


2 
2 


2 
2 2 


.................................................................. (VI) 


 
También esta ecuación, como consecuencia de las transformaciones del caso, puede 


expresarse en la siguiente forma general. 
 


0 = F +  yE + x D +y C +  yx B +xA    2  2   
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9. Ejercicios 
 
1. Los focos de una elipse son los puntos F1(-1,0) y F2(1,0); la longitud de su eje menor es 2. 


Obtener su ecuación. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Según el enunciado la ecuación es de la forma: 
 


1 = 
b
y + 


a
x


2 


2 


2 


2 


 


 
De acuerdo con los datos, se tiene: 


 
1 = b2menor Eje   : tanto Por . = b 2 =BB =   2 1  


 
Además, de acuerdo con las coordenadas de los focos: 1 = c  
 
De la expresión a2 – c2 = b2, se deduce que: 
 


 2   = a2a 2 ±  :  tanto Por . = 1 + 1 =c+b=      2 2  
 


Así que la ecuación de la elipse es: 
 


1 =
1


y+
2
x    


2 2 
 


 
En donde sus vértices son: 


) 0 ,  2   - (A ;  ) 0 ,  2  (A      2 1  y la 


excentricidad: 
 2 


1
 = 


a
c


 = e  


 
La Figura 14 muestra gráficamente 
los resultados obtenidos. 


 
 
2. Determinar las longitudes de los ejes, las coordenadas de los focos y la excentricidad de 


la elipse, cuya ecuación es: 4225 = y 169 +x 25 2 2  . 
 
 SOLUCIÓN 
 


Dividiendo la ecuación entre 4225 y simplificado, se tiene: 
 


1 =
25
y+


169
x          


2 2 


1 =
4225


y169
+


4225
x 25     


2 2 
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De la ecuación se observa que: a2 = 169 y b2 = 25. Por tanto: a = 13 y b = 5. Los ejes 
mayor y menor están dados por: 


 
Eje mayor = 2a = 26 
Eje menor = 2b = 10 


 
Despejando a c de a2 – c2 = b2: 


 
12 c ±±±  =25 - 169 =ba  =        -  2 2  


 
Las coordenadas de los focos son: F1(-12,0) y F2(12,0). 


 
Finalmente: 


 


13
12 = 


a
c = e = dadExcentrici  


 
3. Demostrar que la ecuación 0 = 36 +  y24 - x 36 + y 4 +x 9 2 2   representa una elipse y 


determinar todos sus elementos. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Es suficiente observar que los coeficientes de x2 y y2 son desiguales y del mismo signo y 
que no hay término rectangular, para asegurar que la ecuación sí representa una elipse, 
con ejes de simetría paralelos a los de coordenadas. 


 
Para mayor seguridad nos convendrá ver si se puede llevar esta ecuación a la forma tipo 
correspondiente, lo que además nos servirá para determinar los elementos de la curva. 


 
Completando a trinomios cuadrados perfectos en x y y en la ecuación dada: 


 
0 = 36 + 9) - 9 + y 6 - y( 4 + 4) - 4 + x 4 +x( 9 2 2   


 
Simplificando: 
 


36 =) 3 - y ( 4 +) 2 + x ( 9


0 = 36 + 36 - ) 3 - y ( 4 + 36 -) 2 + x ( 9


  
 


2 2 


2 2 


 


 
Dividiendo entre 36 queda: 
 


1 =
9


)3 -  y(+ 
4


) 2 + x (    
2 2 


 


 
De la ecuación encontramos que a2 = 9 y b2 = 4. Por tanto, a = 3 y b = 2. Las coordenadas 
del centro son C(-2,3). 


 
Los ejes mayor y menor están dados por: 


 
Eje mayor = 2a = 6 
Eje menor = 2b = 4 
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Despejando a c de la expresión: 
a2 – c2 = b2: 
 


2.23   c ±±± =  5   =ba  =    -  2 2  
4.46 focal Distancia  =c  2 =  


0.74 e dadExcentrici  = 
3


2.33
 = 


a
c


 = =  


2.66focal Ancho  = 
3
8


 =
a
b 2


 =  
2 


 


) 6 , 2 - (A    )0 , 2 - (A  :  Vértices       2 1 y  
) 5.23 , 2 - (F)0.74 , 2 - (F  :  Focos          2 1 y  


 
La Figura 15 muestra gráficamente 
los resultados obtenidos. 


 
4. Los focos de una elipse son F1(2,1) y F2(3,4), su eje mayor mide 6. Determinar su 


ecuación. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Aplicaremos la definición de la elipse, en la que se establece que, para todo punto de la 
curva, la suma de las distancias a los focos es igual al eje mayor. Por lo tanto, si M(x, y) es 
un punto cualquiera de la elipse, debe tenerse: 
 


6 =FM+FM    2 1 ............................................................................................................(1) 
 
Donde: 
 


         ;       = )4 - y ( +)3 - x (= FM)1 - y ( +) 2 - x (F M 2 2 
2 


2 2 
1  


 
Sustituyendo en (1): 


 
6 =) 4 - y ( +)3 - x ( +) 1 - y ( +)2 - x (            2 2 2 2  


 
Despejando al primer radical, se tiene: 


 


)4 - y ( +) 3 - x ( - 6 =)1 - y ( +) 2 - x ( 2 2 2 2        
 
Elevando al cuadrado y desarrollando: 


 
16 +8y  - y+ 9 +6x  x+)4 -(y  +)3 -(x  12 - 36 = 1 +2y  -y + 4 +4x  -x 2 2 2 2 2 2  -       


 
Reduciendo: 


 


3y - x - 28 =)4 -(y  +)3 -(x 6


6y -2x  - 56 =)4 -(y  +)3 -(x 12


    


    
2 2 


2 2 
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Elevando al cuadrado y simplificando, se obtiene la ecuación pedida: 
 


0 =116 +  y120 - x 160 y27 +  yx 6 -x35  -    2 2 


 x y6 + y 168 - x 56 -y 9 +x + 784 = 576 + y 288 -y36 + 324 + x 216 -x36       2 2 2 2 


 


 
Para comprobar que la curva es una elipse, obsérvese que el discriminante de la ecuación 


es: 
 


0< 378 - 36 = C A 4 B  - 2  
 
5. La ecuación de una elipse pasa por el punto P(1,2), cuyos focos son: F1(1,1) y F2(0,2). 


Encontrar las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse que son paralelas a la recta 
xy −= . 


 
 SOLUCIÓN 
 


Si M(x, y) es un punto cualquiera de la curva, tendremos: 
 


a 2 = mayor eje = F M +F M 2 1   
 


Aplicando la fórmula de la distancia entre dos puntos, y los datos del enunciado, en la 
expresión anterior, se tiene: 


 
a 2 = )2 -(y  +x+)1 -(y  +)1 -(x        2 2 2 2  


 
Para definir perfectamente esta ecuación necesitamos calcular el valor de 2a, lo que se 
logra haciendo que las coordenadas de P verifiquen dicha ecuación: 


 
 1 = a  ∴  a 2 = 2 = 1 + 1  


 
Así que la ecuación es: 


 


        


        


) 2 - y ( +x - 2 = )1 - y ( +)1 - x (


2 =) 2 - y ( +x +) 1 - y ( +) 1 - x (
2 2 2 2 


2 2 2 2 


 


 
Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación, desarrollando y simplificando: 


 


3  +  y  - x  =)2  - y  (  +x2


4  + y  4  -y+x+)2  - y  (  +x 4  -  4 = 1  + y  2  -y  +  1  + x  2  -x


       


                   
2 2 


2 2 2 2 2 2 


 


 
Elevando al cuadrado nuevamente y simplificando, se obtiene la ecuación de la elipse: 


 


0 =7 +  y10 - x 6 -y 3 +  yx 2 +x 3    2 2 


 y6 - x 6 + x y 2 - 9 +y+x = 16 + y 16 -y4 +x 4       2 2 2 2 
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Donde el discriminante de la ecuación es: 
 


0 < 36 - 4 = C A 4 -B  2  
 


Las tangentes deben tener una ecuación de la forma: b + x  - = y , que se simultanean con la 
ecuación de la elipse, como si pretendiéramos encontrar los puntos de intersección de la 
recta y la curva. Haciendo simultáneas la ecuación de la elipse y la recta, se tiene: 


 


0 = ) 7 + b 10 -b 3 ( + x ) b 4 - 4 ( +x4    2 2 


0 = 7 + b 10 - x 10 + x 6 -b3 + x b 6 -x3 + b x 2 +x2 - x 3


0 = 7 + ) b + x - ( 10 - x 6 ) b + x - ( 3 + ) b + x - ( x 2 +x 3


      
-  


2 2 2 2 


2 2 


 


 
Resolviendo la ecuación anterior aplicando la fórmula para la solución de una ecuación de 
segundo grado, para lo cual consideramos los coeficientes de la siguiente forma: 


 
7 + b 10 b3 = ;  b) 4 - (4 =   ;  4 = -  2  c ba  


 
Resolviendo para x: 
 


8
 7) + b 10 -b (3 16 - )b 4 - (4  b) 4 - (4 -


=x 
  


 
2 2 ±


 


 
Para que de esta expresión obtengamos un solo valor de x y consecuentemente la recta 
sea tangente a la curva, necesitamos que el subradical valga cero. Igualando el subradical 
a cero: 
 


 07)10b16(3b4b)(4 22 =+−−−  
07)10b16(3bb)16(1 22 =+−−−  


07)]10b(3bb)16[(1 22 =+−−−  
07)10b(3bb)(1 22 =+−−−  


0710b3bb2b1 22 =−+−+−  
068b2b2 =+−  


034bb2 =+−  
 


Resolviendo para b, se obtiene: 
 


3 = b   ;   1 =b 2 1   
 
Entonces, según la ecuación b + x - = y , las ecuaciones de las tangentes son: 


 
3 + x - = y          1 + x - = y  


 
6. Encontrar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al origen es 1/2 de su 


distancia a la recta 0 = 3 + x . Encontrar el centro y los semi-ejes. 
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 SOLUCIÓN 
 


La Figura 16 muestra 
gráficamente los datos del 
problema. 


 
Sobre la base de la figura 
adjunta, la condición de 
movimiento de M(x, y) es: 
 


M Q 
2
1


 = 0 M  


 
Aplicando la fórmula de la 
distancia entre dos puntos: 


 


) 3 + x (  
2
1


 =y+x      2 2  


 
Elevando al cuadrado ambos miembros: 
 


4
9 + x 6 +x=y+x


     
2 


2 2  


 
Multiplicando por 4, simplificando y reagrupando términos, se obtiene: 


 
96xx4y4x 222 ++=+  


96x4y3x 22 =−+  
94y1)12x3(x 22 =+−+−  


120)4(y1)3(x 22 =−+−  
 


Finalmente, dividiendo entre 12, se encuentra la ecuación de la elipse: 
 


1 = 
3


) 0 -  y(+
4


) 1 - x ( 2 2 


   


 
Donde: 


 
) 0 , 1 ( C  :  Centro  


2 = mayor eje-Semi  
  3   = menor eje-Semi  
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TRANSLACIÓN PARALELA DE LOS EJES. 
 
 
CONTENIDO: 
 
1. ECUACIONES DE TRANSLACIÓN. 


 
2. EJERCICIOS. 
 
 


En todos los temas tratados en relación con la línea recta, y los que veremos con 
respecto a la circunferencia, parábola, elipse e hipérbola, se considerada el sistema de 
coordenadas rectangulares. Sin embargo, con tendencia a simplificar las ecuaciones, 
particularmente las curvas cónicas, se opta por trazar un nuevo sistema rectangular 
determinado, si cambiamos los ejes de las coordenadas que nos permita trabajar con las 
ecuaciones mas simples. 
 


Este cambio es la translación paralela de los ejes, el cual es el desplazamiento de uno 
o ambos ejes de un sistema de coordenadas rectangulares, de tal manera que el origen quede 
en una nueva posición pero permaneciendo cada eje paralelo a los ejes originales. 
 
 
1. ECUACIONES DE TRANSLACIÓN. 
 


El conocimiento de las formulas de translación nos ayudan a simplificar muchos 
problemas de la geometría analítica. 
 


Usaremos la Figura 1 para ver 
como se pueden trasladar las 
ecuaciones de las curvas de un 
sistema cartesiano x o y, hasta ocupar 
una posición x´ ó y´ de ejes paralelos 
a los primeros. 
 


Designamos el nuevo origen 
por 0’(h, k), referidos al sistema de 
coordenadas x, y, por el punto 0´ 
trazamos rectas paralelas al eje x y al 
eje y, las que tomaremos como los 
nuevos ejes x´ y y´. Todo punto P(x, y) 
en el sistema original tendrá P´(x´, y´) 
referidos al nuevo sistema de ejes. 
 


Según la figura: 
 


 yx = EP ,= AP  
 


Que son las coordenadas originales del punto P(x, y) 
 


Así mismo, tenemos: 
 


′′ yx  = DP   ,   = BP  
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Que son las nuevas coordenadas del punto P´(x´, y´). 
 


De la figura también se deduce que: 
 


ky'
hx'


+=+=


+==


ABDPEP


 AB + BP  AP
 


 
Sustituyendo tenemos que: 


 
x = x´+ h ......................................................................................................................(1) 


 
y = y´ + k .....................................................................................................................(2) 


 
O también: 


 
x´ = x - h ......................................................................................................................(3) 


 
y´ = y - k ......................................................................................................................(4) 


 
Que son las ecuaciones de translación, mediante las cuales se puede hacer una 


translación paralela de los ejes de coordenadas. Su conocimiento nos ayuda a simplificar 
muchos problemas de la geometría analítica, y se emplearan en la deducción de algunas 
formulas en los temas correspondientes a la parábola, elipse e hipérbola. 
 
 
2. EJERCICIOS. 
 
1. Tomando como origen el punto 0´(-1, 2), y siendo los nuevos ejes paralelos a los 


anteriores, encuéntrese la ecuación transformada de la curva dada por la 
ecuación 03y2xx 2 =+−+ . 


 
SOLUCIÓN 


 
Del enunciado, se tiene que: h = - 1  y  k = + 2 


 
En este caso las ecuaciones de translación son: 


 


2y'y
1x'x


+=


−=
 


 
Que se sustituyen en la ecuación dada, es decir: 


 
 032)(y'1)2(x'1)(x' 2 =++−−+−  
 


Desarrollando: 
 


032y'22x'1x'x'2 =+−−−++−  
 


Simplificando términos semejantes: 
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y'x'2 =  
 
Que es la ecuación transformada de la curva. 


 
2. La ecuación de una curva referida a un sistema de coordenadas xy, 


es: 094y10xx 2 =+−− . Encontrar la ecuación referida a un nuevo sistema de ejes x´y´ 
con el origen en 0´(5, - 4). 


 
 SOLUCIÓN 
 


Según el enunciado se observa que h = + 5  y  k = - 4, por tanto: 
 


Las ecuaciones (1) y (2) quedan: 
 


 
4y'y
5x'x


−=


+=
 


 
Sustituyendo estas ecuaciones en la ecuación dada, se tiene: 


 
 094)4(y'5)10(x'5)(x' 2 =+−−+−+  
 


Desarrollando: 
 
 09164y'5010x'2510xx'2 =++−−−++  
 


Simplificando: 
 
 04y'x'2 =−  
 


Despejando: 
 
 4y'x'2 =  
 


Esta ultima ecuación, que es mas simple que la original, es la ecuación de la misma 
curva referida al nuevo sistema de coordenadas x´y´. 


 
3. Mediante una transformación paralela de los ejes, determinar el centro de la 


circunferencia cuya ecuación es: 066y2xyx 22 =−−−+ . 
 
 SOLUCIÓN 
 


Aplicando las ecuaciones (1) y (2) de translación, en las que suponemos que h y k, 
coordenadas del nuevo origen, son al mismo tiempo las coordenadas del centro de la 
circunferencia. 


 
Por tal razón sustituyendo las ecuaciones (1) y (2) en la ecuación dada se tiene: 


 
 06k)6(y'h)2(x'k)(y'h)(x' 22 =−+−+−+++  
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Desarrollando y factorizando: 
 
 066k6y'2h2x'k2ky'yh2hx'x' 2222 ' =−−−−+++++ −  
 06)6k2hk(h6)y'(2k2)x'(2hyx' 22´22 =−−++−+−++ −  
 


De esta ecuación deben desaparecer los términos de primer grado, para lo cual se 
requiere que los coeficientes respectivos sean nulos, es decir: 


 
022h =−  Por tanto: h = 1 


 
062k =−  Por tanto: k = 3 


 
De lo anterior, se tiene que el centro es: 


 
)3,1(C  


 
4. Determinar la translación que elimina los términos en x y y en la ecuación: 
 


011918y9y16x4x 22 =−++ + . Encontrar la ecuación resultante de esta translación. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Completando los trinomios cuadrados perfectos, tenemos: 
 


 


144)1(9)2(4


1199)1(916
22


2


=+++


=−++−+


=−++−+ ++


yx


y2


22


2)4(x


1191)12y9(y4)44x4(x


 


 
Dividiendo ambos miembros de la ecuación entre 144 y simplificando: 


 


1
16


1)(y
36


2)(x
144
144
 =


144
1) +(y  9


144
)2 +(x  4


22


22


   + 


=
++ −


 


 
De tal forma que h = - 2 y k = - 1. Según las  ecuaciones (3) y (4) tendremos que: 


 
 1yy'2xx' +=+= y  
 


Por lo que nos queda la ecuación referida al nuevo sistema en la siguiente forma: 
 


 1
16
y'


36
x' 22


=+  


 
Otra forma de solución: 


 
Aplicando hx'x +=  y ky'y += . Sustituyendo en la ecuación dada tendremos: 
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0119k)18(y'k)9(y'h)16(x'h)4(x' 22 =−+++++++  
 


Desarrollando: 
 
 011918k18y'9k18ky'9y'16h16x'4h8hx'4x' 2222 =−+++++++++  
 


Factorizando: 
 
 011918k16h9k4h18)y'(18k16)x'(8h9y'4x' 2222 =−+++++++++  
 


Como se desea eliminar los términos x´ y y´ sus coeficientes deben ser cero, es decir: 
 


0168h =+  Por tanto: h = -2 
 


01818k =+  Por tanto: k = -1 
 


Por lo que: 2x'x −=  y 1y'y −= . Si estos valores se sustituyen en la ecuación original 
obtenemos también: 


 


 1 =
1636


 y' + x' 22
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Nociones Básicas de la Geometría Analítica. 
 
 


La Geometría Analítica es el estudio o tratamiento analítico de la geometría, y por primera 
vez fue presentado por René Descartes en su libro llamado Géometrie que se publicó en el año 
de 1637. En esta obra, se establecía la relación explícita entre las curvas y las ecuaciones y 
podemos decir, que además de Descartes, todos los matemáticos de los siglos XVII y XVIII, 
contribuyeron de una forma o de otra, al desarrollo de esta nueva teoría, que en la actualidad se 
estudia con el nombre de Geometría Analítica, y que se fundamenta en el uso de Sistemas de 
Coordenadas Rectangulares o Cartesianas en honor de su fundador. 
 


La Geometría Analítica es una parte de las matemáticas que, entre otras cosas, se ocupa 
de resolver algebraicamente los problemas de la geometría. 
 


En esta materia se puede conocer una ecuación y poder deducir su gráfica, o también 
conocer la gráfica de una curva y determinar su ecuación. A estos dos problemas se les conoce 
como los Problemas Fundamentales de la Geometría Analítica. 
 
 
1 Sistema de coordenadas rectangulares o cartesianas. 
 


En forma general se dice que la posición de un lugar cualquiera sobre la superficie de la 
tierra se identifica conociendo la latitud y longitud de ese lugar, esto es, un Sistema de 
Coordenadas. 
 


Durante el desarrollo del curso, se describen los sistemas de coordenadas cartesianas o 
rectangulares y las polares, para la localización de puntos. Esto nos crea la necesidad de 
establecer el procedimiento que permitirá ubicar la posición de un punto cualquiera. Empezaremos 
por el Sistema de Coordenadas Rectangulares o Cartesianas, el cual se describe a 
continuación. 
 


Este sistema está formado por 
dos rectas o ejes, perpendiculares 
entre sí, generalmente un eje es 
horizontal y el otro vertical, que al 
intersectarse forman ángulos rectos y 
dividen al plano donde están contenidos 
en cuatro partes llamados cuadrantes, 
las cuales se enumeran en el sentido 
contrario de las manecilla del reloj, 
como se muestra en la Figura 1. 
 


Sobre los ejes se marcan 
divisiones que corresponden a números 
enteros, siendo el cero el punto de 
intersección de dichos ejes llamado 
Origen de las Coordenadas. 


 
Considerando que cada eje es 


una recta numérica que contienen todos 
los números reales en forma creciente de izquierda a derecha en el eje horizontal y de abajo a 
arriba en el eje vertical, es decir todos los números positivos están a la derecha y arriba del 
origen y los negativos a la izquierda y abajo del mismo origen. 
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Al eje horizontal se le llama eje de las X o de las Abscisas, y al eje vertical de las Y o de 
las Ordenadas. 
 


Para la ubicación de un punto cualquiera en el plano se consideran las distancias a los ejes, 
que son sus Coordenadas. La distancia de un punto al eje de las Y es su Abscisa y la distancia al 
eje de las X es su ordenada. Las Abscisas se representan por la letra X y las Ordenadas por la 
letra Y, es decir que las coordenadas de un punto P son P(X, Y), las cuales se anotan como 
parejas ordenadas dentro de un paréntesis y separadas por una coma. 
 
 
2 Coordenadas cartesianas de un punto. 
 


Se ha visto que al poner en movimiento a un punto nos engendra una línea, la cual al 
ponerse en movimiento engendra una superficie, y ésta a su vez, al ponerse también en 
movimiento engendra un volumen, se puede concluir que todas las figuras geométricas tienen 
como base de formación el punto. 
 


Para su estudio, cuando menos por ahora, utilizaremos el Sistema Cartesiano de Ejes 
Rectangulares. Dentro de éste convendremos en que siempre que se hable de un punto conocido 
o de posición fija, designaremos sus coordenadas por las letras x y y con índices, mientras que 
siempre que se trate de un punto móvil o de posición desconocida sus coordenadas serán 
simplemente x y y sin índices. 
 


Por ejemplo (Ver Figura 2), si tenemos una 
circunferencia de radio conocido, referida a un 
sistema de ejes, su centro es un punto conocido, de 
manera que al referirnos a él podemos decir, el punto 
C(x1, y1), en tanto que si suponemos que esta 
circunferencia es descrita por el extremo libre del 
compás, dicho extremo es un punto cuyas 
coordenadas cambian para cada posición, de tal 
manera que al mencionarlo podemos decir, el punto 
M(x, y) 
 
Ejemplo: Trazar un sistema de coordenadas 


rectangulares y señalar los puntos 
siguientes: ) 4 - , 6 ( D , ) 2 - , 3 - ( C , ) 5 , 1 - ( B , ) 3 , 4 (A y trazar además, el segmento 
de recta que une los puntos ) 1 - , 3 - ( E  con ) 6 , 5 ( F . 


 
SOLUCIÓN 


 
La Figura 3 muestra la ubicación gráfica de los puntos dados, así como la recta pedida. 
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3 Distancia entre dos puntos. 
 


Vamos a determinar una fórmula 
mediante la cual podamos calcular, en todos 
los casos, la distancia entre dos puntos de 
coordenadas conocidas. A(x1, y1) y B(x2, y2) 
los representamos en el sistema de 
coordenadas, trazamos las perpendiculares 


C A  y D B  al eje de las x y F E  al eje de las 
y. Así mismo, trazamos el segmento B A para 
obtener el triángulo ABE. La gráfica se 
muestra en la Figura 4. 
 


De la figura anterior, se tiene: 
 


y = B Dx = D O
y =  ACx = C O


2 2 


1 1 


  ,  
  ,  


 


 
Si aplicamos el teorema de Pitágoras al triángulo rectángulo ABE de la Figura 4, 


obtenemos: 
 


B E +EA  =BA 2 2 2   .....................................................................................................(1) 
 


Pero: 
 


 d = BA  
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Y: 
 


12


12


yyCADBDEDBEB


xxOCODCDAE


−=−=−=


−=−==
 


 
Sustituyendo en (1): 
 


)yy ( +)xx ( =d 2 
12  


2 
1  2  


2   -    -   
 


Extrayendo raíz cuadrada en ambos miembros, tenemos: 
 


 )  y - y  ( + )  x - x  ( = d 2 
1  2  


2 
1  2  ± ........................................(I) 


 
Que es la fórmula para obtener la distancia entre dos puntos de coordenadas conocidas. 


Esta igualdad, es posible expresarla en la siguiente forma, porque cualquiera que sea la diferencia, 
está elevada al cuadrado y el cuadrado de la diferencia de dos números no varía cuando se 
invierte el orden de la resta. 


 


 )  y - y  ( + )  x - x  (   d 2 
2 1 


2 
2 1 ±= ....................................... (I') 


 
Ambas fórmulas, se leen. La distancia entre dos puntos es igual a la raíz cuadrada de la 


suma del cuadrado de la diferencia de las abscisas, más el cuadrado de la diferencia de las 
ordenadas. 
 


Respecto al doble signo del radical, tomamos la raíz cuadrada positiva porque nos interesa 
únicamente la magnitud del segmento y ésta es positiva. 
 


Para resolver un problema, se recomienda para todos los casos, se grafiquen los datos 
disponibles antes de hacer operaciones. 
 
 
3.1 EJERCICIOS 
 
1. Calcular la distancia entre los puntos: A(-3,2) y B(1,-1). 


 
SOLUCIÓN 


 
Aplicando la fórmula (I), la distancia entre dos puntos, tenemos: 
 


5 =  25  =  9 + 16  = )1+(2 +)1-(-3 = BA    2 2  
 


2. Calcular la distancia entre los puntos: P(6,5) y Q(-7,-3). 
 
 SOLUCIÓN 
 
Según la fórmula (I), se obtiene: 


 
15.26 =  233  =  64 + 169  =8 +13 =)3+5( +)7+6(  =Q P        2 2 2 2  
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3. Calcular el perímetro del triángulo cuyos vértices son: A(-4,6), B(6,2) y C(4,-4). 
 


SOLUCIÓN 
 


Sustituyendo valores en la expresión (I), en cada caso se tiene: 
 


6.32 =  40  =  36 + 4  =)4+(2 +)4-(6 = C B 


12.80 =  164  =  100 + 64  = )4+(6 +)4-(-4  = CA  


10.77 =  116  =  16 + 100  =)2-(6 +)6-(-4= BA 


    


  


     


2 2 


2 2 


2 2 


 


 
Por tanto, por conocimientos previos sabemos que: 
 


linealesunidades29.89 = C B + CA  + BA  = Perímetro  
 
4. Determinar todos los puntos que, además de distar 5 unidades del punto A(1,2), disten  2 


unidades del eje de las x. 
 


SOLUCIÓN 
 


Suponiendo que, por lo menos, haya un punto Q(x, y) que satisfaga las condiciones del 
enunciado, se tendrá de acuerdo a la Figura 5, aplicando la fórmula de la distancia entre 
dos puntos que: 


 
Sustituyendo datos en la fórmula 
(I), se tiene: 


 
5 =)2-y( +)1-x( =  AQ     2 2  


 
Elevando al cuadrado, se obtiene: 
 


25 = )2 - y( +)1 - x( 2 2           (1) 
 
Pero como la distancia del punto 
Q al eje de las x debe ser de 2 
unidades, dicha distancia no es 
más que la ordenada del punto Q, 
la que puede ser positiva o 
negativa, por lo que estamos en 
obligación de considerar los dos 
signos y hacer las correspondientes sustituciones en la ecuación (1) 
 
Para y = 2, tenemos: 
 


25)1x(


:tanto Por
25)2 - 2( +)1 -x (


2


2 2   


=−


=
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Extrayendo raíz cuadrada a ambos miembros: 
 


5  =1 -x ±  
 


De la expresión anterior, se obtiene: 
 


4 - = x
6   = x


2


1


  :donde De  5. - = 1 - x  
  :donde De  5.   = 1 - x


2


1  


 
Así, los dos primeros puntos que resuelven nuestro problema, son: 
 


) 2 , 4 - (Q  ;  ) 2 , 6 (Q   2 1  
 
De la misma manera, ahora para y = -2, tenemos: 
 


919251)(x


:tanto Por
25 =)2 - (-2 +)1 -(x 


2


2 2   


=−=−


 


 
Extrayendo raíz cuadrada a ambos miembros: 
 


3  = 1 -x ±  
 
De la expresión anterior, se obtiene: 
 


2 - =x
4=x


 
   


4 


3 


  
- 


  :donde De 3. - = 1 -x


   :donde De  3.   = 1 x
4 


3  


 
Por consiguiente, otras dos soluciones del problema están dadas por los puntos: 
 


) 2 - , 2 - (Q ; ) 2- , 4 (Q     4 3  
 
5. Determinar el centro de la circunferencia que pasa por los puntos: P(-2,8), Q(2,4) y R(4,-6). 


 
SOLUCIÓN 


 
Llamaremos C(x, y) al centro y tomaremos en cuenta que equidista de los puntos dados, 
por lo cual debe de tenerse: 
 


Q C = P C .......................................................................................................................(1) 
R C = Q C .......................................................................................................................(2) 


 
Y según la fórmula (I), podemos escribir: 


 


   


  


   


)6 +(y  +)4 -(x  = R C


)4 -(y  +)2 -(x   = Q C


)8 -(y  +)2 +(x  = P C


2 2 


2 2 


2 2 
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Sustituyendo los valores dados, de acuerdo a las igualdades (1) y (2) En (1): 
 


      )4 -(y  +)2 -(x  =)8 -(y  +)2 +(x  2 2 2 2  
 
Elevando al cuadrado, desarrollando y simplificando, se tiene: 
 


48 - = y 8 -  x 
16  + y  8 -y + 4 + x 4 -x = 64  + y  16 -y +  4  + x 4 +x     2 2 2 2 


 


 
Dividiendo entre 8 y despejando a y, se obtiene: 
 


6  +  x = y  :tanto Por 6. - = y -x ....................................................................................(3) 
 
Siguiendo los pasos anteriores. En (2): 
 


32 = y 20 - x 4
36  + y 12 +y +  16  + x 8 -x = 16  + y 8 -y+  4  + x 4 -x


)6  +(y   +)4 -(x  =)4 -(y  +)2 -(x 


     


       
2 2 2 2 


2 2 2 2 


 


 
Dividiendo entre 4: 
 


8 =  y5  -  x .....................................................................................................................(4) 
 


Sustituyendo (3) en (4): 
 


38 = x 4 -
8  = 30  - x  5  -x  
8  = ) 6 + x ( 5 -x 


 


 
Despejando a x: 
 


2
19 - = 


4 -
38 = x  


 
Sustituyendo x en (3): 
 


2
7  - = 


2
12 + 


2
19 - = y  


 
Por tanto, el centro es: 








  


2
7 -  ,  


2
19 -   C  


 
6. Demostrar que los puntos A(1,-2), B(4,2) y C(-3,-5) son los vértices de un triángulo 


isósceles. 
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SOLUCIÓN 
 


Para que el triángulo sea isósceles debe tener dos lados iguales, razón por la que 
tendremos que calcular las longitudes de cada uno de los tres lados, que de acuerdo a la 
fórmula (I) se tiene: 
 


9.89 =  98  =  49 + 49  =)5 + (2 +)3 + (4 = C B


5 =  25  =    9 + 16  =)5 + (-2 +)3 + (1= CA 


5 =  25  =     16 + 9  =)2 - 2- ( +)4 - (1  = BA 


     


     


   


2 2 


2 2 


2 2 


 


 
Como los lados BA  y CA  resultaron iguales, queda demostrado que los puntos dados son 
los vértices de un triángulo isósceles. 


 
7. Determinar los puntos cuyas distancias al punto P(2,3) son de 4 unidades y cuyas 


ordenadas son iguales a 5 (Ver Figura 6) 
 
 SOLUCIÓN 
 


Suponemos un sólo punto Q(x,5), cuya 
distancia al punto P debe ser igual a 4. 
Por lo que, según la fórmula (I) tenemos: 
 


4 =4 +)2 -(x  )3 - (5 +)2 -(x   = P Q     =   2 2 2  
 
Elevando al cuadrado y simplificando: 
 


12 =)2 -(x 


16 = 4 +)2 -(x 


 
 


2 


2 


 


 
Extrayendo raíz cuadrada a ambos 
miembros: 
 


3.46   = 2 -x ±  
 
Se tienen dos valores de x que satisfacen la ecuación anterior, cuyos valores son: 
 


1.46 - =x
5.46   = x


 2 


 1 


 :tanto por3.46, - = 2 -x


 :tanto por3.46,   = 2 -x
 
 


2 


 1  


 
Los dos puntos solicitados son: 
 


) 5 , 1.46- (Qy 5 , 5.46 (Q 2 1     )  
 
8. Determinar el centro de la circunferencia que pasa por los puntos: P(0,0), Q(-3,3) y R(5,4) 
 


SOLUCIÓN 
 


Considerando que C(x, y) es el centro y sabiendo que los puntos son equidistantes de 
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éste, se tiene: 
 


Q C = P C .......................................................................................................... (1) 
R C = P C .......................................................................................................... (2) 


 
Sustituyendo las coordenadas de los puntos dados en la fórmula (I), se tiene: 
 


   


   


          


)4 -(y +)5 -(x   = R C


)3 -(y +)3 +(x   = Q C


y+x=)0 -(y  +)0 -(x = P C


2 2 


2 2 


2 2 2 2 


 


 
Sustituyendo en (1) se obtiene: 
 


   =   +  )3 -(y  + )3 +(x yx 2 2 2 2  
 
Elevando al cuadrado ambos miembros y desarrollando: 
 


9 + y 6 -y + 9 + x 6 +x=y+x       2 2 2 2  
 
Simplificando: 
 


18 - = y 6 - x 6  
 
Dividiendo entre 6: 
 


3 - = y -x  
 
Despejando a y: 
 


3 + x = y .........................................................................................................................(3) 
 


Sustituyendo en (2), se obtiene: 
 


       )4 - y ( +)5 -(x  =y +x 2 2 2 2  
 
Elevando al cuadrado ambos miembros y desarrollando: 
 


16  + y  8 -y + 25  + x  10 -x=y +x       2 2 2 2  
 
Simplificando: 
 


41 =  y8 + x 10 ................................................................................................................(4) 
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Sustituyendo (3) en (4): 
 


18
17 = x


17 = x 18
41 = 24 + x 8 + x 10
41 = ) 3 + x ( 8 + x 10


 


 
Sustituyendo x en (3): 
 


18
71 = 


18
54 + 


18
17 = y  


 
Por tanto, el centro de la circunferencia es: 
 








  


18
71 , 


18
17   C  


 
 
4 Área del triángulo. 
 


Vamos a deducir una fórmula que nos permita calcular el área de un triángulo conociendo 
las coordenadas de sus vértices, de acuerdo a la 
Figura 7: 
 


De la Figura 7, se tiene la siguiente relación 
de áreas: 


 
AAAAA = A 4321T  -  -  -  -   


 
En donde: 
 
A  =     Área del triángulo 
AT =     Área total del rectángulo de la figura 
A1 =     Área del trapecio 
A2 =     Área del triángulo 
A3 =     Área del rectángulo 
A4 =     Área del trapecio 
 


Se sabe que el área del triángulo es 
2
h b


 =A , que la relación para obtener el área de un 


trapecio es h 
2


b + a
 =A  y la de un rectángulo es h b =A , por lo que: 


 


2
)y+y)(xx(yx


2
)yy)(xx(


2
)yy)(x+x(yx =A 3 1 1 3 


1 1 
3 2 2 3 1 2 2 1 


2 3 
   -  -   -  -  -  -  -    -   
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Multiplicando por 2, desarrollando, simplificando y factorizando, se obtiene: 
 


)xx(y+)xx(y+)xx(y=yxyx +yxyxyxyx=
=yxyxyxyxyx2yxyxyxyxyxyxyxyxyx2 = A 2


  -       -       -       -     -   +   -    
   +   +   -   -    -   -   +   +   -   +   -   +   -   


213132321132332122131


3111331311322233231222112123  


 
Dividiendo entre 2: 
 


 ])xx ( y+ )xx(y+ )xx(y[
2
1 =A   -    -      -     2 1 3 1 3 2 3 2 1 .....................................................(II) 


 
Que es la relación que permite obtener el área de un triángulo en función de las 
coordenadas de sus vértices. 
 
Al aplicar esta fórmula, a veces el resultado es positivo y otras negativo. En todos los casos 
se considerará el valor absoluto de dicho resultado. 
 
Por procedimiento, que justificaremos más adelante, o por simple comprobación con esta 
fórmula, se ha obtenido el siguiente determinante para calcular el área del triángulo, en 
función de las coordenadas de sus vértices. 
 


 


    


    


   


 


yx1


yx1


yx 1


2
1 =A 


3 3 


2 2 


1 1 


..............................................(II’) 


 
 
4.1 Ejercicios 
 
1. Empleando las fórmulas (II) y (II’), calcular el área del triángulo cuyos vértices son: P(-4,2), 


Q(5,4) y R(2,-3) 
 


 
SOLUCIÓN 


 
Aplicando la fórmula, tenemos: 
 


u28.5 = A 


57  
2
1 = ) 27 + 24 + 6 ( 


2
1 = 


=  ]) 5 - 4 - ( 3) (- + ) 4 + 2 ( 4 + ) 2 - 5 ( 2[  
2
1 =A 


2  


 


 
Por el determinante: 
 


) 57- ( 
2
1 = 12) - 8 - 10 - 4 + 16 - 15 - (  


2
1 =


 3- 2 1 


 4 5 1 


 2 4- 1 


 
2
1 = A  
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Como el área debe ser positiva, se toma el valor absoluto, obteniéndose: 
 


u 28.5 =A 2  
 
2. Calcular el área del triángulo cuyos vértices son: P(-6,-6), Q(-2,8), R(4,2) 
 


SOLUCIÓN 
 


Aplicando la fórmula (II): 
 


[ ]
  


2u54108 
2
1 = ) 8 - 80 + 36 ( 


2
1 =  ) 2 + 6 - ( 2 + ) 6 + 4 ( 8 + ) 4 - 2- ( 6 -  


2
1 =A =  


 
Aplicando el determinante, fórmula (II’): 


 


u 54 54-  = A 2 = 


(-108)  
2
1


 = 12) + 32 - 12 - 24 - 48 - 4 - (  
2
1


 = 


4 1 


2- 1 


6- 1 


 2 4 1 


 8 2- 1 


 6- 6- 1 


 
2
1


 =A 
 


 
3. Calcular el área del triángulo formado por los puntos P(-3,4), Q(5,3) y R(2,0) 
 


SOLUCIÓN 
 


Por medio del determinante, fórmula (II’): 
 


u 13.5 13.5-  = A 2 =


++


 


(-27)  
2
1


 = 0)6-20-89-0 (  
2
1


 = 


2 1 


5 1 


3- 1 


02 1 


35 1 


43- 1 


 
2
1


 =A 
 


 
Aplicando la fórmula (II): 
 


u 13.5A 2  = ) 27 (  
2
1


 = ) 0 + 15 + 12 (  
2
1


 = ] ) 5 - 3  - ( 0 + 3) + 2 ( 3 + ) 2 - 5 ( (4 [  
2
1


 =  


 
 
4.2 Condición para que tres puntos estén alineados 
 


Para que tres puntos tales como: A(x1, y1), B(x2, y2) y C(x3, y3) estén en línea recta es 
indispensable, como es natural, que no puedan formar un triángulo. Dicho de otra manera, se 
necesita que el área del triángulo que forman valga cero. 
 


Por lo anterior, se concluye: Para que tres puntos estén alineados debe satisfacerse la 
siguiente condición: 
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0 =


yx 1 


yx 1 


yx 1


 


  


   


   


3 3 


2 2 


1 1 


 


 
Ejemplo: Demostrar que los puntos: A(-1,-4), B(0,-1) y C(2,5) están situados sobre una misma 


línea recta. 
 


SOLUCIÓN 
 


Obteniendo el área del triángulo 
formado por los puntos A, B y C, 
por medio del determinante, se 
obtiene: 
 


0=++++ 8-10520 = 


2 1 


0 1 


1- 1 


5 2 1 


1- 0 1 


 4- 1- 1 


 
La Figura 8, muestra la solución 


gráfica: 
 
 
5 División de un segmento de recta en partes proporcionales. 
 


Vamos a determinar las coordenadas de un punto que divida a un segmento de recta 
BA  de extremos conocidos, en partes tales 


que guarden entre sí la relación 
n
m  (Ver 


Figura 9) 
 


De acuerdo a la Figura 9, 
consideramos el segmento AB , en donde A 
como B son puntos cualesquiera y se 
designan con las coordenadas: 
 


)yx(B  )yx(A 2211   ,  ,   y  
 
El punto que divide el segmento es 


P(x, y) y la proporción es 
n
m


, debe 


aclararse que lo que se busca son las coordenadas del punto P. 
 


Los segmentos  P A ′′  y B P ′′  guardan la misma relación que los segmentos PA  y B P , es 
decir: 


 


n
m = 


B P
P A


′′
′′


.......................................................................................................................(1) 
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Por otra parte: 


 
B P - B O = P O ′′′′ ...........................................................................................................(2) 


 
Pero: 


 


12
 x= A O x= B O  , x = P O   , ′′′  


 
Y: 


 


1
  x- x  = A O - P O = P A ′′′′  


 
Despejando B P ′′  de la ecuación (1) y sustituyendo datos, se tiene: 
 


m
x(xn


m
)OA'OP'(n


m
P'A'nB'P'


)
1


−
=


−
==       (3) 


 
Sustituimos en la ecuación (2): 
 


m
)x - x ( n


x =x 
  - 1 


2  


 
Multiplicando ambos miembros por m y simplificando: 


 


xm +x n = ) n  +  m (x 
xm +x n = x n + x m
x n + x n x m = x m


2 1 


2 1 


1 2 


  
  


- 
 


 
Despejando a x: 


 
n +  m


x m +x n= x 2 1   ........................................................(III) 


 
Siguiendo el mismo procedimiento para y, se obtiene: 


 


 
n  +  m
ym +yn


 = y 2 1    
....................................................... (IV) 


 
Estas fórmulas nos permiten determinar un punto que divida a un segmento de recta en 


partes proporcionales. 
 
 
5.1 EJERCICIOS 
 
1. Los extremos de un segmento de recta son: A(-3,-4) y B(4,2). Determinar sobre dicho 


segmento un punto que diste de A el doble que de B. 
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SOLUCIÓN 
 
Del enunciado del problema, se determina 


que la relación es: 
1
2


 = 
n
m


; es decir: m = 2 y 


n=1. 
 
Sustituyendo valores en las relaciones (III) y 
(IV) previas, se obtiene: 
 


0
3
0


3
44


12
(2)24)(1y


3
5


3
83


12
(4)23)(1x


==
+−


=
+
+−


=


=
+−


=
+
+−


=
 


 
El punto pedido es: 
 








 0,


3
5P  


 
Para comprobar los resultados, se calcula las distancias de P a A y de P a B, aplicando la 
fórmula (I), correspondiente a la distancia entre dos puntos: 
 


3
85


9
85


9
36


9
49


4
3
7


4
3


12
3
5


2)(0
3
5PB


3
85


2
9


4x85
9


144
9


196
16


9
5


3
5


0)4(
3
5AP


22
2


2


2
2


2


==++
−


+−−+−=


===+++−−++=


===


==














































4


9
3403


 


 
De los resultados anteriores, se concluye que: 
 


PB2PA =  
 
La Figura 10 muestra los resultados gráficamente: 


 
2. Dado el segmento de recta cuyos extremos son A(-6,8) y B(4,-2) Determinar el punto que 


lo divide en la relación 
3
2


, debiendo estar dicho punto más cerca de A que de B. 


 
SOLUCIÓN 


 


Del enunciado, se determina que 
3
2


 = 
n
m


. Sustituyendo valores en las expresiones (III) y (IV), 


se obtiene: 
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4 = 
5
20 = 


5
4 - 24 = 


3 + 2
(2)(-2) + (3)(8) = y  


2- = 
5 


10- = 
5


8 + 18- = 
3 + 2
(2)(4) + (3)(-6) = x


 


 
El punto es: 


) 4 , 2- (P  
 


Se deja al alumno comprobar los resultados obtenidos, realizando la gráfica correspondiente. 
 
 
5.2 Punto medio de un segmento de recta. 
 


Las fórmulas para calcular las coordenadas del punto medio de un segmento de recta, se 
obtienen a partir de las expresiones (III) y (IV) vistas anteriormente, considerando que m=n, en 
cuyo caso resulta: 
 


Partiendo de: 
 


n + m
ym +yn


= y
n + m


xm +x n= x 2 1 2 1     ,      


 
Con m=n, tenemos: 
 


2
y+y


 = 
m 2


)y +y( m
 =


m 2
ym +ym


=
m + m


ym +y m
=y 


2
x +x=


m 2
)x+x( m


=
m 2


xm +xm
=


m + m
xm +x m


 =x 


2 1 2 1 2 1 2 1 


2 1 2 1 2 1 2 1 


     
 


   
  


  
 


                


 


 
Resultando: 
 


2
xx


x 21 +
=  ..................................................................... (V) 


2
yy


y 21 +
=  .................................................................... (VI) 


 
Que son las fórmulas para obtener las coordenadas del punto medio de un segmento de 
recta de extremos conocidos. 


 
 
6 EJERCICIOS 
 
1. Encontrar el punto medio del segmento PQ , sabiendo que: P(-8,-6) y Q(4,2). 


 
SOLUCIÓN 


 
Aplicando las fórmulas (V) y (VI), se tiene: 
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2
2
4


2
26y


2
2
4


2
48x


m


m


−=
−


=
+−


=


−=
−


=
+−


=
 


 
Por tanto, el punto medio es: 


 
 )22,(M −−  
 
Se deja al alumno comprobar los resultados obtenidos, realizando la gráfica correspondiente. 


 
2. Los vértices de un triángulo son: A(-4,2), B(2,8) y C(6,-6). Calcular la longitud de la 


mediana correspondiente al lado C B  y además demostrar que el segmento de recta que 
se obtiene al unir los puntos medios de dos de sus lados mide la mitad del tercero. 


 
SOLUCIÓN 


 
Las coordenadas del punto medio del 
segmento C B  son, según las 
ecuaciones (V) y (VI): 
 


1 y


4x


 M 


M 


= 
2


6 - 8
 =


2
y+y


 =


 = 
2


6 + 2
 =


2
x+x=


 
  


     


C B 


C B 


 


 
Por tanto, el punto medio de C B  es: 
 


) 1 , 4 (M  
 


Aplicando la fórmula (I) para calcular la 
distancia entre los puntos A y M, se 
tiene: 
 


8.06 =  65  =  1 + 64  =)1 - 2 ( +) 4 - 4 - (= MA      2  2   
 
Que es la longitud de la mediana del lado BC . 


 
Las coordenadas del punto medio del segmento AB  son: 
 


5 y


1-x


 M 


M 


 =  
2


8 + 2
 =


2
y+y


 =


= 
2


2 + 4-
 =


2
x+x =


 
  


     


B  A


B  A


′


′


 


Por tanto, el punto medio de BA  es: 
 


 ) 5 , 1- ( M′  
 







1. NOCIONES BÁSICAS DE LA GEOMETRÍA ANALÍTICA 


AUTOR: PROFESOR JESÚS INFANTE MURILLO 
EDICIÓN PARA INTERNET: PROFESOR PABLO FUENTES RAMOS 1-19 


La distancia del segmento M M′  es: 
 


 41 M M  =  16 + 25  =)1 - 5 ( +)4 - 1- (=       2  2  ′  
 
La distancia del lado CA  es: 
 


 41   2 CA =  41 x 4  =  64 + 100  =)6 + 2 ( +)6 - 4- ( =       2  2   
 
De los resultados anteriores, se puede ver claramente que: 
 


 CA   
2
1 = M M′  


 
Los resultados algebraicos están representados gráficamente en la Figura 11. 


 
3. Tres vértices consecutivos de un paralelogramo son: A(-6,2), B(-2,8) y C(4,-2). Determinar 


el cuarto vértice: 
 


SOLUCIÓN 
 


Partimos del principio que establece que las dos diagonales de todo paralelogramo se 
cortan en un punto medio. Por lo que, sustituyendo datos en las expresiones (V) y (VI) se 
tiene: 
 


0 y


1-x


M 


M 


 =  
2


2 - 2
 =


2
y+y


 = 
2


4 + 6-
 = 


2
x +x


 
  


 =   


  = 


C  A


C  A


 


 
Por tanto, las coordenadas del punto medio son: 


 
)0,1(M −  


 
Pero también: 
 


2
xx


x DB
M


+
=  


 
Sustituyendo los valores de xM y xB, se obtiene: 
 


2
x2


1 D+−
=−  


 
Despejando a xD: 
 


0x D  = 2 + 2 - =  
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Además: 
 


2
yy


y DB
M


+=  


 
Sustituyendo los valores de yM y yB, se 
obtiene: 
 


2
y+ 8


0 D  
=  


 
Despejando a yD: 
 


8 -y D == 8 - 0  
 
Por lo que el cuarto vértice es: 
 


)8,0(D −  
 
Como se comprueba en la Figura 12. 


 
4. Los vértices de un cuadrilátero irregular son: A(-8,8), B(2,2), C(0,-2) y D(-4,-4). Demostrar 


que la figura resultante (Figura 13) al unir los puntos medios de sus lados consecutivos 
es un paralelogramo. 


 
SOLUCIÓN 


 
Aplicando las fórmulas (V) y (VI), las 
coordenadas del punto medio del 
segmento AB  son: 
 


5x


3x


2


1


M


M


=
+


=
+


−=
+−


=
+


=


=


2
28


2
yy


2
28


2
xx


BA


BA


 


 
El punto medio de AB  es: 
 


) 5 , 3 - (M 1  
 
Las coordenadas del punto medio del 
segmento BC  son: 
 


0y


1x


 


 


M 


M 


2 


2 


 = 
2


2 - 2
 


2
y+y


=


 = 
2


0 + 2
 =


2
x+x =


= 
  


 


   


C B 


C B 
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El punto medio de BC  es: 
 


) 0 , 1 (M 2  
 


Las coordenadas del punto medio del segmento CD  son: 
 


3y


2x


3


3


M


M


−=
−−


=
+


−=
−


=
+


=


=


2
42


2
yy


2
40


2
xx


DC


DC


 


 
El punto medio de CD  es: 
 
 )3,2(M3 −−  
 
Las coordenadas del punto medio del segmento AD  son: 
 


2 y


6 -x


M 


M 


4 


4 


 = 
2


4 - 8
 =


2
y +y


 = 
2


4 - 8 -
 =


2
x +x


    
 


 = 


   = 


D  A


D  A


 


 
El punto medio de AD  es: 
 
 )2,6(M4 −  
 
Aplicando la fórmula (I) de la distancia entre dos puntos: 
 


18MM


18MM


41MM


41MM


23


14


34


21


=+=−−+−−


=+=−++−


=+=+++−


=+=−+−−


=


=


=


=


99)03()12(


99)52(3)6(


2516)32()26(


2516)05()13(


22


22


22


22


 


 
De los resultados anteriores, se observa que: 
 


23143421 MMMMMMMM == y  
 


Como resultaron iguales los lados opuestos, la Figura 13 es un paralelogramo. 
 
5. La base de un triángulo isósceles tiene por extremos los puntos A(2,-1) y B(-1,2); los 


lados iguales miden cada uno 17 . Encontrar el vértice opuesto a la base. 
 


SOLUCIÓN 
 


Considerando que el vértice opuesto es C(x, y): 
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Por medio de la fórmula (I) de la distancia entre dos puntos, para el segmento B C , se 
tiene: 
 


 17  B C  =) 2 - y ( +) 1 + x ( =     2 2  
 
Elevando al cuadrado ambos miembros y desarrollando: 
 


17 = 4 + y 4 -y + 1 + x 2 +x   2 2  
 
Reduciendo términos semejantes: 
 


12y4x2yx 22 =−++ ..................................................................................................(1) 
 
Para el segmento  AC , se tiene: 
 


17AC =++−= 22 )1y()2x(  
 
Elevando al cuadrado ambos miembros y desarrollando: 
 


171y2y4x4x 22 =++++−  
 
Reduciendo términos semejantes: 
 


12 =  y2 + x 4 -y+x    2 2 ...................................................................................................(2) 
 
Restando miembro a miembro la ecuación (2) de la ecuación (1): 
 


0 = y 6 - x 6  
 
Dividiendo entre 6: 
 


0yx =−  
 
Por tanto: 
 


yx = ..............................................................................................................................(3) 
 
Sustituyendo (3) en (1) y simplificando: 
 


06xx


012x2x2


12x4x2xx


2


2


22


=−−


=−−


=−++


 


 
Resolviendo: 
 


3 =x2 - =x         2  1  y  
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Según la ecuación (3): 
 


3 =y2 - =y        2 1 y  
 
Se puede ver que el problema tiene dos soluciones: 
 


)3,3(C)2,2(C 21 y−−  
 
Lo que se comprueba según la Figura 14. 
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GIRO DE LOS EJES 
 
 
CONTENIDO 
 
1. Ecuaciones de giro 


 
2. Ejercicios 
 
 
 


Ya tratamos el procedimiento, mediante el cual, con una translación paralela de ejes, 
simplificamos las ecuaciones en particular de las curvas cónicas. 
 


Ahora simplificaremos, presentando un proceso llamado giro de los ejes de coordenadas, 
mediante el cual transformaremos la ecuación de la forma 0 = F +  yE + x D +yC +  yxB +xA     2 2  en 
otra que carece del término Bxy, que siempre está cuando los ejes focales de la parábola, elipse 
hipérbola están inclinados respecto a los ejes de coordenadas. 
 


Cuando en un sistema de coordenadas rectangulares xy consideramos un nuevo par de 
ejes x'y' con el mismo origen, y referimos un punto del primer sistema coordenado al segundo, 
efectuamos un giro de ejes. 
 


También en el giro de ejes existe 
una relación entre las coordenadas de un 
punto (x, y) y las coordenadas del mismo 
punto (x', y') referido al nuevo sistema de 
ejes coordenados; con el objeto de 
obtener dicha relación, llamaremos ΦΦΦΦ a la 
magnitud del ángulo medido en sentido 
positivo desde la parte positiva del eje x, 
hasta la parte positiva del nuevo eje x', 
como se muestra en la figura adjunta. 
 


Según la figura, considerando el 
punto P(x, y), 0x y 0y son los ejes 
originales, en tanto 0x' y 0y' son los 
nuevos ejes, después de haber girado un 
ángulo ΦΦΦΦ alrededor del origen. 
 


 y= PA   ; x  =  A0  
 


Que son las coordenadas primitivas de P(x, y). 
 


Y que y = P B  ;  x = B 0 ′′ , que son las nuevas coordenadas del mismo punto P. 
 
 
1. Ecuaciones de giro. 
 


De la figura anterior se observa que: CA  - C 0 =  A0 ; pero como D B = CA , queda que: 
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D B - C 0 =  A0 .............................................................................................................(1) 
 


De la misma manera; se observa que: P D + DA  = PA ; pero como C B = DA , queda que: 
 


P D + C B = PA ..............................................................................................................(2) 
 


Ahora en el triángulo rectángulo 0BC de la figura se tiene por definición trigonométrica que: 
 


Φ cos B 0 = C 0  :  a depejando tanto Por .
B 0
C 0


 =  cos Φ .............................................(3) 


 


Φ sen B 0 = C B  :  a despejando tanto Por .
B 0
C B


 Φ sen = ........................................(3’) 


 
Por otra parte en el triángulo rectángulo BDP, de la misma figura se tiene también que: 
 


Φ sen P B = D B  :  a despejando tanto Por .
P B
D B


 = Φ sen ..........................................(4) 


 


Φ cos   P B =   P D  :  a despejando tanto Por .
P B
P D


 = Φ cos ......................................(4’) 


 
Sustituyendo (3) y (4) en (1) y (2), respectivamente tenemos: 


 


Φ cos P B + Φ sen B 0 = PA 


Φ sen P B - Φ cos B 0 =  A0
 


 
Pero según la figura: 


 


y = P B  ; y  = PA 


x = B 0  ; x  =  A0
′


′
 


 
Por lo que al sustituir en las expresiones anteriores quedan como: 


 
Φ sen y - Φ cos x = x ′′ ................................................................................................(I) 
Φ cos y + Φ sen x = y ′′ ...............................................................................................(II) 


 
Que son las ecuaciones de giro de los ejes, aplicables para cualquier posición del punto P 


y cualquier valor de ΦΦΦΦ. 
 


Veremos la aplicación de estas dos formulas que se usan para simplificar ecuaciones 
mediante un giro de ejes, o para encontrar las coordenadas de un punto, pasando de un sistema 
de coordenadas a otro en que los ejes hayan sido girados en determinado ángulo. 
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2. Ejercicios 
 
1. Haciendo girar los ejes un ángulo de 45°°°°, probar que la ecuación 1 =y +   yx +x   2 2 , 


representa una elipse. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Las ecuaciones de giro, (I) y (II) son, sabiendo que 
2 


1
 = 45 cos  ;  


2 
1


 = 45 sen °° : 


 
Sustituyendo quedan: 


 


 2 
y + x


 = 
 2 


y
 + 


 2 
x


 = 45 cos y + 45 sen x =y 


 2 
y - x


 = 
 2 


y
 - 


 2 
x


 = 45 sen y - 45 cos x =x 


′′′′
°′°′


′′′′
°′°′


 


 
Las sustituimos en la ecuación dada: 
 
( ) ( ) ( ) ( ) 1 =


2
 y + x  +


2
 y + x    y - x 


 +
2


   
2 2  y - x ′′′′′′′′


 


 
Desarrollando y quitando denominadores: 


 
2 = y + y x 2 +x +yx +y + y x 2 -x


2 2 2 2 2 2    -   ′′′′′′′′′′  
 


Simplificando términos semejantes: 
 


2 =y +x 3   2  2  ′′  
 


La ecuación representa a una elipse. 
 
2. La ecuación de una cónica es: 0 =  y40 - x 20 +y+  yx 4 +x 4    2 2 . Aplicar una rotación 


apropiada de los ejes para que en esta ecuación desaparezca el término rectangular Bxy. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Aplicamos las ecuaciones de giro: 
 


φ cos y + φ sen x =y 
φ sen y - φ cos x =x 


′′


′′
 


 
Que las sustituimos en la ecuación dada: 


 


0 = ) φ cos y + φ sen x ( 40 - ) φ sen y - φ cos x ( 20 +) φ cos y + φ sen x (  


+ ) φ cos y + φ sen x ( ) φ sen y - φ cos x ( 4 +) φ sen y - φ cos x ( 4


 + 
 


2 


2 


′′′′′′


′′′′′′
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Desarrollando: 
 


0 = φ cos y 40 - φ sen x 40 - φ sen y 20 - φ cos x 20 + φcosy + φ cos φ sen y x 2 + φsenx+


 + φsen y4x  - φ cos φ seny4 - φcos y x 4 + φ cos φ senx4 + φseny 4 + φ cos φ sen y x 8 - φcosx 4


    
           


2 2 2 2 


22 2 2 2 2 2 2 


′′′′′′′′


′′′′′′′′′′
 


 
Factorizando: 


 


0 = y ) φ cos 40 + φ sen 20 ( - x ) φ sen 40 - φ cos 20 ( +y) φcos + φ cos φ sen 4 - φsen 4 ( +


 + y x ) φ cos φ sen 6 - φsen4 - φcos4 ( +x) φsen + φ cos φ sen 4 + φcos (4


    
       


2 2 2 


2 2 2 2 2 


′′′


′′′
   (1) 


 
Para que de esta ecuación desaparezca el término rectangular, debe ser nulo el 
coeficiente respectivo. O sea que: 


 
Igualando a cero tenemos: 


 
0 = φ cos  φ sen 6 - φ sen4 - φcos 4 2 2    


 
Factorizando: 


 
0 = ) φ cos  φ sen 2 ( 3 - ) φ sen - φcos ( 4 2 2  ...............................................................(2) 


 
Pero se sabe por conocimientos de trigonometría que: 


 
φ 2 cos = φsen- φcos    2 2  


 
Y que: 


 
φ 2 sen = φ cos  φ sen 2  


 
Sustituyendo en (2) estas expresiones: 


 


φ 2 sen 3 = φ 2 cos 4
0 = φ 2 sen 3 - φ 2 cos 4


 


 
Rearreglando la ecuación tenemos: 


 


φ 2 tan = 
3
4


 = 
φ 2  cos
φ 2  sen


 


 
Pero se sabe que: 


 


φtan - 1
φ  tan  2


= φ 2 tan
 


 2  


 
O sea sustituyendo el valor de tan 2ϕϕϕϕ: 


 


3
4


 =
φtan - 1
φ tan  2  
 2  
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Simplificando: 
 


3
2


 =
φtan - 1


φ tan  
 2  


 
Rearreglando la ecuación y efectuando las operaciones: 


 


0 = 2 - φ tan 3 + φtan2


φtan2 - 2 = φ tan 3


  
  


2 


2 


 


 
Resolviendo la ecuación de segundo grado anterior para tan ϕϕϕϕ, se obtiene: 


 


2
1


 = 
4


5 + 3 -
 = φ  tan


4
5  3 -


 = 
4


 16 + 9   3 -
 = φ  tan ±±


 


 
Sabemos que por definición 


 
2


1
 = 


adyacente cateto


opuesto cateto
 =tanϕ  


 
Con esto se obtiene según el triangulo 
rectángulo adjunto: 


 
Y por el teorema de Pitágoras, la 
hipotenusa es 5 . Por lo que: 


 


 5 
2


 = φ cos  ;  
 5 


1
 = φ sen  


 
La ecuación reducida se obtiene 
sustituyendo estos valores en la 
ecuación (1): 


 


( ) ( ) 0 = y    5  16 +  5  4  - x    5  8 -  5  8  +y
5
4 + 


5
8 - 


5
4 +x


5
1 + 


5
8 + 


5
16        2 2 ′′′′ 















  


 
Simplificando: 


 
0 = y   5   20 - x  5 2  ′′  


 
Despejando: 


 
  y  5  4 =x 2  ′′  


 
La ecuación representa a una parábola. 


 
3. Hallar el ángulo de rotación de ejes necesario para eliminar el término Bxy de la 
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ecuación: 16 =y13 + xy  3 6 -x7    22  
SOLUCIÓN 


 
Sustituyendo en la ecuación dada las ecuaciones de giro: 


 
 φ sen  y- φ cos  x=x ′′  
 φ cos  y+ φ sen  x=y ′′  


 
Obtenemos: 


 


16φ)cosy'φsen13(x'+


φ) cos  y+ φ sen (x φ) sen  y- φ cos (x  3 6 -)φ sen  y- φ cos (x 7
2


2


 
 


=+


′′′′′′
 


 
Desarrollando: 


 
     - φ)seny'7 + φ cos φ sen y14x - φcosx'(7 2222 ′′  


φ) cos φ sen y'- φ sen y x- φcos y x+  φ cos φ senx' 3 6 222 2  - ′′′′  
16 = φcosy13 + φ cos φ sen  y x26 + φsen x13 +      2222 ′′′′  


 
Simplificando y factorizando. 


 
+x) φsen13 + φ cos φ sen  3 6 cos (7     -  222 ′ϕ  


( )[ ]  + yxφsen - φcos  3 6 - φ cos φ sen 12      22 ′′′  
16 = yφ)cos 13 + φ cos φ sen  3 6 + φsen (7 222    ′ ......................................................(1) 


 
Igualando a cero el coeficiente de x´y´ para eliminarlo. 


 
0 = φ)sen - φcos(  3 6 - ) φ cos φ sen (2 6    22  


 
Pero se sabe que: 


 
 φ 2 sen = φ cos φ sen 2  


 
Y que: 


 
 φ 2 cos = φsen - φcos    22  


 
Sustituyendo queda: 


 
0 = φ 2 cos  3 6 - φ 2 sen 6  


φ 2 cos  3 6 = φ 2 sen 6  


 3 = 
6


 3 6
 = 


φ 2 cos
φ 2 sen


  


 
Es decir que:  3 = 2φ tan  
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Y apoyándonos en el triangulo anterior: 
 


 3 = 
1


 3
 =60tan   0  


 


Luego:        60 = φ 2 0 30 =
2


60= φ 0
0
  ∴  


 
Por tanto: 


 


2
1


 =30 sen  0  


2
 3


 =30 cos  0  


 
Sustituyendo estos valores, la ecuación (1) se reduce: 


 


 16 =y'
2
3


  13 + 
2
3


  
2
1


 3 6 +
2
1


 7+x
2
1


 13 + 
2


 3
 


2
1


  3 6 -
2


 3
7           2


22
2


22

















































′
















































 


 
Haciendo operaciones: 


 


 16 = y 
4


39 + 
4
18  


4
7  +x


4
13 + 


4
18 - 


4
21     22 ′










′





 +  


 


16 =y
4


64
 +x


4
16      22 ′′  


16 = y16 +x4    22 ′′  
4 =4y +x   22 ′′  


 
La ecuación representa a una elipse 
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LA HIPÉRBOLA 
 
 
CONTENIDO 
 
1. Ecuación de la hipérbola horizontal con centro en el origen 
 


1.1 Análisis de la ecuación 
 
2. Asíntotas de la hipérbola 
 


Ejemplo 1 
 


3. Ecuación de la hipérbola vertical con centro en el origen 
 


Ejemplo 2 
 


4. Hipérbolas conjugadas equiláteras o rectangulares con centro en el origen 
 


Ejemplo 3 
 


5. Ecuación de la hipérbola horizontal con centro fuera del origen 
6. Ecuación de la hipérbola vertical con centro fuera del origen 
7. Forma general de la ecuación de la hipérbola horizontal y vertical con centro 


fuera del origen 
8. Ecuaciones de la hipérbola equilátera referida a sus propias asíntotas 
9. Posición general de la hipérbola y su ecuación 
10. Ejercicios 
 
 


Una hipérbola es la curva que se obtiene 
intersectando un cono y un plano; si el plano está 
inclinado, corta ambas secciones del cono y no pasa 
por el vértice del mismo. Ver la Figura 1. 
 
Definición. Esta curva está definida como el lugar 


geométrico de todos los puntos 
contenidos en un plano, que tienen la 
propiedad común relativa de que la 
diferencia de sus distancias a dos 
puntos fijos llamados focos es una 
constante, que representaremos por 
2a. 


 
De la Figura 2, se puede ver que los puntos M, 


F1 y F2 son los vértices de un triángulo y como en 
todo triángulo la diferencia entre dos de sus lados es 
menor que el tercero, entonces: 
 


FFFMF M 2 1 2 1   <   -  
 Figura 1 
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Y dada la definición se puede 
escribir que: 


 
a 2 =F MF M   - 2 1  


 
Y que la distancia focal es: 


c 2 =FF   2 1 . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Ecuación de la hipérbola horizontal con centro en el origen. 
 


Para este tipo de curva las coordenadas de los focos son: F1(-c,0) y F2(c,0). 
 


La condición de movimiento del punto M(x, y) según definición es: 
 


a 2 = Constante =FMFM    -  2 1 ....................................................................................(1) 
 


Pero de acuerdo a la expresión para la distancia entre dos puntos tenemos: 
 


   =     y        )0 +(y  +)c -(x FM)0 +(y  +)c +(x =FM 2 2 
2 


2 2 
1  


 
Sustituyendo en (1), tenemos: 
 


a 2 =)0 + y ( +)c  - x ()0 + y ( +)c  + x (       -     2 2 2 2  
 


Despejando al primer radical: 
 


            y+)c - x (+ a 2 =y+)c + x ( 2 2 2 2  
 


Elevando al cuadrado ambos miembros y desarrollando: 
 


( ) ( )
y+c +c x  2 -x+y+ )c  - x (  a 4 +a4 =y+c +c x  2 +x


y+)c  - x (+ a 2 =y+)c + x (
2 2 2 2 2 2 2 2 2 


2 2 2 2 2 2 


             


             
 


 
Reduciendo términos semejantes: 
 


     y+ )c - x ( a 4 =a 4 -c x  4 2 2 2  
 


Dividiendo entre 4, elevando al cuadrado y reduciendo términos semejantes: 
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( ) ( )        y+)c  -(x a=a -c x 2 2 2 2 2  


ya+ca+c x a2 -xa =a +c x a 2 -xc
2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2               


aca=yaxaxc 4 2 2 2 2 2 2 2 2  -      -   -   
 


Factorizando: 
 


)  -       -    - ac(a=yax)ac ( 2 2 2 2 2 2 2 2 ...........................................................................(2) 
Para transformar más esta ecuación, tomaremos en cuenta, refiriéndonos al triángulo F1MF2 


de nuestra Figura 2, que cada lado es mayor que la diferencia de los otros dos; esto nos permite 
escribir que: 


 
FMFMFF 2 1 2 1   -     >  


 
Pero como c 2 =FF   2 1  y tomando en consideración la ecuación (1), se tiene: 


 
a 2 >c  2  


 
Dividiendo entre dos y elevando al cuadrado. 


 


    
     
a>c


a >c 
2 2 


 


 
 Por tanto: 
 
 0ac 22 >−  


 
Como la última desigualdad expresa que la diferencia c2 – a2 es constante y positiva, 


podemos expresarla de la siguiente manera por otra constante b2: 
 


b=ac 2 2 2    -  
 


Sustituyendo en la ecuación (2) queda: 
 


ba=yaxb 2 2 2 2 2 2      -  ..................................................................................................(3) 
 


Que es la ecuación definitiva de la hipérbola, la que también, al dividir entre a2b2, puede 
expresarse en la siguiente forma: 
 


ba
ba=


ba
ya


ba
xb


2 2 


2 2 


2 2 


2 2 


2 2 


2 2 


  
    


  
   - 


  
  


 


 
Simplificando: 
 


1 =
b
y


a
x   - 2  


2  


2  


2  
..................................................................................................................(I) 


 
Ecuación llamada SIMÉTRICA. 
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1.1. Análisis de la ecuación. 
 


Previamente, necesitamos despejar a las dos variables, x y y, de la ecuación (3). 
 


Para x tenemos: 
 


)y+b( 
b
a=x


)y+b(a=ya+ba=xb


2 2 
2 


2 
2 


2 2 2 2 2 2 2 2 2 


     


             
 


 
Extrayendo raíz cuadrada: 


 


      y+bb
a = x 2 2 ± ......................................................................................................(αααα) 


 
Para y se tiene: 


 


) - (   


 -    -   


ax
a
b =y


)ax(b =baxb=ya


2 2 
2 


2 
2 


2 2 2 2 2 2 2 2 2 


 


 
Extrayendo raíz cuadrada: 


 


  -    axa
b = y 2 2 ± ......................................................................................................(ββββ) 


 
Ahora haremos las siguientes consideraciones: 


 
Primera La simple observación 


de las ecuaciones (α) y 
(β), nos permite asegurar 
que la curva es 
simétrica con relación a 
los ejes del sistema y al 
origen. 


 
Segunda Cuando y=0, en (α) 


resulta ax ±= . De 
acuerdo con esto vemos 
que la hipérbola corta al 
eje de las abscisas en 
los puntos A1(-a,0) y 
A2(a,0). 


 
Cuando x=0, en (β) 
resulta biy ±= . Este 
resultado nos permite asegurar que la curva no corta al eje de las ordenadas. 


 
Tercera La misma ecuación (β) nos hace comprender que la curva no existe entre x=-a y 


x=a, sino que solamente se extiende desde x=-a hacia la izquierda y desde x=a 
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hacia la derecha, o sea que tiene dos ramas separadas, ambas controladas por la 
misma ecuación. Se trata pues de una curva discontinua. 


 
Cuarta  La curva es abierta porque a medida que x aumenta independientemente, también y 


hace lo propio. 
 


En conclusión, la hipérbola tiene la forma aproximada que se muestra en la Figura 3. 
 


Esta es una hipérbola horizontal con centro en el origen, cuyos elementos principales 
son: 
 


AyA 2 1       ,  sus vértices. 


21 FyF , sus focos. 
E D      yD C , sus lados. 
SR       yQ P , sus asíntotas. 
a 2 =AA   2 1 ,  su eje transverso o focal. 


b 2 =BB   2 1 ,  su eje conjugado o no focal. 
c 2 =FF   2 1 , su distancia focal 


 
El lado recto (L.R.) es el segmento de recta Q Q ′ , cuyos extremos son puntos de la curva, 


perpendicular al eje focal y que pasa por uno de los focos, cuya ecuación es. 
 


a
b2 = L.R.


2  
 


 


La excentricidad se define también como 
a
c


 = e . 


 
Pero como en la hipérbola a > c , entonces 1 > e . 


 
De los ejes mencionados, pueden ser indistintamente uno mayor que otro o hasta iguales, 


sin que la hipérbola deje de ser horizontal. De las magnitudes de ellos, solamente depende la 
mayor o menor abertura de las ramas de la curva. 
 
Quinta  Demostraremos ahora que las ramas de la hipérbola se acercan indefinidamente a 


las asíntotas, sin que jamás lleguen a tocarlas. 
 


Para esto, basta hacer ver que, para todo punto de la hipérbola, el producto de sus 
distancias a las asíntotas es constante, lo que representaremos con la letra q. 


 
Entonces, de acuerdo con la Figura 3 tenemos: 
 


q = Constante = TM   MN ...........................................................................................(4) 
 
Aplicando la expresión para la  distancia entre una recta y un punto dado, tendremos (el 
signo - negativo, para la primera expresión es porque el punto está abajo de la recta): 
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 = 


     
    


   
  


    
  


   +  
   


   
  


b + a


 ya + x b


a
b+a


a
 xb + y a


=


a
b+ 1


a
 xb


 +y 
= TM


b+a


 ya - x b
=


a
ba


a
 ya - x b


=


a
b+ 1


a
 xb


 -y 
- = MN


2 2 2 2 


2 


2 


2 2 2 2 


2 


2 


























 


 
Sustituyendo en (4): 
 


b+a
yaxb =


ba


 ya + x b


ba


 ya - x b= M T   N M 2 2 


2 2 2 2 


2 2 2 2   
  -    


  +  
   


  +  
  















 


 
De acuerdo con la ecuación de la hipérbola, expresión (3): 
 
Tenemos que: 
 


q = constante =
b+a


ba = M T  NM  
  


 
2 2 


2 2 
 


 
Quedando demostrado que las ramas de la hipérbola nunca tocan a las asíntotas. 


 
 
2. Asíntotas de la hipérbola 
 


Para encontrar sus ecuaciones , partimos de la ecuación ya conocida, es decir: 
 


1 =
b
y


a
x   - 2


2


2


2


 


 
Despejando a y, tenemos: 


 


  
 


  -  
1 =


ba
yaxb


22


2222


 


 
Multiplicando por 22ba : 


 
222222 bayaxb =− , que es la ecuación (3) ya vista 
222222 yabaxb =−  


( )      -  
y=


a
axb 2


2


222
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Extrayendo raíz cuadrada en ambos miembros: 
 


( )     -   
a


axb =y 2


222


±  


  - ax 
a
b


  =y 22±  


       
x
a- 1x


a
b


  =y 2


2
2










±  


     
x
a- 1 x


a
b


  =y 
2


2


±  


 
Consideramos que la rama derecha de la hipérbola se prolonga indefinidamente, cuando x 


crece indefinidamente también, se tiene que el cociente 
x
a


2


2
 tiende a cero, por lo que, el subradical 


tiende a tomar el valor de la unidad. De esta manera la expresión anterior toma la forma. 
 


 x 
a
b  = y ± ....................................................................................................................(II) 


 
Que es la ecuación de las asíntotas de la hipérbola. Estas ecuaciones pueden presentarse 


en la siguiente forma: 
 


 x 
a
b


 =y  


aybx0
bxay


−=


=
 


 
Dividiendo entre ab se tiene: 


 


 
ab
ay


 - 
ab
bx


 = 
ab
0


 


 0 = 
b
y - 


a
x .....................................................................................................................(1) 


 
De la misma manera la otra ecuación: 
 


 x 
a
b


 - =y  


0bxay
bxay


=+


−=
 


 
Dividiendo entre ab tenemos: 
 


 
ab
0


 = 
ab
bx


 + 
ab
ay


 







GEOMETRÍA ANALÍTICA 


7. LA HIPÉRBOLA 
AUTOR: PROFESOR JESÚS INFANTE MURILLO 
EDICIÓN PARA INTERNET: PROFESOR PABLO FUENTES RAMOS 


7-8 


 0 = 
b
y + 


a
x ....................................................................................................................(2) 


 
De acuerdo con esto, y la ecuación simétrica (I) de la hipérbola: 


 


 1 =
b
y


a
x   - 2


2


2


2
 


 
Observamos que su primer miembro es la diferencia de dos cuadrados y que se puede 


expresar, como el producto de binomios conjugados y si igualamos a cero, tendremos así las 
ecuaciones de las asíntotas, en este caso la hipérbola horizontal, es decir. 
 


 0 = 
b
y - 


a
x   


b
y + 


a
x
















  


 
Este procedimiento, será aplicable para las demás posiciones de la hipérbola. 
 


Ejemplo 1. Determinar a, b, c, L.R., e y hacer la gráfica de la hipérbola, cuya ecuación es: 


1 =
100
y


64
x   - 


2 2 
. 


 
 SOLUCIÓN 
 


La ecuación dada corresponde a la 


forma: 1 =
b


y


a
x   - 2 


2 


2 


2 


, por lo que: 


a2 = 64. Por tanto: a =  8 
 


b2 = 100. Por tanto: b = 10 
 


Como en la hipérbola c2 = a2 + b2, 
tenemos que: 


 
c2 = 64 + 100 = 164. 


 
Por lo tanto: 


 12.8 = (6.40) 2 =  41  2 =  164  = c  
 


De esto, se obtiene: 
 
Los focos:    ) 0 ,  41   2 (F    y) 0 ,  41   2 - (F     2 1  
Los vértices:    ) 0 , 8 (A      y0 , 8 - (A  )  2 1  


El ancho focal:   25 = 
8


) 100 ( 2
 = L.R.  


La excentricidad:   
4


 41 
 = 


8
 41  2


 = e  


Las ecuaciones de las asíntotas: x 
a
b


  - = y   ;   x 
a
b


 = y  







GEOMETRÍA ANALÍTICA 


7. LA HIPÉRBOLA 
AUTOR: PROFESOR JESÚS INFANTE MURILLO 
EDICIÓN PARA INTERNET: PROFESOR PABLO FUENTES RAMOS 


7-9 


En las cuales, sustituyendo los valores de a y b, tenemos: 
 


x  
4
5  = y ±  


 
Con estos datos se procede a hacer la gráfica, mostrada en la Figura 4. 


 
 
3. Ecuación de la hipérbola vertical con centro en el origen. 
 
 
Cuando una hipérbola es de este tipo, 
sus focos son F1(0.-c) y F2(0,c) y están 
sobre el eje de las y, como se puede ver 
en la Figura 5. 
 


Obtendremos su ecuación 
procediendo igualmente que otros casos 
ya vistos, es decir, representamos 
mediante una ecuación la condición de 
movimiento que deben satisfacer  todos 
los puntos de la curva según su 
definición. 
 


Sea M(x, y) un punto cualquiera 
su condición de movimiento es: 
 


a 2 = FMF M 2 1   - .........................................................................................................(1) 
 


Pero: 
 


)c  - y ( +x=FM ; )c  + y ( +x=FM 2 2 
2 


2 2 
1                


 
Sustituyendo en la ecuación (1) se tiene: 


 
a 2 =)c  - y ( +x)c  + y ( + x      -   2 2 2 2  


 
Despejando el primer radical: 


 
        )c - y ( +x + a 2 = )c + y ( +x 2 2 2 2  


 
Elevando al cuadrado, simplificando términos semejantes y dividiendo entre 4: 


 
       )c - y ( +xa =a -c y 2 2 2  


 
Elevando al cuadrado de nuevo: 


 
aca =xayayc 4 2 2 2 2 2 2 2 2  -     -   -   
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Factorizando: 
 


)ac( a=xay)ac (   -       -    - 2 2 2 2 2 22 2  
 


Pero según la Figura 3 y aplicando el teorema de Pitágoras se tiene: 
 


222222 acbbac −=∴+=  
 


Sustituyendo, obtenemos la 
ecuación: 
 


ba=xayb 2 2 2 2 2 2      -   
 


Dividiendo entre ba 2 2  , se 
tiene la forma simétrica de la 
ecuación de la hipérbola de este tipo: 


 


1 =
b
x


a
y   - 2 


2 


2 


2 


                     (III) 


 
La curva tiene la forma 


aproximada de la Figura 6. 
 


En este caso el eje focal o 
transverso coincide con el eje y y el eje conjugado con el eje x. Las ecuaciones de las asíntotas 


son: x  
b
a


 = y  y x  
b
a


 - = y . 


 
Las ecuaciones obtenidas son: 


 


1  =
b
y


a
x   - 2


2 


2


2 
..................................................................................................................(I) 


1  =
b
x


a
y   - 2


2 


2


2 


................................................................................................................(III) 


 
Muestran que la curva es simétrica con respecto al eje coordenado y al origen. 


 
En cada hipérbola a, b y c están ligados por la relación 


 
ac =b 22 2  -    


 
Se especifico que para la elipse, el valor absoluto de los denominadores a2 y b2 nos indican 


donde están los focos, si sobre el eje de las x o sobre el eje de las y. En el caso de la hipérbola 
este concepto no es aplicable, ya que en dicha curva se puede tener indistintamente que: 
 


a > b; a < b o a = b 
 


En la hipérbola según sus ecuaciones podemos observar, que la colocación de los 
denominadores a2 y b2 no cambia, los que cambian son las variables cuadráticas x2 o y2. 
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Si el eje focal es paralelo al eje de las x entonces x2 y su divisor están precedidos del signo 


positivo (+). 
 


Si el eje focal es paralelo al eje de las y, entonces y2 y su divisor están precedidos por el 
signo positivo (+). 
 


La característica que distingue a la hipérbola de las curvas, circunferencia, parábola y 
elipse es que el producto (A) (C) < 0, por lo cual la grafica es una hipérbola o un par de rectas que 
se intersectan. 
 
EJEMPLO 2. Determinar la excentricidad, el lado recto y las ecuaciones de las asíntotas de la 


hipérbola cuya ecuación es: 1 - =
4
y


5
x   - 


2 2 
. 


 
 SOLUCIÓN 
 


Multiplicando por (-1) ambos miembros de la ecuación dada: 
 


1 =
5
x


4
y


1 =
4
y+


5
x


  - 


    -


2 2 


2 2 


 


 
Se observa que: 


 


 5  = b


2 = a
  :  tanto Por 5. =b


  :  tanto Por 4. =a
 
 


2 


2 


 


 
Como b+a =c 2 2 2    , sustituyendo valores: 


 
3 = c  :  tanto Por 9. = 5 + 4 =c  2  


 
La excentricidad y el lado recto están dadas por: 


 


5L.R.


2
3e


 = 
2


) 5 ( 2
 =


a
b2


 =  


 = 
a
c


 = 


  2 
 


 
Las ecuaciones de las asíntotas son: 


 


x  
 5 


2 - = x  
b
a - = y   ;   x  


 5 
2 = x  


b
a = y  
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4. Hipérbolas conjugadas equiláteras o rectangulares con centro en el origen. 
 


Estas hipérbolas se producen cuando los lados son iguales, es decir, cuando los dos semi-
ejes tienen la misma magnitud (a=b) y consecuentemente las asíntotas se cortan en ángulo recto. 
Las ecuaciones respectivas son: 
 
Hipérbola horizontal: Su ecuación es 
 


1 = 
b
y


a
x


2 


2 


2 


2 


 -  


 
Si a = b se tiene. 


 


1 =
a
y


a
x   - 2 


2 


2 


2 
 


 
Multiplicando por a2: 


 
a=yx 2 2 2    - .............................................................................................................. (IV) 


 
Hipérbola vertical: Su ecuación es: 
 


1 =
b
x


a
y   - 2 


2 


2 


2 


 


 
Como a = b; tenemos: 


 


1 = 
a
x


a
y


2 


2 


2 


2 


 -  


 
Multiplicando por a2: 


 
a =xy 2 2 2   - ................................................................................................................ (V) 


 
 
5. Ecuación de la hipérbola horizontal con centro fuera del origen. 
 


Sea C(h, k) el centro de una 
hipérbola cuyo eje transverso es paralelo 
al eje x, ver Figura 7. 
 


Tracemos otro sistema de 
coordenadas x'y', cuyo origen coincida con 
C(h, k). La ecuación de la hipérbola con 
respecto a este nuevo sistema de 
coordenadas es: 
 


1 = 
b
y


a
x


2 


2 


2 


2 


 - ′′  
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Refiriéndola al sistema de coordenadas original, tendremos que recurrir a las ecuaciones de 
translación paralela de ejes. Estas expresiones son: 
 


k - y = y
hxx'


′
−=


 


 
Haciendo la sustitución, tenemos: 


 


1 =
b


) k -  y(
a


) h - x   - (
2 


2 


2 


2 


    (VI) 


 
Que es la ecuación de la 


hipérbola horizontal con centro fuera 
del origen. 
 


Las coordenadas de los vértices 
A1 y A2 se obtienen a partir del centro, 
así como los extremos de los ejes, 
después de haber determinado los 
valores a, b y c. Ver la Figura 8. 
 


Las ecuaciones de las asíntotas son: 
 


 ) h - x (  
a
b = ) k -  y(  


) h - x (  
a
b - = ) k -  y(  


 
EJEMPLO 3. Determinar las coordenadas del centro, vértices, focos, ecuaciones de las 


asíntotas, lado recto (L.R) y excentricidad de la hipérbola cuya ecuación es: 


1 =
16


)3 +  y(
9


)5 - x (    -  2 2 


 


 
 SOLUCIÓN 
 


La forma de la ecuación es: 1 =
b


)k - y (
a


)h - x (    -  
2 


2 


2 


2 


. 


 
Por comparación se tiene: 


 
h = 5, k = -3 


 
Por tanto las coordenadas del centro son: C(5,-3). 


 
a2 = 9. Por tanto: a = 3 
b2 = 16. Por tanto: b = 4 
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Entonces según la expresión:  
 


c2 = a2 + b2 = 9 + 16 = 25. Por tanto: c = 5 
 


3
5 e dadExcentrici = 


a
c


 =  =  


3
32L.R.  = 


3
) 16 ( 2


 = 
a
b2


 =
2  


 


 
Las ecuaciones de las asíntotas son: 
 


 
3
11 + x 


3
4 - =  y


3
29 - x 


3
4 = y


∴


∴


 
3
11
 +  x 


3
4


 - = 3 - 
3
20


 +  x 
3
4


 - = y


) 5 - x (  
3
4


 - = 3 +y 


 
3
29


 -  x 
3
4


   =   3 - 
3
20


 -  x 
3
4


 = y


) 5 - x (  
3
4


 = 3 +y 


 


 
 
6. Ecuación de la hipérbola vertical con centro fuera del origen. 
 


En base a la Figura 9, se observa 
que un proceso similar al caso anterior 
establece que la ecuación correspondiente 
es: 


 


1
b
x'


a
y'


2


2


2


2


=−  


 
Pero sabemos que: 


 


k - y = y
h - x = x


′


′
 


 
Sustituyendo en la ecuación 


anterior se tiene: 
 


1 = 
b


)h - x (
a


)k -  y(
2 


2 


2 


2   -  
............................................................................................. (VII) 


 
Que es la ecuación representativa de la hipérbola vertical con centro fuera del origen. 
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7. Forma general de la ecuación de la hipérbola horizontal y vertical con centro 
fuera del origen. 


 
Desarrollando la forma común de las ecuaciones de la hipérbola. 
 


1 =
b


)h - x (
a


)k - y (
y1 =


b
)k - y (


a
)h - x (    -           -  


2 


2


2 


2 


2 


2 


2 


2 


 


 
Procediendo igualmente  que en los casos de la parábola y la elipse cualquiera de estas 


dos últimas ecuaciones puede expresarse en la siguiente forma general de la hipérbola 
suprimiendo los denominadores, desarrollando los binomios, reduciendo términos semejantes y 
ordenando la ecuación. 
 


Es decir que se obtiene la forma general de la ecuación de la hipérbola en la cual su eje 
es paralelo a cualesquiera de los ejes coordenados: 


 
0 = F +  yE + x D +yC +xA    2 2 ............................................................................... (VIII) 


 
Que en el caso respectivo, se reconocerá como representativa de la hipérbola, porque los 


coeficientes de x2 y y2 deben tener signos contrarios. Si la hipérbola es horizontal el coeficiente 
de x2 es positivo y si la hipérbola es vertical el coeficiente de y2 es el positivo.  
 
 
8. Ecuaciones de la hipérbola equilátera referida a sus propias asíntotas. 
 


De acuerdo a la Figura 10, las 
asíntotas están como ejes de 
coordenadas y sabemos que: 
 


q = constante = M Q N M  
 


Pero: 
 


 x= N M  
 y= M Q  


 
Sustituyendo: 
 


q =  yx                                      (IX) 
 


Cuando la constante q es 
positiva, las ramas de la curva están contenidas en el primer y tercer cuadrantes; cuando es 
negativa se encuentra en el segundo y cuarto cuadrantes. 
 


Para el caso de la hipérbola equilátera cuyas asíntotas son paralelas a los ejes de 
coordenadas y de acuerdo a la Figura 11. 
 


La ecuación es: 
 


q = ) k -  y( ) h - x ( ....................................................................................................... (X) 
 







GEOMETRÍA ANALÍTICA 


7. LA HIPÉRBOLA 
AUTOR: PROFESOR JESÚS INFANTE MURILLO 
EDICIÓN PARA INTERNET: PROFESOR PABLO FUENTES RAMOS 


7-16 


 
 
9. Posición general de la hipérbola y su ecuación. 
 


De la Figura 12 se tiene: 
 


1 =
b


m+ 1
)b -xm -  y


a
m+ 1


)b- xm -  y(


  
   (


 -  
   


2 


2 
1 


2 
1 1 


2 


2 
2 


2 
2 2 


.................................................................... (XI) 


 
Esta ecuación también puede expresarse en 


la siguiente forma general: 
 


0 = F +  yE + x D +yC +  yx B +xA     2 2  
 
 
10. Ejercicios 
 
1. Determínense las ecuaciones de las 


hipérbolas cuyo centro es el punto C(2,-1) 
y cuyos semi-ejes paralelos a 0x y 0y 
miden 1 y 4, respectivamente. 


 
 SOLUCIÓN 
 


La ecuación de la hipérbola horizontal es de la forma: 1 = 
b


) k - y(


a


)h - x (
2 


2 


2 


2   -  
. Sustituyendo 


valores: 
 


1 = 
16


)1 +  y(
1


) 2 - x ( 2 2   -  


La ecuación de la hipérbola vertical es de la forma: 1 = 
b


)h - x (


a


)k -  y(
2 


2 


2 


2   -  
. Sustituyendo 


valores: 
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1 = 
16


)2 - x (
1


)1 +  y( 2 2   -  
 


 
2. Obténgase la ecuación de la hipérbola cuyo centro es el punto C(-2,1), tiene sus ejes 


paralelos a los de coordenadas y pasa por los puntos P(0,2) y Q(1,-4). 
 
 SOLUCIÓN 
 


Suponiendo que la hipérbola es horizontal, su ecuación es de la forma: 


1 =
b


)k - y (


a


) h - x (    - 2 


2 


2 


2 


. Sustituyendo las coordenadas del centro C; nos queda: 


 


1 = 
b


) 1 - y (
a


) 2 + x (
2 


2 


2 


2 


 -  


 
Las coordenadas de los puntos P y Q deben verificarla. 


 
Para el punto P: 
 


1 =
b
1


a
4   - 2 2 ..................................................................................................................(1) 


 
Para el punto Q: 
 


1 = 
b
25


a
9


2 2  - ..................................................................................................................(2) 


 
Multiplicando (1) por 25: 


 


25 = 
b
25


a
100


2 2  - ..............................................................................................................(3) 


 
Restando la ecuación (2) de la (3): 


 


24
91 =a  2    :  tanto Por 24. =


a
91 2  


 
Sustituyendo en (1): 


 


   


 


 


b
1


= 
91
5


b
1


= 
91
91


 - 
91
96


1 =
b
1


 - 


24
91
4


2 


2 


2 
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Despejando a b2: 
 


5
91 =b  2  


 
Finalmente, la ecuación de la hipérbola es: 


 


1 =


5
91


)1 -  y(


24
91


) 2 + x (    - 
2 2 


 


 
3. Determínense los elementos de la hipérbola 0 = 16 +  y4 - x 4 + y -x


2 2   y hallar los puntos 


donde corta a la hipérbola 0 = 8 +  y- x 3 + y-x
2 2   . 


 
 SOLUCIÓN 
 


Completando a trinomios cuadrados perfectos y factorizando la primera ecuación: 
 


1 =
16


)2 + x (
 -


16
)2 + y (


16 - =) 2 +y( -)2 +(x 


0 = 16 + ) 4 - 4 + y 4 +y( - ) 4 - 4 + x 4 +x(


    
     


  


2 2 


2 2 2 


2 2 


 


 
De la ecuación se observa que a2=16 y b2=16. Por tanto: a = 4 y b = 4. La ecuación 
representa a una hipérbola equilátera vertical con centro en C(-2,-2). 


 
Semi ejes transverso y conjugado = 4 


 
De la expresión: c2 = a2 + b2 


 
c2 – a2 = b2. Despejando a c se tiene: 


 
5.66 c ±±•±±  =  2   4  =  2    16   =b +a  =     2 2  


 
Por lo que: 


 
11.32 = c 2 = focal Distancia  


) 2 , 2 - (A  , ) 6 - , 2 - (A   : Vértices      2 1  
)3.66 , 2 - (F , )7.66 - , 2 - (F  :  Focos          2 1  


 
Para las ecuaciones de las asíntotas: 


 
( ) ( ) 0 =


16
 2 -y 


16
 2 +x   - 


22
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Extrayendo raíz cuadrada. 
 


2)(x2)(y
2)(x2)(y 22


+±=+


+±=+  


4 - x - = y 
x = y


  :  tanto Por 2. - x - = 2 +y 
   :  tanto Por   2. +x  = 2 +y 


 


 
Ahora para las intersecciones de las dos hipérbolas, hacemos simultáneas sus 
ecuaciones: 
 


0 = 16 +  y4 - x 4 + y -x 2 2  ...........................................................................................(1) 
0 = 8 +  y- x 3 + yx 2 2  - ................................................................................................(2) 


 
Restando al ecuación (2) de la (1), se tiene: 


 
0 = 8 + y 3 -x  


 
Despejando a x: 


 
8 -  y3 = x .................................................................................................................... (3) 


 
Sustituyendo (3) en (2) y reduciendo términos semejantes: 


 


                        
                        


  
   


 0 = 6 + y 5 -y


  0 = 48 + y 40 -y8


0 = 8 + y - 24 - y 9 +y - 64 + y 48 -y


  0 = 8 + y - 8) - y (3 3 +y -)8 - y (3


2 


2 


2 2 


2 2 


 


 
Por solución rápida las raíces son: 


 
3 =y  ,   2 =y    2 1  


 
Sustituyendo en la ecuación (3): 
 


1 x
2 -x


 
 


2 


1 


= 8 - 9 =
 = 8 - 6 =


 


 
Los puntos de intersección son: 


 
) 3 , 1 ( Q   ,   ) 2 , 2 - ( P  


 
4. Demuéstrese que  y3 - x 2 =  yx es la ecuación de una hipérbola equilátera y determinar 


su centro, sus ejes y sus asíntotas. 
 
 SOLUCIÓN 


Necesitamos llevarla a la forma: q = ) k -  y( ) h - x ( ; y para lograrlo lo más conveniente es 
determinar los parámetros h, k y q, por comparación de la ecuación dada en la forma tipo  
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desarrollada, o sea: 
 


0 = 0 + y 3 + x 2 -x y 
0 = q - k h + y h - x k -x y 


 


 
Por comparación, se encuentra 
que: 


 
0 = q - k h   ,   3 - = h   ,   2 = k  


 
Sustituyendo los valores de h y k 
para obtener el valor de q, se 
obtiene: 


 
0 = q - 3) (- (2)  


6 - = q   :  tanto Por . 0 = q - 6 -  
 


La ecuación será: 
 


6 - = ) 2 -  y( ) 3 + x (  
) 2 , 3 - ( C   :  Centro  


1 - x - = y   :  tanto Por ). 3 + x ( - = 2 -  y :  transversoeje  del Ecuación  
5 + x = y   :  tanto Por ). 3 + x ( = 2 -  y :  conjugadoeje  del Ecuación  


3 - = x   ,   2 =y    : asÍntotas las de  Ecuaciones  
 


La Figura 13 muestra gráficamente los resultados obtenidos. 
 
5. Determínese la ecuación de la hipérbola que pasa por el punto P(3,4) y cuyas asíntotas 


son las rectas: 2 = x   ,   1 - x = y . 
 
 SOLUCIÓN 
 


Sabemos que: 
 


q = constante = MR  M Q ............................................................................................(1) 
 


La distancia de un punto a una recta está dada por: 
 
    


m + 1


b -xm -y
= d


2 
1 1 , entonces: 


 


2 - x = 2 + x - = 
 1 
2 + x -


 = M R


 2 
1 + x -y 


 = M Q
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Sustituyendo en (1): 
 


( )  q =  2 -x   
 2


1 + x -y 






  


 
Las coordenadas del punto P deben satisfacer esta ecuación. 


 


 2
2 = q   ∴







    q = ) 2 - (3  


 2
 1 + 3 - 4  


 
La ecuación es: 


 


 2 
2 = 2) -(x   


 2 
1+ x -y  







  


 
Quitando denominadores y desarrollando: 


 


0 = 2 - 2 - x 2 + y 2 - x +x -x y 


 2 = 2) -(x   1) + x -(y 


 
         


2 
 


 
Simplificando: 


 
0 = 4 +  y2 + x 3 -  yx -x  2  


 
La Figura 14 muestra gráficamente los resultados obtenidos: 
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LA LÍNEA RECTA 
 
CONTENIDO: 
 
1. Ecuación de la recta que pasa por el origen del sistema de coordenadas cartesianas. 
 


1.1 Pendiente de una recta (significado de la constante m) 
 
2. Ecuación de la recta que no pasa por el origen. 
 


2.1 Ejercicios. 
 
3. Trazado de una línea recta. 
 


3.1 Primer método: Por tabulación. 
3.2 Segundo método: Por la ordenada al origen y la pendiente. 
3.3 Tercer método: Por los puntos de intersección de la recta con los ejes coordenados. 


 
4. Intersección de rectas. 
 


4.1 Punto de intersección de tres rectas dadas. 
 
5. Ángulo entre dos rectas. 
 


5.1 Condición de perpendicularidad de dos rectas. 
5.2 Ejercicios. 


 
6. Ecuación de la recta que pasa por un punto dado. 
 


6.1 Ejercicios. 
 
7. Ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados. 
 
8. Ejercicios. 
 
9. Ecuación para la distancia de un punto a una línea recta. 
 


9.1 Ejercicios. 
 
10. Ecuación simétrica o primera forma normal de la ecuación de la recta. 
 


10.1 Ejercicios. 
 
11. Segunda forma normal de la ecuación de la recta o ecuación de Hess. 
 


11.1 Ejercicios. 
 
12. Problemas de la línea recta, considerada como lugar geométrico. 
 


12.1 Ejercicios. 
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Una línea recta, lo mismo que cualquier curva contenida totalmente en un plano está 
representada, en relación con un sistema de 
ejes cartesianos, por una función de dos 
variables, siempre y cuando dicha función 
sea capaz de expresar la condición común 
que satisfacen absolutamente todos y cada 
uno de los puntos que constituyen dicha 
línea. Por ejemplo, si pensamos en una línea 
recta paralela al eje de las abscisas, 
necesitamos empezar por saber dónde está 
trazada dicha paralela, lo que en el caso de 
nuestra Figura 1 equivale a conocer la 
distancia b. Además, es muy importante 
admitir que absolutamente todos los puntos 
de la paralela en cuestión, cualquiera que 
sea la abscisa, tiene una ordenada 
constantemente igual a b, razón por lo que la 
función representativa de esta paralela tiene que ser y=b sin que tenga que intervenir la variable x 
porque para nada influye en el valor de y. Si la constante b es positiva la paralela está situada 
arriba del eje de las x y, si es negativa abajo. 
 


Como consecuencia inmediata se deduce que la función representativa del eje de las x, es 
y=0. 
 


Resulta ahora evidente que la función que representa una paralela al eje de las ordenadas 
es x=a, dependiendo del signo de la constante a que la paralela esté situada a la derecha o a la 
izquierda del eje de ordenadas. 
 


Por consiguiente, el propio eje de ordenadas está representada por la función: x=0. 
 
 
1. Ecuación de la recta que pasa por el origen del sistema de coordenadas 


cartesianas. 
 


Vamos ahora a demostrar que toda recta que pasa por el origen del sistema de 
coordenadas está representada por una función de la forma y=mx o sea una función de dos 
variables de primer grado, sin término independiente, en la que m es una constante cuyo 
significado estableceremos posteriormente. Para esto, necesitamos hacer ver que esta función 
establece o expresa la condición común  a que se ajustan absolutamente todos los puntos que 
constituyen una recta que pasa por el origen, en otras palabras debemos hacer constar que la 
ordenada y de todo punto de la recta efectivamente es igual al producto de la constante m por la 
abscisa x de dicho punto, es decir y=mx. 
 


Empezaremos por hacer x=0 en la función, resultando así y=0; de este modo se tiene un 
punto O(0,0) que coincide con el origen de las coordenadas. Enseguida damos a la variable x otro 
valor, por ejemplo c, resultando y=mc. De esta manera se tiene otro punto que es Q(c,mc). 
 


Ahora situamos estos puntos en el plano del sistema y los unimos por medio de una recta. A 
continuación tomamos sobre la recta un punto arbitrario P(x,y),  desde el cual trazamos la 
perpendicular al eje de las x, paralelo al eje de las y;  lo mismo hacemos en el punto Q para formar 
los triángulos rectángulos OPR' y OQR. Ver la Figura 2: 
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De los triángulos semejantes OQR y 
OPR' de la figura, se obtiene la siguiente 
proporción: 
 


c
c m


 = 
x
y


 


 
Despejando a y: 


 


c
c x m


 =y  


 
Simplificando, tenemos: 


 
x  m = y ........................................................................................................................(I) 


 
Que es la función representativa de toda línea recta que pasa por el origen del sistema de 


ejes coordenados. 
 


Es evidente que esto mismo se cumple para cualquier otro punto que tomemos sobre la 
recta, puesto que volveríamos a formar triángulos semejantes. 
 
 
1.1. Pendiente de una recta (significado de la constante m). 
 


Con el propósito de ver el significado de la constante m y de acuerdo a la Figura 3, 
haremos referencia a la recta y=mx, la cual supondremos que forma un ángulo A positivo, con 
respecto al sentido positivo del eje de las x. 
Sobre la recta tomamos un punto cualquiera 
P(x,y), desde el cual trazamos la perpendicular 
al eje de las x, y unimos el punto del origen con 
el punto cualquiera P, para formar el triángulo 
rectángulo, obteniendo la siguiente función 


trigonométrica: 
x
y


 =  A tan ; pero de la propia 


función dada  xm =y , se deduce que 
x
y


 = m . 


Sustituyendo en la igualdad anterior, se tiene: 
 


m =   Atan  
 


Vemos pues que la constante m es la tangente trigonométrica del ángulo de inclinación de 
la recta que precisamente recibe el nombre de pendiente de la recta, puesto que controla la mayor 
o menor inclinación con respecto al eje de las x. Tomando en cuenta que la pendiente m depende 
de un ángulo y que es coeficiente de x en la función y=mx, también puede llamarse coeficiente 
angular de la recta. 


 
De este concepto establecemos la siguiente condición, para que dos o más rectas sean 


paralelas, deben tener la misma pendiente, es decir: 
 


m=m 2  1    .....................................................................................................................(II) 
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Cuando la constante m es positiva, indica que el ángulo A de inclinación de la recta es 
agudo y, cuando es negativa, que dicho ángulo mide más de °90 , pero sin llegar a °180  ni 
sobrepasar este valor. 
 
 
2. Ecuación de la recta que no pasa por el origen. 
 


Se trata ahora de demostrar que una función de dos variables de primer grado con 
término independiente, o sea una 
función de la forma: 


 
b + x  m = y  


 
En la que b es otra constante, 


cuyo significado determinaremos más 
adelante, representa una línea recta, que 
no pasa por el origen del sistema de 
coordenadas. 
 


Para lograr este propósito 
haremos en dicha función x=0, 
resultando y=b. De este modo, se tiene el 
punto Q(0,b) que situamos en el plano 
del sistema de coordenadas y por él 
trazamos una paralela a la recta y=mx (Ver Figura 4) 
 


Precisamente haremos ver que la función y=mx+b representa una paralela que no pasa por 
el origen, para lo cual tomamos sobre ella un punto cualquiera P(x,y), y demostraremos que para 
ese punto, lo mismo que si se tratara de cualquier otro, se cumple la condición de que su ordenada 
y sea igual a la pendiente m por la abscisa x de ese punto más la constante b. 
 


De la Figura 4 deducimos: 
 


P R + R S = P S  
 


Pero: 
 


b x  m y = P R   y    = R S  ;  = P S  
 


Por tanto, sustituyendo valores, encontramos: 
 


b + x  m = y ................................................................................................................(III) 
 


Que es la ecuación de la línea recta que no pasa por el origen de ejes coordenados. 
 


Podemos observar en nuestra Figura 4 que la constante b representa la distancia que hay 
desde el origen hasta el punto de intersección de la recta con el eje de ordenadas y, constante 
que recibe el nombre particular de ordenada al origen. 
 


La Geometría Analítica conviene en llamar parámetros de una línea, recta o curva, a las 
constantes que intervienen en la función representativa correspondiente y de cuyos valores 
numéricos depende la posición que tenga dicha línea, esto independientemente del nombre y 
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significado propios de cada constante. Consecuentemente, los parámetros de la línea recta son la 
pendiente m y la ordenada al origen b, porque son estas dos constantes de las que depende la 
posición exacta de la recta. 
 


Sabemos perfectamente que la expresión y=mx+b es una función de dos variables, pero se 
tolera llamarla ecuación de la recta, porque desde el punto de vista gráfico su solución no es más 
que una línea recta. 
 


Si tomamos en consideración que a partir de la ecuación común de la recta y=mx+b, y que 
las constantes m y b pueden ser fraccionarias, debemos admitir que para poderla escribir en la 
forma implícita: 
 


0 = C +  yB + xA ....................................................................................................... (IV) 
 
tendríamos que empezar por quitar denominadores y luego ordenar todo en el primer miembro. 
 
 
2.1. Ejercicios 
 


1. Escribir la ecuación de la recta 
2
5


 - x 
3
2


 - = y  en su forma implícita. 


 
 SOLUCIÓN 
 


Multiplicando por 6 ambos miembros de la ecuación: 
 


15 - x 4 - = y 6  
 


Ordenando: 
 


0 =15 +  y6 + x 4  
 


Por tanto: A = 4, B = 6 y C = 15 
 
2. Escribir la ecuación de la recta y = 8x + 3 en su forma implícita. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ordenando los términos: 
 


0 = 3 +  y- x 8  
 


Por tanto: A = 8, B = -1 y C = 3 
 
 
3. Trazado de una línea recta. 
 


Para trazar una línea recta a partir de su ecuación, podemos utilizar uno cualesquiera de los 
tres métodos o procedimientos siguientes: 
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3.1 Primer método. Por tabulación. 
 


Se cita este procedimiento porque se considera como método general, puesto que permite 
trazar también cualquier curva. Consiste en dar valores arbitrarios pero ordenados a la variable x y 
en calcular los correspondientes de la función, con lo que se obtienen coordenadas de puntos que 
se sitúan en el plano del sistema de coordenadas y se unen en forma consecutiva, para obtener la 
gráfica correspondiente. 
 
Ejemplo: Trazar la línea recta y = 2x - 5. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Dando valores a la x y sustituyendo en la ecuación de la recta dada, se determinan los 
valores correspondientes a y, como se muestra en la siguiente tabla: 


 
 
x 


 
y 


 
-4 


 
-13 


 
-3 


 
-11 


 
-2 


 
-9 


 
-1 


 
-7 


 
1 


 
-3 


 
2 


 
-1 


 
3 


 
1 


 
De acuerdo con lo anterior, la gráfica correspondiente a la ecuación y = 2x - 5 se muestra 
en la Figura 5: 


 
 
3.2. Segundo método. Por la ordenada al origen y la pendiente. 
 


Ya sabemos que la ordenada al origen b nos da el punto donde la recta corta al eje de las 
ordenadas, lo que equivale a conocer un punto por donde pasa la recta por trazar. La pendiente m 
puede interpretarse, sin necesidad de recurrir a las tablas matemáticas, recordando que la tangente 
trigonométrica de un ángulo es igual al cateto opuesto sobre el cateto adyacente. De acuerdo al 
significado de la constante m (del punto 1.1) 
 


Por lo que se recomienda: 
 


1 Graficar el punto representado por el valor de la ordenada al origen b, el cual siempre 
estará sobre el eje de las ordenadas y dependiendo del signo, si éste es positivo arriba del 
origen del sistema de coordenadas y si es negativo abajo. De esta forma tenemos un primer 
punto por el cual pasará la línea recta. 


2. Como se sabe θ  tan = 
x
y


 = m ; procedemos a partir del punto dado por la ordenada al origen 


b, representamos en magnitud el valor de x a la derecha o a la izquierda, lo cual depende 
del signo positivo o negativo que tenga, obteniendo así uno de los lados del triángulo 
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rectángulo que se formará. Dicho lado es paralelo al eje de las x. 
 
Enseguida se representa el valor de y partiendo del extremo final del segmento anterior 
hacia arriba o hacia abajo, lo que depende del signo positivo o negativo, para tener otro 
lado del triángulo rectángulo, que será paralelo al eje de las y. 
 


3. Se unen el punto de la ordenada al origen y el extremo final del lado paralelo al eje de las y, 
para obtener la hipotenusa de dicho triángulo, que en realidad será la línea recta 
representada por la ecuación dada. 


 
EJEMPLO 1. Trazar la línea recta cuya ecuación es: 5 - x 2 = y  
 
 SOLUCIÓN 
 


La ecuación común de la línea recta y la ecuación dada son: 
 


5 -  x  2  =y 
          


b + x m =y 
↑↑  


 
Igualando coeficientes, se tiene: 
m=2 y b=-5, pero se sabe que: 
 


x
y


 = 
2
4


 = 2 =  = θ tan m  


 
Por tanto: 
 


2 = x      4 = y y  
 
Se siguió el procedimiento dado en las recomendaciones anteriores. La gráfica de la recta, 
se muestra en la Figura 6: 


 


EJEMPLO 2. Dibujar la recta con ecuación 3 + x  
5
4 = y : 


 
SOLUCIÓN 


 
De la ecuación dada se 
observa que b = 3 y además: 
 


x
y


 = 
5
4


 = m = θ  tan  


 
Por tanto: 
 


5 = x      4 = y y  
 
Según las recomendaciones 
dadas, la gráfica de la línea 
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recta se muestra en la Figura 7: 
 


EJEMPLO 3. Realice la gráfica de la línea recta, cuya ecuación es: 
3
2


 - x  
3
7


 - = y  


 
 SOLUCIÓN 
 


De la ecuación, observamos 


que 
3
2


  - = b  y además: 


 


x
y = 


3
7  - m = = θ tan  


 
Por tanto: 
 


3  - = x      7 = y y  
 
Basándose en las 
recomendaciones: La gráfica 
de la línea recta, se muestra 
en la Figura 8: 


 
 
3.3. Tercer método: Por los puntos de intersección de la recta con los ejes coordenados. 
 


Este procedimiento es muy conveniente cuando la ecuación de la recta es de la forma 
implícita, fórmula (IV). Si hacemos en ella y=0, determinaremos las coordenadas del punto donde 
la recta corta al eje de las x, y si hacemos x=0 encontraremos también las coordenadas del punto 
de intersección de la recta con el eje de las ordenadas, las cuales las llevamos al sistema de ejes y 
se unen por medio de una recta, la que gráficamente representa a la ecuación dada. 
 
Ejemplo: Trazar la recta con ecuación: 0 = 15 -  y5 + x 3  
 
 SOLUCIÓN 
 


Para y=0: 
 


0 = 15 - x 3  
 
Despejando a x: 
 


5x  = 
3


15 =  


 
Por tanto, el punto de intersección 


con el eje de las abscisas es (5,0) 
 


Para x=0: 
 


0 = 15 - y 5  
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Despejando a y: 
 


3y ==
5


15  


 
Por tanto, el punto de intersección con el eje de las ordenadas es (0,3) 


 
Por medio de la unión de los puntos de intersección con los ejes de coordenadas, se 
obtiene la gráfica mostrada en la Figura 9: 


 
 
4. Intersección de rectas. 
 


Para determinar el punto de intersección de dos rectas, se hacen simultáneas sus 
ecuaciones, porque siendo el punto común para las dos, sus coordenadas del punto deben verificar 
simultáneamente a las dos ecuaciones. 
 
EJEMPLO 1. Determinar el punto de intersección de las rectas dadas por las ecuaciones: 


 
8 + x 4 - = y .................................................................................................................(1) 
7 + x 3 = y .................................................................................................................(2) 


 
Igualando (1) y (2): 
 


8 + x 4 - = 7 + x 3  
 


Reduciendo términos semejantes: 
 


1 = x 7  
 


Despejando a x, se obtiene: 
 


7
1 = x  


 
Sustituyendo el valor de x encontrado en la ecuación (2): 
 


7
52 y = 


7
49


 + 
7
3


 =  


 
Por tanto, el punto de intersección es: 
 








  


7
52 , 


7
1    I  


 
EJEMPLO 2. Empleando el método de los determinantes, hallar el punto de intersección de 


las rectas: 
 


27 - =  y5 - x 6 .............................................................................................................(1) 
5  =  y7 + x 8 ..............................................................................................................(2) 
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SOLUCIÓN 
 
Resolviendo (1) y (2) para x, se tiene: 
 


2 -x  = 
82


164
 - = 


40 + 42
25 + 189 -


 = 


 7   8   


 5 -   6   
  7    5    


  5 - 27 - 


 =  


 
Para y, se tiene: 
 


3y  = 
82


246
 = 


82
216 + 30 


 = 
82


 5      8 


 27 -  6 


 =  


 
Por tanto, el punto de intersección de las rectas es: 
 


) 3 , 2 - (   I  
 
 
4.1. Punto de intersección de tres rectas dadas. 
 


Para que tres rectas dadas por las ecuaciones de la forma: 
 


b+x m=y 
b+x m =y 
b+x m =y 


3 3 


2 2 


1 1 


    
   
  


 


 
se corten en un mismo punto, se debe verificar la siguiente condición: 
 


0 =


bm1


bm 1


bm 1


 


    


   


   


3 3 


2 2 


1 1 


 (V) 


 
EJEMPLO 1. Demostrar que las rectas dadas por las ecuaciones: 
 


7 + x 2 - =   y
12 + x 3 - =  y
43 - x 8   = y


 


 
Se cortan en un mismo punto. 


 
 SOLUCIÓN 
 


Sustituyendo los datos según las ecuaciones dadas en el determinante anterior (V) y 
desarrollando, se tiene: 
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0 = 206 + 206 - = 56 - 24 + 129 - 86 + 96 + 21 - = 


2 - 1


3 - 1


8 1


 


 7 2 - 1 


 12 3 - 1 


 43 - 8 1 


 


 
Ahora el determinante: 


 


0 =


bm 1 


bm 1


bm 1


 


  


   


   


3 3 


2 2 


1 1 


 


 
También puede representarse de la siguiente forma, ya que: 
 


0 =bmbmbmbmbmbm =


bm


bm


bm


bm


   -   -   -   +   +    


  


   


   


   


3 1 2 3 1 2 1 3 3 2 2 1 


1 1 


3 3 


2 2 


1 1 


 


 
Es decir que: 
 


0 = 


bm


bm


bm


bm


   


   


   


   


1 1 


3 3 


2 2 


1 1 


........................................................................................................... (V') 


 
EJEMPLO 2. Determinar la pendiente de la recta, cuya ecuación es y=mx+5, para que pase por 


el punto de intersección de las rectas, representadas por las ecuaciones y = -3x- 5, 
y = 4x + 2. 


 
 SOLUCIÓN 
 


Aplicando el determinante de la fórmula (V'), se tiene: 
 


0 = m 2 - 20 + 15 + 20 + 6 - m 5 - = 


 5 m 


 2 4 


 5 - 3 - 


 5 m 


 


 
Reduciendo: 


 
49 - = m 7 -  
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Por tanto, el valor buscado de m es: 7m  = 
7  -


49 -
 =  


 
 
5. Ángulo entre dos rectas. 
 


Con el apoyo de la Figura 10, se 
trata de encontrar una fórmula por 
medio de la cual podamos calcular el 
ángulo que forman entre sí dos rectas 
concurrentes, representadas por sus 
respectivas ecuaciones. 
 


Se sabe que en todo triángulo, 
un ángulo exterior es igual a la suma de 
los ángulos internos que no le son 
adyacentes. 
 


De acuerdo a lo anterior y 
basándose en la Figura 10: 


 
α=α+V 2 1     


 
Despejando a V: 
 


αα =V 1 2  -  
 


Tomando la tangente en ambos miembros de la ecuación: 
 


)αα ( tan =V tan   - 1 2  
 


Aplicando la tangente de la diferencia de ángulos: 
 


αtanαtan + 
αtanα tan


= )αα ( tan = V tan
2 1 


1 2 
1 2    1


  -    -  


 
Como: 
 


m=αtan
m =αtan


2 2 


1 1 


    
  


 


 
Sustituyendo: 
 


mm+ 1
mm=  Vtan


2 1 


1 2 


  
 -  ..................................................................................................... (VI) 


 
Esta fórmula puede aplicarse tal como se presenta. 


 
Para el caso en el cual las dos rectas concurrentes formen entre sí dos ángulos 


suplementarios, uno agudo y otro obtuso, cuyas tangentes trigonométricas son iguales y de signo 
contrario, la fórmula anterior se aplica en la siguiente forma: 
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mm+ 1
mm =  Vtan


2 1 


2 1 


  
 - 


.................................................................................................... (VI') 


 
 
5.1. Condición de perpendicularidad de dos rectas. 
 


Cuando dos rectas se cortan perpendicularmente, es evidente que el ángulo que forman 
es °=90V , por tanto: 
 


∞°  =90 tan =V tan   
 


Y de acuerdo con la fórmula (VI) anterior, tendremos: 
 


mm+ 1
mm = 


2 1 


1 2 


  
 - 


∞  


 
Rearreglando la ecuación: 


 


0 = m m + 1


  -     


2 1 


1 2 
2 1 0 =mm=mm+ 1


∞  


 
Despejando a m1: 


 


m
1 - =m


2 
1  ................................................................................................................. (VII) 


 
Según esto, para que dos rectas sean perpendiculares, deben tener pendientes 


recíprocas y de signos contrarios, como es el caso de las siguientes rectas: 
 


8 - x 
2
5 - = y


6 + x 
5
2    = y


 


 
 
5.2. Ejercicios 
 


1. Las pendientes de los lados de un triángulo miden 
2
1


, 1 y 2. Demostrar que el triángulo es 


isósceles. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Se sabe que un triángulo de este tipo, es el que tiene dos lados iguales y uno desigual. 
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Sean: 
 


2 =m;1 =m;
2
1 =m    3 2 1  


 
Sea A el ángulo que forman los lados de pendientes m1 y m2, su tangente está dada por: 
 


3
1 Atan  = 


2
3
2
1


 = 


2
1


 + 1


2
1


 = 
1    


2
1


 + 1


2
1


 - 1
 =


mm+ 1
mm =  
  
 - 


2 1 


1 2 


•
 


 
Tomando la tangente del ángulo B, formado por los lados de pendientes m1 y m3, se tiene: 
 


4
3B tan  = 


2
2
3


 = 
1 + 1


2
3


 = 
2    


2
1


 + 1


2
1


 - 2
 =


mm+ 1
mm =  
  
 - 


3 1 


1 3 


•
 


 
Finalmente, la tangente del ángulo C, cuyos lados tienen pendientes m2 y m3, está dada 
por: 
 


3
1 C tan  = 


2 + 1
1


 = 
2    1 + 1


1 - 2
 =


mm+ 1
mm =  
  


 - 
3 2 


2 3 


•
 


 
Como: 
 


C tan = A tan  
 


Resulta claro que A = C y por tanto, el triángulo es isósceles. 
 
2. Demostrar que a partir de la ecuación x =) 8 +  y( 2  2   , se obtienen dos rectas 


perpendiculares. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Como la ecuación de toda recta debe ser fundamentalmente de primer grado, extraemos 
raíz cuadrada a los dos miembros de la ecuación propuesta: 
 


  x = 8 +y 
x  =) 8 + y ( 2  2      


±


±
 


 
De la expresión anterior, se obtienen las ecuaciones de las rectas pedidas: 
 


 x- = 8 + y 
   x= 8 +y 


 


 
Despejando a y de cada una de las ecuaciones anteriores: 
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8 - x - =  y
8 - x   = y


 


 
Las rectas resultantes son perpendiculares, porque sus pendientes 1 y -1, son 
recíprocas y de signos contrarios. 


 
3. La ordenada al origen de una recta es 7. Determine su ecuación sabiendo que debe ser 


perpendicular a la recta 0 = 27 -   y9 + x  4 . 
 
 SOLUCIÓN 
 


La ecuación por determinar debe tener la forma y=mx+7, en la inteligencia de que m debe 
ser recíproca y de signo contrario con relación a la pendiente de la recta dada, razón por 
la cual despejamos a y de la 
ecuación conocida: 
 


3 +  x 
9
4


 - = y 


27 +  x 4  - =  y 9
 


 
Aplicando la condición de 
perpendicularidad de dos líneas 
rectas, según la fórmula (VII) y de 
la ecuación anterior se tendrá que 


4
9


 = m , entonces la ecuación de la 


línea recta pedida es: 
 


7 + x  
4
9 = y  


 
La gráfica correspondiente se presenta en la Figura 11. 


 
 
6. Ecuación de la recta que pasa por un punto dado. 
 


Por lo que sabemos, nos 
consta que cualquier recta tiene una 
ecuación de la forma b  + x  m  =y  , la 
que solamente estará bien definida 
cuando conozcamos los parámetros m 
y b. Con tendencia a calcular cuando 
menos uno de estos parámetros, 
tomaremos en consideración que si 
hay una infinidad de rectas que pasan 
por el punto conocido P(x1, y1), las 
coordenadas de éste deben verificar 
la ecuación de cualesquiera de ellas, 
en cuyo caso se tiene: 
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b +x m =y   1 1  
 


Despejando a b: 
 


xm -y = b 1 1    
 


Este es, el valor que justamente debe tener b para que la ecuación b  +  x m  =  y  represente, 
no cualquier recta, sino únicamente las que pasan por el punto P(x1, y1) conocido, como se muestra 
en la Figura 12. 
 


Por consiguiente, si sustituimos el valor de b en la ecuación ya mencionada, obtendremos: 
 


x m -y+ x m = b + x m =y 1 1    
 


Ordenando y factorizando, se tiene: 
 


)x - x ( m =y - y   1 1 ................................................................................................... (VIII) 
 


Que es la ecuación general de todas las rectas que pasan por un punto P conocido, una 
diferente para cada valor distinto de la pendiente m. 
 
 
6.1. Ejercicios 
 
1. Determine la ecuación de la recta que pasa por el punto P(-3, -5) y es paralela a la recta 


9  +  x 
3
2


  -  =  y . 


 
 SOLUCIÓN 
 


La ecuación por determinar debe tener la forma: 
 


)x - x ( m =y - y   1 1  
 


En la que, según datos: 
 


3
2  - = m;5 - = y;3 - = x 1 1  


 
Por tratarse de rectas paralelas y de acuerdo a la condición de paralelismo, las pendientes 
son iguales, es decir: m = m 2 1 . 


 
Sustituyendo, la ecuación pedida es: 
 


2 - x 
3
2


 - = 5 +  y 


) 3 + x (  
3
2


 - = 5 +y 
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Finalmente, despejando a y: 
 


7 - x  
3
2 - = y  


 
2. Determinar la ecuación de la recta que pasa por el punto de intersección de las rectas: 


44  =   y7 + x  82 - =   y3 - x  5 y  y es perpendicular a la recta que está definida por la 


ecuación: 1 + x  
3
2


 = y  


 
 SOLUCIÓN 
 


La ecuación que se trata de obtener debe ser de la forma dada por la fórmula (VIII), en la 


inteligencia de que 
2
3


 -  =  m , por condición de perpendicularidad, en tanto que x1 y y1 son 


las coordenadas del punto por donde debe pasar dicha recta, el cual está definido por la 
intersección de las dos rectas dadas, por consiguiente, tales coordenadas se calculan 
haciendo simultáneas las ecuaciones de esas dos rectas conocidas. 
 
Resolviendo por determinantes, se obtiene: 
 


4y


2 x


1 


1 


 = 
59
236


 = 
59


16 + 220
 = 


59
 44 8 


 2 -5 


 =


= 
59


118
 = 


24 + 35
132 + 14 -


 = 


 7 8  


 3 -5  
 7 44 


 3 -2 - 


 =


   


 


 


 
Por tanto, el punto I de intersección es: 
 


) 4 , 2 ( I  
 


Sustituyendo x1, y1 y m en la ecuación dada por la fórmula (VIII), se obtiene la ecuación 
solicitada: 
 


3 + x 
2
3


 - = ) 2 - x (  
2
3


 - = 4 -y  


 
Finalmente, despejando a y: 
 


7 + x  
2
3 - = y  


 
3. Encontrar la ecuación de la recta que pasa por el punto P(4,10) y forma un ángulo de °45  


con la recta x 
2
3


  =  y . 
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 SOLUCIÓN 
 


La ecuación por determinar debe tener la forma dada por la fórmula (VIII) Sustituyendo los 
datos conocidos, se tiene: 
 


) 4 - x (  m = 10 -y ........................................................................................................(1) 
 


De esta ecuación, nos falta conocer la pendiente m, la cual podemos obtener utilizando la 
fórmula del ángulo entre dos rectas concurrentes, o sea: 
 


mm + 1
mm = V tan


2 1 


1 2 


  
 - 


 


 
Si consideramos que: 
 


?  


 


 


= m =m
2
3


 =m


1 =45 tan = V tan


2 


1 


°


 


 
Sustituyendo valores: 
 


m 3 + 2
3 - m 2


 = 


2
m 3 + 2


2
3 - m 2


 = 


2
m 3


 + 1


2
3


 - m
 = 1  


 
Quitando denominadores: 
 


3 - m 2 = m 3 + 2  
 
Despejando a m: 


 
5 - = m  


 
Es decir, la ecuación pedida se obtiene sustituyendo el valor de m en la ecuación (1): 
 


20 + x 5 - = ) 4 - x (  5 - = 10 -y  
 
Finalmente, despejando a y: 
 


30 + x 5 - = y  
 


Pero también puede tenerse la situación en la cual: 
 


2
3


 =m


? = m =m


 = = V tan


 


  
 


2 


1 a)desconocid es caso este (en


145 tan °
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Entonces: 
 


m 3 + 2
m 2 - 3


 = 


2
m 3 + 2


2
m 2 - 3


 = 


2
m 3


 + 1


m - 
2
3


 = 1  


 
Quitando denominadores: 
 


m 2 - 3 = m 3 + 2  
 
Despejando a m: 
 


5
1 = m  


 
Consecuentemente, obtendremos la 
otra solución, sustituyendo el nuevo 
valor de m en la ecuación (1): 
 


5
4


 - x 
5
1


 = ) 4 - x (  
5
1


 = 10 -y  


 
Finalmente, despejando a y: 
 


5
46 + x 


5
1 = y  


 
Que también cumple con lo 
establecido. La Figura 13 muestra 
gráficamente los resultados 
obtenidos. 


 
 
7 Ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados. 
 


Ya hemos visto que cualquier recta que pasa por P, debe tener una ecuación de la forma: 
 


) x - x ( m = y -y 1 1  
 


Como por el punto P pasan una 
infinidad de rectas, la ecuación que se acaba 
de expresar, representará la que también pasa 
por el punto Q, solamente si se cumple la 
siguiente condición (de acuerdo a la Figura 14): 


 


R P
R N - Q N


 = 
R P
Q R


 = α tan = m  
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Pero: 
 


N M = R P


P M = R N
 


 
Y 
 


M O - N O = N M  
 
Por lo que: 
 


M 0 - N 0
P M - Q N


 = 
N M


P M - Q N
 = m  


 
También se ve que: 
 


x = M 0
x= N 0


y = P M


y = Q N


1 


2 


1 


2 


 
   


 


 
Sustituyendo en m: 
 


xx
yym


1 2 


1 2 


 - 
 -  =  


 
Que es la pendiente de la recta que pasa por dos puntos dados. 


 
Al sustituir este valor en la ecuación original, fórmula (VIII), obtenemos: 


 


)x- x (
xx
yy=y - y     


 - 
 -   1 


1 2 


1 2 
1 ........................................................................................... (IX) 


 
Que nos representará a la ecuación de todas las rectas que pasan por dos puntos 


conocidos. 
 


Esta misma ecuación se puede representar en el determinante siguiente: 
 


0 = 


   


 


   


   


yx1 


yx 1 


yx1 


yx1 


1 1 


2 2 


1 1 


.................................................................................................... (IX') 
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8 Ejercicios 
 
1. Determinar la ecuación de la recta que pasa por los puntos P(-3,5) y Q(7,-3). 
 
 SOLUCIÓN 
 


La ecuación debe tener la forma dada por la fórmula (IX), en la que sustituyendo las 
coordenadas de los puntos dados, se obtiene: 


 


5
12
 -  x 


5
4


 - = ) 3 + x (  
10
8


 - = ) 3 + x (  
3 + 7
5 - 3 -


 = 5 -y  


 
Despejando a y, se obtiene la ecuación buscada: 


 


5
13 + x  


5
4 - = y  


 
Ahora, por el determinante de la fórmula (IX'), tendremos: 
 


0 =   y3 +  x 3 + 35 -  x 5 +  y 7 + 9 =


 5   3 - 


  y  x


 3 - 7  


 5   3 - 


 


 
Reduciendo términos semejantes y ordenando: 
 


13 +  x 4 - =  y 5
26 +  x 8 - =  y 10


 


 
Despejando a y: 
 


5
13 + x  


5
4 - = y  


 
Se observa que se obtiene la misma ecuación de la recta. 


 
2. Los vértices de un triángulo son: A(-2,2), B(2,6) y C(6,-4): 
 


a) Demostrar que la recta que une los puntos medios de dos de sus lados es 
paralela al tercero. 


b) Demostrar que sus tres medianas se cortan en el mismo punto. 
c) Demostrar que el punto de intersección de las medianas, llamado centroide del 


triángulo, está situado a las dos terceras partes de la magnitud total de cada 
mediana, a partir del vértice correspondiente. 


d) Demostrar que las tres alturas se cortan en el mismo punto. 
e) Demostrar que las tres mediatrices son concurrentes. 
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SOLUCIÓN 
 


Llevando los datos a la gráfica de la Figura 15: 
 


a) Las coordenadas del 
punto medio del lado 
AB están dadas por: 


 


4 = 
2


6 + 2  
 =


2
y+y


 =y


0 = 
2


2 + 2 -
 =


2
x+x=x


 
  


  


     


B  A
M 


B  A
M 


1 


1 


 


 
Por tanto, las coordenadas del 
punto medio del lado AB son: 
 


) 4 , 0 (M  1  
 


Las coordenadas del punto 
medio del lado BC están 
dadas por: 
 


1 = 
2


4 - 6
 =


2
y+y


=y


4 = 
2


6 + 2
 =


2
x+x= x


 
  


   


    


C B 
M 


C B 
M 


2 


2 


 


 
Por tanto, las coordenadas del punto medio del lado BC son: 
 


) 1 , 4 (M  2  
 


Para que las rectas MM 2 1   y CA  sean paralelas, debieren tener la misma pendiente, lo 
cual necesitamos comprobar. Así tenemos que: 


 


Pendiente de 
4
3


 - = 
4 - 0
1 - 4


 =MM   2 1  


Pendiente de 
4
3


 - = 
8 -
6


 = 
6 - 2 -
4 + 2  


 = CA  


 
Puesto que ambas pendientes son iguales, las rectas son paralelas. 


 
b) En el inciso anterior, se determinaron las coordenadas de los puntos medios de los 


lados AB y BC, dados por M1 y M2, respectivamente. Las coordenadas del punto 
medio del lado AC están dadas por: 


 


2x
3M =


+−
=


+
=


2
62


2
xx CA  
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1 -y  M 3 
 = 


2
4 - 2  


 =
2


y+y
=  


  
  C  A  


 
Por tanto, las coordenadas del punto medio del lado AC son: 
 


) 1 - , 2 (M  3  
 
Para demostrar que las tres medianas se cortan en el mismo punto, primero se deben 
encontrar sus ecuaciones, para después hacer simultáneas dos de ellas y sustituir los 
valores encontrados en la tercera ecuación para comprobar que se verifican. Para esto, 
tendremos que la ecuación de cada mediana corresponde a la fórmula (IX) 
 
De acuerdo a la definición de la mediana, sustituimos los valores de las coordenadas de los 
puntos C y M1 en la fórmula (IX), para obtener la ecuación de la mediana M C 1 : 


 


8 +  x 
3
4


 - = ) 6 - x (  
6 - 0  
4 + 4 


 = 4 +y  


 
Despejando a y: 
 


4 + x  
3
4 - = y                          (1) 


 
Para la ecuación de la mediana 


MA 2 , sustituimos los valores de 
las coordenadas de los puntos A y 
M2 en la fórmula (IX): 


 


3
1


 -  x 
6
1


 - = ) 2 + x (  
2 + 4
2 - 1


 = 2 -y  


 
Despejando a y: 
 


3
5 + x  


6
1 - = y ...............................................................................................................(2) 


 
En el caso particular de la mediana MB 3  , según la Figura 16, observamos que los puntos 
por la que ésta pasa tienen la misma abscisa, por lo que esta recta es paralela al eje de 
ordenadas y su ecuación es simplemente: 
 


2 = x ............................................................................................................................(3) 
 
Para comprobar la ecuación anterior, se sustituyen las coordenadas de los puntos B y M3 en 
la fórmula (IX), multiplicando previamente ambos miembros de la ecuación por x2-x1 para 
evitar dividir entre cero: 
 


14 + x 7 - = 0  
14 + x 7 - = 6) - y (  0  


14 + x 7 - = ) 2 - x (  7 - = ) 2 - x (  ) 6 - 1 - ( = 6) - y (  ) 2 - 2 (
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Despejando a x: 
 


2 = x  
 
Con lo cual queda comprobado. 
 
Enseguida, haciendo simultáneas las ecuaciones (2) y (3), para lo cual sustituimos (3) en 
(2): 
 


3
4 y = 


3
5


 + 
3
1


 - = 
3
5


 + ) 2 (  
6
1


 - =  


 
De lo anterior, concluimos que el punto de intersección de las medianas MA 2  y MB 3  , 
representadas por las ecuaciones (2) y (3) es: 
 








  


3
4 , 2  I  


 
Sustituyendo las coordenadas del punto I en la ecuación (1), se obtiene: 
 


3
4


3
4


  
3


12
 + 


3
8


 - = ≡  


 
Con lo que queda demostrado que las medianas del triángulo se cortan en el mismo 
punto. 
 
c) Aplicando la fórmula de la distancia entre dos puntos, vista en el Capítulo 1, las 


distancias de C a I y de C a M1, son: 
 


10 M C
3


20 I C


1  =  100  =  64 + 36  =  ) 8 - ( + 6  =  ) 4- 4 - ( + ) 0 - 6 (  =


 =  
9


400  =  
9


256 + 
9


144  =  
9


256 + 16  =  ) 
3


16 - ( + 4  =  ) 
3
4 - 4 - ( + ) 2 - 6 (  =


2 2 2 2 


2 2 2 2 


 


 


De los resultados, se ve claro que M C
3
2 = I C 1   . 


 
De la misma forma, las distancias de A a I y de A a M2, son: 
 


 37  MA 


 37   
3
2A 


2  =  1 + 36  =  ) 1 - 2 ( + ) 4 - 2 - (  =


 =  
9


148  =  
9
4 + 


9
144  =  


9
4 + 16  =  ) 


3
4 - 2 ( + ) 2 - 2 - (  = I


2 2 


2 2 


 


 


Por tanto: MA
3
2 = IA 2     


 
Las distancias de B a I y de B a M3, están dadas por: 
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7 M B


) 7 (  
3
2 IB


3 = ) 1 + 6 ( +)2 - (2 


= 
3


14
 = 


3
4


 - 6 =)
3
4


 - 6 ( + ) 2 - 2 (= 


    = 


    


2 2 


2 2 


 


 


Por tanto: MB  
3
2


 = I B 3   


 
Con lo que queda comprobado que el centroide del triángulo está situado a las dos 
terceras partes de la longitud de cada mediana, a partir del vértice correspondiente. 


 
La Figura del inciso b), muestra los resultados obtenidos. 


 
d) Cada altura debe tener una ecuación igual a la fórmula (VIII), porque pasa por un 


punto conocido y su pendiente debe ser recíproca y de signo contrario con 
relación a la del lado respectivo. Las pendientes de cada lado del triángulo, están 
dadas por: 


 


Pendiente del lado 1BA  = 
4 -
4 -


 = 
2 - 2 -
6 - 2  


 =  


Pendiente del lado 
2
5


 -C B  = 
4 -


10 
 = 


6 - 2
4 + 6


 =  


Pendiente del lado 
4
3


 - CA = 
8 -
6  


 = 
6 - 2 -
4 + 2  


 =  


 
Sustituyendo las pendientes correspondientes en la ecuación de la recta que pasa por un 
punto dado, fórmula (VIII), tenemos que la ecuación relativa a la altura del lado BA  es: 
 


6 + x - = ) 6 - x (  1 - = 4 +y  
 


Despejando a y: 
 


2 + x - = y ....................................................................................................................(1) 
 
La ecuación de la altura relativa al lado C B  es: 
 


5
4


 +  x 
5
2


 = ) 2 + x (  
5
2


 = 2 -y  


 
Despejando a y: 
 


5
14 + x  


5
2 = y ...............................................................................................................(2) 


 
La ecuación de la altura relativa al lado CA  es: 
 


3
8


 -  x 
3
4


 = ) 2 - x (  
3
4


 = 6 -y  
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Despejando a y: 
 


3
10 + x  


3
4 = y                    (3) 


 
De las ecuaciones (1), (2) y 
(3), se tiene: 
 


3
10 =b ,  


3
4    =m


5
14 =b,  


5
2    =m


2  =b ,  1 - =m


    


    


   


3 3 


2 2 


1 1 


 


 
Sustituyendo los valores 
anteriores en la fórmula (V'), 
condición para que tres 
rectas sean concurrentes, 
se obtiene: 


 


0 = 
15


110 - 110
 = 


 = 
15


50 + 56 - 12 - 40 + 20 + 42 -
 = 


3
10
 + 


15
56


 - 
3
4


 - 
3
8


 + 
3
4


 + 
5


14
 - = 


 2  1 - 


 
3


10
 


3
4


 


 
5


14
 


5
2


 


 2  1 - 


 


 
Por tanto, las tres alturas se cortan en el mismo punto. 


 
La Figura 17, muestra los resultados obtenidos. 


 
e) Las mediatrices son perpendiculares a los lados de un triángulo y pasan por sus 


puntos medios. Como ya conocemos las pendientes de los lados, aplicando la 
condición de perpendicularidad, entonces las pendientes de las mediatrices 
serán recíprocas y de signo contrario. Por tanto, usando la fórmula (VIII), la 
ecuación de la mediatriz del lado BA  es: 


 
  x- = ) 0 - x (  - = 4 -y  


 
Despejando a y: 
 


4 + x  - = y ...................................................................................................................(1) 
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Siguiendo el mismo procedimiento, para la mediatriz del lado C B  se tiene: 
 


5
8


 -  x 
5
2


 = ) 4 - x (  
5
2


 = 1 -y  


 
Despejando a y: 
 


5
3 - x  


5
2 = y .................................................................................................................(2) 


 
Para la mediatriz del lado CA , se obtiene: 
 


3
8


 -  x 
3
4


 = ) 2 - x (  
3
4


 = 1 +y  


 
Despejando a y: 
 


3
11 - x  


3
4 = y                       (3) 


 
De las ecuaciones (1), (2) y 
(3) se tiene: 
 


3
11 - =b,  


3
4  =m


5
3 - =b  ,  


5
2  =m


4   =b  ,  1 - =m


    


  


  


3 3 


2 2 


1 1 


 


 
Aplicando la fórmula (V'), 
condición de concurrencia de 
tres rectas, se tiene: 
 


0 = 
15


101 - 101
 = 


 = 
15


55 - 12 + 24 - 80 + 22 - 9
 = 


3
11
 - 


15
12
 - 


5
8


 - 
3


16
 + 


15
22


 - 
5
3


 = 


 4  1 - 


 
3
11
 - 


3
4


 


 
5
3


 - 
5
2


 


 4  1 - 


 


Por tanto, las mediatrices son concurrentes, como se puede ver en la Figura 18. 
 
3. Un punto dista siete unidades del origen del sistema de coordenadas y la pendiente de la 


recta que lo une al punto A(3,4) es 1/2. Determinar las coordenadas del punto. 
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SOLUCIÓN 
 


Sea P(x,y) el punto por determinar. De acuerdo con el enunciado, su distancia el origen 
está dada por: 
 


7 =yx= O P    +   2 2  
 
Elevando al cuadrado ambos miembros: 
 


49 =y+x    2 2 ................................................................................................................(1) 
 
Como la pendiente de la recta que une los puntos P y A, debe ser igual a 1/2, entonces: 
 


Pendiente de 
2
1


 = 
3 -x 
4 -y 


 =  AP  


 
Quitando denominadores y simplificando: 
 


3 - x = 8 - y 2 
3 - x = ) 4 - y (  2


 


 
Despejando a x: 
 


5 -  y2 = x ....................................................................................................................(2) 
 
Sustituyendo (2) en (1), desarrollando y simplificando términos semejantes, se obtiene: 
 


0 = 24 - y 20 -y5


49 =y + 25 + y 20 - y 4


49 =y+ 5 - y 2 (


   
  


   )


2 


2 2 


2 2 


 


 
Resolviendo para y: 
 


5
14.83  10


 = 
5


 55   2  10
 = 


10
 55   4  20


 = 
10


 880   20
 = 


10
 480 + 400   20


 =y 
±±±±±


 


 
Considerando ambos signos, se tienen los siguientes valores de y: 
 


0.97 -y


4.97 y


 2 


1 


 = 
5


4.83
 - = 


5
14.83 - 10


 =


  = 
5


24.83
  = 


5
14.83 + 10


 =


  


 
 


 
Sustituyendo los valores obtenidos en la ecuación (2), tenemos: 
 


6.94 -x
4.94x


 2 


1 


 = 5 - 1.94 - = 5 - ) 0.97 - ( 2 =
  = 5 - 9.94  =   5 - ) 4.97 ( 2 =
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Por tanto, los dos puntos que satisfacen 
el problema son: 
 


) 0.97  - , 6.94  - ( P   ,   )  4.97 , 4.94 (P   2 1  
 
La Figura 19, muestra gráficamente los 
resultados obtenidos. 


 
4. Un punto es equidistante de A(2,1) y 


de B(-4,3) La pendiente de la recta que 


lo une con C(1,-1) es de 
3
2


. Encontrar 


dicho punto. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Sea P(x,y) el punto por determinar. De acuerdo con el enunciado, la distancia de P a A y de 
P a B debe ser la misma, es decir: B P =  AP . 
 
Aplicando la fórmula de la distancia entre dos puntos a la expresión anterior: 
 


       )3 - y ( +) 4 + x ( =)1 - y ( + ) 2 - x ( 2 2 2 2  
 
Elevando al cuadrado ambos miembros, desarrollando y reduciendo términos semejantes: 
 


20 + x 12 = y 4
9 + y 6 -y+ 16 + x 8 +x = 1 + y 2 -y + 4 + x 4 -x      2 2 2 2 


 


 
Despejando a y: 
 


5 + x 3 = y ...................................................................................................................(1) 
 
Según el enunciado, la pendiente del segmento C P , está dada por: 
 


3
2 = m  


 
La ecuación de la recta con pendiente m que pasa por el punto C, está dada por la fórmula 
(VIII), en la cual sustituimos los datos conocidos para tener: 


 


2 - x 2 = 3 + y 3
) 1 - x ( 2 = ) 1 + y ( 3 


) 1 - x (  
3
2


 = 1 +y 


 


 
Rearreglando la ecuación anterior: 
 


5 =  y3 - x 2 .................................................................................................................(2) 
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Sustituyendo (1) en (2), desarrollando y reduciendo términos semejantes, se obtiene: 
 


20 = x 7  -  
5 = 15 - x 9 - x 2 
5 = ) 5 + x 3 ( 3 - x 2


 


 
Despejando a x: 
 


7
20 - = x  


 
Sustituyendo el valor de x en (1): 
 


7
25  - y  = 


7
35


 + 
7
60


  - = 5 + ) 
7


20
  - ( 3 =  


 
Por tanto, las coordenadas del punto 
buscado son: 
 








  


7
25  - , 


7
20  -  P  


 
La Figura 20, muestra gráficamente los resultados obtenidos. 


 
Otra forma de resolver el problema se presenta a continuación: Apoyándonos en la figura 
20, las coordenadas del punto medio M del segmento BA  son: 
 


2  = 
2


1 + 3
 =


2
y+y


=y


1  - = 
2


2 + 4  -
 =


2
x+x=x


   
  


  


     


 AB 
M 


 AB 
M 


 


 
Por tanto, las coordenadas del punto M son: 
 


( ) 2 , 1  -  M  
 


Por ser recta que pasa por dos puntos conocidos, su pendiente está dada por: 
 


3
1


  - = 
6
2


  - = 
4 + 2
3 - 1


=m   BA    


 
Para obtener la ecuación de la mediatriz del lado BA , se aplica la ecuación de la recta que 
pasa por un punto dado, fórmula (VIII), y como son perpendiculares su pendiente será 
recíproca y de signo contrario, por lo que: 
 


3 + x 3 = ) 1 + x ( 3 = 2 -y  
 


Despejando a y: 
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5 + x 3 = y ..............................................................................................................(1) 
 


La ecuación de la recta que pasa por el punto C es de la forma (VIII), en donde 
3
2


 = m  


según el enunciado. Por tanto: 
 


3
2


 - x 
3
2


 = ) 1 - x (  
3
2


 = 1 +y  


 
Despejando a y: 
 


3
5 - x 


3
2 = y ...................................................................................................................(2) 


 
Igualando (1) y (2), reduciendo términos semejantes y simplificando, se tiene: 
 


20 - = x 7 
5 - x 2 = 15 + x 9  
3
5


 - x 
3
2


 = 5 + x 3


 


 
Despejando a x 
 


7
20  - = x  


 
Sustituyendo en (1): 
 


7
25  -y  = 


7
35


 + 
7


60
  - =  


 
Por tanto, las coordenadas del punto P buscado son: 
 








   


7
25  - , 


7
20  -  P  


 
5. Un triángulo equilátero tiene su base en el eje de las x y su vértice en el punto C(3,5). 


Determinar las ecuaciones de sus lados. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Como la base del triángulo se encuentra sobre el eje de las x, la ecuación del lado 
0 = y  es  BA . 


 
De las propiedades del triángulo, se sabe que: 
 


3 - =120  tan =m


3   =60 tan =m
   


      


  C B  


  CA   


°


°
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La ecuación del lado CA , se obtiene de acuerdo con la fórmula (VIII). Sustituyendo datos: 
 


3  3 -  x 3 = ) 3 - x (  3 = 5 -y  
 
Despejando a y: 
 


0.19 - x 3y  = 3  3 - 5 + x 3 =  
 


Siguiendo el mismo procedimiento, la 
ecuación del lado C B  será: 
 


3  3 +  x 3  - = ) 3 - x (  3  - = 5 -y  
 
Despejando a y: 
 


10.19 + x  3 -y  = 3  3 + 5 +  x 3  - =  
 
La Figura 21 muestra gráficamente los resultados obtenidos. 


 
6. Los vértices de un triángulo son: A(4,-2), B(-4,-4) y C(1,2). Determinar el centro de la 


circunferencia circunscrita a dicho triángulo. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Los datos del problema se 
presentan gráficamente en la 
Figura 22: 


 
El centro P es el punto donde 
concurren las tres mediatrices, por 
lo que basta determinar la 
intersección de dos cualesquiera 
de ellas, por lo que determinaremos 
sus ecuaciones. 
 
De esta manera, de acuerdo a la 
figura adjunta, para el punto 
medio del lado CA , M1, se tiene: 
 


0 = 
2


2 - 2
 =


2
y +y


=y


2
5


 = 
2


4 + 1
 =


2
x+x=x


 
 


    


     


 AC 
M 


 AC 
M 


1 


1 


 


 
Por tanto la coordenadas del punto M1 son: 
 








  0 , 


2
5 M   1  
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Para el punto medio del lado BA , M2, se obtiene: 
 


3 - = 
2


2 - 4 -
 =


2
y+ y


=y


0 = 
2


4 + 4 -
 =


2
x+x=x


 
 


    


      


 AB 
M 


 AB 
M 


2 


2 


 


 
Por tanto las coordenadas del punto M2 son: 
 


)3 - , 0 ( M  2  
 


Ahora para determinar las pendientes de los lados CA  y BA , aplicamos la fórmula 


xx


yy
 = m = θ tan


1 2 


1 2 


 - 
 - 


 ya conocida, las cuales, para las mediatrices serán recíprocas y de signo 


contrario, por lo que la pendiente del lado  AC  es: 
 


3
4  - = 


4 - 1
2 + 2 =


xx


yy
=m  


 - 
 - 


  
AC


AC
 AC   


 
Y la pendiente del lado  AB  es: 
 


4
1 = 


8  -
2  - = 


4 - 4  -
2 + 4  - =


xx


yy
=m  


 - 
 -   


AB


AB
 AB   


 
Una vez conocidos los resultados anteriores, aplicando la fórmula (VIII), obtendremos la 
ecuación de la mediatriz del lado  AC  es: 
 








  


2
5 - x   


4
3 = 0 -y  


 
Desarrollando y despejando a y: 
 


8
15 - x  


4
3 = y ................................................................................................................(1) 


 
Aplicando la fórmula (VIII), se obtendrá la ecuación de la mediatriz del lado  AB : 
 


( ) 0 - x  4  - = 3 +y  
 
Desarrollando y despejando a y: 
 


3 - x 4  - = y ..................................................................................................................(2) 
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Haciendo simultáneas (1) y (2): 
 


9 - = x 38
24 - x 32 - = 15 - x 6


: resdenominado Quitando


3 - x 4  - = 
8


15
 - x 


4
3


 


 
Despejando a x: 
 


38
9  - = x  


 
Sustituyendo en (2): 
 


19
39  - y = 


19
57


 - 
19
18
 = 3 -  


38
9


 -   4 - = 





  


 
Por tanto, las coordenadas del centro P de la circunferencia circunscrita en el triángulo son: 
 











19
39  - , 


38
9  -  P  


 
7. Una diagonal de un cuadrado une los vértices A(1,2) y C(2,5). Obtener las ecuaciones 


de los lados del cuadrado. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Tomando en consideración que cada lado del cuadrado forma un ángulo de °45  con la 
diagonal, podemos aplicar la fórmula (VI) en la cual: 
 


CA  lado del pendiente =
? = C B lado del pendiente =


1 = 45  tan = 


 
 


m
m


  Vtan


2 


1 


°


 


 


Donde, con apoyo de la expresión 
xx


yy
=m


12


12


 - 
 -   , se tiene que la pendiente del lado AC  es: 


3m 2  = 
1 - 2
2 - 5


 =  


 
Sustituyendo en la fórmula (VI) y simplificando: 
 


2 =m4
m - 3 =m 3 + 1


m  3 + 1
m - 3


 = 1


  
 


1 


1 1 


1 


1 
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Despejando a m1, se obtiene: 
 


2
1 =m  1  


 
Que es la pendiente del lado C B . 
 
De esta manera, la ecuación del lado C B  se obtiene sustituyendo valores en la fórmula 
(VIII): 
 


1 -  x 
2
1


 = ) 2 - x (  
2
1


 = 5 -y  


 
Despejando a y: 


 


4 + x  
2
1 = y  


 
Similarmente, la ecuación del lado D C , el cual es perpendicular al lado C B , es decir m=-
2; sustituyendo datos se tiene: 
 


4 +  x 2 - = ) 2 - x (  2 - = 5 -y  
 
Despejando a y: 
 


9 +  x 2  - =y  
 
Para la ecuación del lado DA  se tiene: 
 


2
1


 -  x 
2
1


 = ) 1 - x (  
2
1


 = 2 -y  


 
Despejando a y: 
 


2
3 + x  


2
1 = y  


 
Para la ecuación del lado 


 AB , el cual es 
perpendicular al lado C B , 
por lo que m=-2; sustituyendo 
valores: 
 


2 +  x 2 - = ) 1 - x (  2 - = 2 -y  
 
Despejando a y: 
 


4 + x  2 - = y  
 
La Figura 23 muestra gráficamente los resultados obtenidos. 
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8. Trazando perpendiculares desde el punto P(5,0) sobre los lados del triángulo cuyos 
vértices son A(4,3), B(-4,3) y C(0,-5). Demuéstrese que los pies de las perpendiculares 
están en línea recta. 
 


 SOLUCIÓN 
 


La Figura 24 muestra gráficamente los datos del problema. 
 
De la Figura 24, el punto D es de obtención inmediata: D(5,3) 
 
Basándose en la fórmula (IX), línea recta que pasa por dos puntos, la ecuación del lado 


CA  es: 
 


8 - x 2 = ) 4 - x (  2 = ) 4 - x (  
4 -
8 -


 = ) 4 - x (  
4 - 0  
3 - 5 -


 = 3 -y  


 
Despejando a y: 
 


5 - x  2 = y ...................................................................................................................(1) 
 
Con el propósito de encontrar las coordenadas del punto E, la ecuación de la perpendicular 


E P  al lado CA , con pendiente 
2
1


m −=  y como la recta pasa por el punto P(5,0), se tiene: 


 


) 5 - x (  
2
1


 - = 0 -y  


 
Despejando a y: 
 


2
5 + x  


2
1 - = y ...............................................................................................................(2) 


 
Haciendo simultáneas (1) y (2), por ser 
rectas concurrentes, se tiene: 
 


 
2
5


 + x 
2
1 -


 = 5 -x 2  


 
Multiplicando por 2 ambos miembros: 
 


15x5
5x10x4


=


+−=−
 


 
Despejando a x: 
 


3x =  
 
Sustituyendo en (1): 
 


1y =∴=−=−= 1565)3(2y  
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Por tanto las coordenadas del punto E son: E(3, 1) 
 
Siguiendo el mismo procedimiento, la ecuación del lado C B  está dada por la fórmula (IX), 
por ser recta que pasa por dos puntos dados; por lo que: 


 


8 - x 2 - = ) 4 + x (  2  - = ) 4 + x (  
4 + 0 
3 - 5 -


 = 3 -y  


 
Despejando a y: 
 


5 - x  2 - = y .................................................................................................................(3) 
 


La ecuación de la perpendicular F P  al lado C B  está dada por la fórmula (VIII), por ser recta 


que pasa por el punto dado P(5,0), con pendiente 
2
1


m = : 


 


) 5 - x (  
2
1


 = 0 -y  


 
Despejando a y: 
 


2
5 - x  


2
1 = y ..................................................................................................................(4) 


 
Haciendo simultáneas a (3) y (4), por ser rectas concurrentes, se tiene: 
 


5 - x 2 - = 
2
5


 -  x 
2
1


 


 
Multiplicando por 2 ambos miembros: 
 


5x5
10x45x


−=


−−=−
 


 
Despejando a x: 
 


1 - = x  
 
Sustituyendo en (3): 
 


3 - y = 5 - 2 = 5 - ) 1 - (  2 - =  
 
Por tanto las coordenadas del punto F son: 
 


) 3  - , 1  - ( F  
 
Como ya conocemos las coordenadas de los puntos D, E y F, recurrimos ahora a la 
condición para que tres puntos estén alineados: 
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0 = 21 - 21 = 15 + 1 + 9 - 3 - 9 - 5 = 


 3 5 


 3 -1 -


 1 3 


 3 5 


 


 
Siendo nulo el determinante, queda demostrado que los pies de las perpendiculares o 
sean los puntos D, E y F, están en línea recta. 
 
 


9. Ecuación para la distancia de un punto a una línea recta. 
 
 


Este concepto es de gran utilidad cuando se trabaja con puntos y rectas y las relaciones 
entre ellos. 
 


Obtendremos una fórmula para calcular la distancia desde un punto dado por sus 
coordenadas hasta una recta dada por su ecuación. Distancia que consideraremos siempre como 
la mínima; es decir, la distancia medida sobre la perpendicular a la recta dada y que pasa por el 
punto dado, como se ve en la Figura 25: 
 


Desde el punto P se trazan las perpendiculares a la recta y al eje de las x y formamos el 
triángulo rectángulo EFP. 
 


Del triángulo rectángulo EFP se 
deduce: 


 


P E
d


 =A  cos  


 
Despejando a d: 
 


 Acos P E = d              (1) 
 
Pero: 
 


H E - P H = P E  
 
Donde: 
 


b +x m = H E


y= P H


  
 


1 


1  


 
Sustituyendo: 
 


b -xm -y= P E     1 1 ...............................................................................................(2) 
 
Además, de la expresión pitagórica: 
 


Atan + 1 =A sec   22  
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La cual se puede expresar como: 
 


Atan1Asec 2+±=  
 
y como se sabe que: 
 


mAtan =  
 
Por otra parte, tenemos: 
 


sec A
1


 = A cos  


 
En la que sustituyendo los datos anteriores queda: 
 


     
 = 


    m + 1
1


Atan + 1  
1


 = A cos
22 ±±


.....................................................................(3) 


 
Sustituyendo (2) y (3) en (1): 
 


    
 - 


m + 1
b -x m y= d


2
1 1 


±
........................................................................................................ (X) 


 
Cuya expresión se le conoce como fórmula de la distancia de un punto dado a una recta 


dada. Los subíndices corresponden a las coordenadas del punto P(x1,y1). 
 


Se ha convenido en que la distancia sea positiva siempre que el punto esté arriba de la 
recta y negativa si está abajo. En estas condiciones, tal parece que el doble signo de la fórmula 
debe emplearse en cada caso el que convenga, para que la distancia resulte con el signo que le 
corresponda. Sin embargo, la fórmula tiene la propiedad de dar automáticamente la distancia y su 
signo algebraico empleando siempre ±  antes del radical, o sea que la fórmula se expresa 
definitivamente de la siguiente manera: 
 


    
  


m+ 1
b -x m -y


= d
2
1 1 ........................................................................................................ (X') 


 
 
9.1 Ejercicios 
 
1. Calcular la distancia desde el punto P(7,-3) hasta la recta y = x - 2. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Aplicando la fórmula (X'), para la cual según los datos: y1=-3, x1=7, m=1 y b=-2. 
 


 2 4  -d  = 
2


 2  8
  - = 


 2 
8  -


 = 
  1 + 1 


) 2 - ( - ) 7 ( ) 1 ( - 3  -
 =  


 
Por ser de signo negativo el resultado, el punto está por debajo de la línea recta. 
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2. Calcular la distancia desde el punto Q(5,8) hasta la recta y = x - 2. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Aplicando la fórmula (X'), con los datos: y1=8, x1=5, m=1 y b=-2. 
 


2
 2  5d  = 


2
5


 = 
  1 + 1 


) 2 - ( - ) 5 ( ) 1 ( - 8
 =  


 
Como el resultado tiene signo positivo, el punto está arriba de la línea recta. 
 
Cuando, en particular, se trata de la distancia del origen del sistema de coordenadas a 
una recta, como las coordenadas del origen del sistema son nulas, la fórmula (X') 
simplemente se reduce a la siguiente: 
 


    
 


m+ 1
b -= d


2
.........................................................................................................(X'') 


 
La Figura 26 muestra gráficamente la 
situación anterior. 


 
3. Calcular la distancia entre las rectas 


cuyas ecuaciones son: 
 


x  
3
4


 =    y,   6 - x  
3
4


 = y  


 
SOLUCIÓN 


 
Como las rectas dadas son paralelas, 
es decir tienen la misma pendiente, la 
distancia es la misma en cualquier 
región de ellas, como se observa en 
la Figura 27. En este caso, para 
mayor facilidad la distancia la 
calculamos desde el origen del 
sistema, por donde pasa una de 


ellas, hasta la recta 6 - x 
3
4


 = y . Se 


puede ver que O(0,0), b=-6 y m=4/3, 
entonces aplicando la fórmula (X''), 
se obtiene: 


 


5
18d  = 


3
5
6


 = 
 


9
25


 


6
 = 


 
9


16
 + 1 


6
 =  


 
Cuando la ecuación de la línea recta está expresada en su forma implícita, es decir, 
cuando tiene la forma Ax+By+C=0, la fórmula (X') toma el aspecto que indicaremos 
enseguida. Por lo pronto, de la ecuación de la recta se deduce: 
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B
C - + x  


B
 A- = y


C - A x - = y B
0 = C + y B +A x 


 


 
En donde, de acuerdo a la ecuación y=mx+b tenemos que: 
 


B
C - = b 


B
 A- = m   y    


 
Sustituyendo en la fórmula (X') se tiene: 
 


B
BA


B
C +yB +xA 


 =


B
A+ 1


BB
xA


+y
= d


2


22


1 1 


2


2


1 
1 


 + 


   


 
   


C +    
  


 
Simplificando: 
 


   
     


B+A


C +yB +xA
= d


22
1 1 ................................................................................................... (XI) 


 
En esta expresión no existe la misma propiedad de que la distancia resulte 
automáticamente con todo y su signo, sino que la fórmula realmente debe expresarse así: 
 


     
   


B+A


C +yB +xA 
 = d


22
1 1 


±
.................................................................................................. (XI') 


 
Del doble signo se empleará en cada caso el que convenga para que la distancia resulte 
con todo y su signo verdadero. Por consiguiente, consideraremos como más útil la fórmula 
(X'). 
 


4. Determinar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto P(-2222,4), hasta una 
circunferencia con centro en el origen del sistema de coordenadas, cuyo radio mide 2 
unidades. 


 
 SOLUCIÓN 
 


Cada una de las tangentes debe tener una ecuación obtenida de la fórmula (VIII), recta que 
pasa por un punto dado. Sustituyendo las coordenadas de P: 
 


2
m +  x m =  


2
1 + x   m = 4 -y 
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Despejando a y: 
 


4 + 
2
m + x  m = y ..........................................................................................................(1) 


 
Esta ecuación estará perfectamente definida en cuanto conozcamos el valor de la 
pendiente m. 
 
Precisamente con el fin de calcularla, tomaremos en cuenta que en los puntos de 
tangencia, el radio igual a 2 puede considerarse como la distancia del origen a cada 
tangente, por lo cual podemos emplear la fórmula (X''), para la cual se tienen: 


 


? = m


4 + 
2
m


 = b


2 = d


 


 
Así que sustituyendo tenemos: 
 


   


-


m+ 1


 4 + 
2
m


  
 = 2


2











 


 
Elevando a cuadrado ambos miembros: 
 


m+ 1


4 + 
2
m


= 4 2


2


 
 











 


 
Desarrollando y simplificando términos semejantes: 
 


16 + m  4 + 
4


m=m  4 + 4
2 


2    


 
Eliminando el denominador, multiplicamos por 4: 


64 + m  16 + m =m  16 + 16 2 2   
 
Rearreglando la ecuación: 
 


0 = 48 - m  16 - m  15 2  
 
Resolviendo la ecuación de segundo grado resultante: 
 


30
56  16m ±±±


 = 
30


 3136    16
 = 


30
 2880 + 256    16


 =  
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De lo anterior, se obtiene: 
 


3
4 -m


5
12


m


2 


1  


 = 
30
40 -


 = 
30


56 - 16
 =


 =  
30
72


 = 
30


56 + 16
 


  


=
 


 
Si sustituimos estos valores de m en la ecuación (1), obtendremos las ecuaciones de las 
tangentes: 
 


 
3


10 + x  
3
4 -y


5
26 + x  


5
12y


 =   
6


20
 +  x 


3
4


 - = 
6


24
 + 


6
4


 -  x 
3
4


 - = 4 + 
2
3
4


 -  x 
3
4


 - =   


 = 
10
52


 +  x 
5


12
 = 


10
40


 + 
10
12
 +  x 


5
12
 = 4 + 


2
5


12


 +  x 
5


12
 = 


 


 
La Figura 28 muestra gráficamente los 
resultados obtenidos. 
 


5. Utilizando la fórmula de la distancia de 
un punto a una recta, calcular el área 
del triángulo cuyos vértices son: A(-
3,4), B(5,3) y C(2,0) 


 
SOLUCIÓN 


 
La Figura 29 muestra gráficamente los 
datos y resultados obtenidos: 


Se sabe que el área de un triángulo es 


2
h b


 =A . Tomaremos como base b el 


lado BA  y como altura h positiva la 
distancia del punto C al lado BA , como 
se puede ver en la Figura 29. 
 
La longitud de la base b, distancia del 
lado BA , está dada por la fórmula (I) 
vista en el Capítulo I: 


 
 


      65  =  1 + 64  =) 3 - 4 ( +) 5 - 3 - (  = BA  = base = b 2 2  65 = b ∴  
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La ecuación del lado BA  se obtiene aplicando la fórmula (IX): 
 


8
3


 -  x 
8
1


  - = ) 3 + x ( 
3 + 5
4 - 3


 = 4 -y  


 
Despejando a y: 
 


 = 4 + 
8
3


 -  x 
8
1


  - = 
8
29 + x  


8
1  - y  


 
La altura h corresponde a la distancia de la línea recta al punto C(2,0), la cual se obtiene 
utilizando la fórmula (X'): 
 


 
 65 


27  - hd = 


8
 65 


8
29 - 2


 = 
 


64
1


 + 1 


8
29


 - ) 2 (  
8
1


 + 0
 =  =  


 
Tomando la altura h positiva y sustituyendo en la fórmula del área de un triángulo, se 
obtiene el área S del triángulo pedida: 
 


u13.5S 2    = 
2


27
 = 


2
 65 


27
   65 


 =  


 
 


10. Ecuación simétrica o primera forma normal de la ecuación de la recta. 
 


Si la recta no es paralela a ninguno 
de los ejes del sistema de coordenadas, 
intercepta a éstos en un punto, como se 
muestra en la Figura 30. Es decir se 
conocen los puntos p(a, 0) y p'(0, b). 
 


Vamos a expresar la ecuación de la 
recta en otra forma denominada simétrica o 
primera forma normal, en que los 
parámetros sean la abscisa y la ordenada 
al origen. Para esto, empezaremos por 
escribir la ecuación en su forma común, 
como lo indica la fórmula (III), en la cual la 
tangente está dada por: 


 


a
b


 - =A  tan = m  


 
Que al sustituir en la fórmula (III), se obtiene: 
 


b +  x 
a
b  - =y  
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Rearreglando la ecuación y dividiendo entre b, se tiene: 
 


b
b = 


b
y + 


b a
 xb 


b = y + 
a
 xb


 


 
Simplificando, se obtiene finalmente: 
 


1 = 
b
y + 


a
x


............................................................................................................. (XII) 


 
Que es la llamada ecuación simétrica de la recta. 
 
Esta ecuación puede considerarse como interesante, porque a partir de ella es muy rápido 


el trazado de una línea recta o porque a partir de la gráfica respectiva fácilmente se escribe la 
ecuación. 
 
 
10.1 Ejercicios 
 
1. Obtener la ecuación simétrica de la recta que pasa por el punto P(-6,-2) y es 


perpendicular a la línea recta 9 + x  
3
1


  - = y . 


 
 SOLUCIÓN 
 


Empezaremos por encontrar la ecuación de la recta según la fórmula (VIII), para la cual m = 
3 por condición de perpendicularidad, de acuerdo a la ecuación dada: 
 


18 +  x 3 = ) 6 + x (  3 = 2 +y  
 
Reduciendo términos semejantes y rearreglando la ecuación según la fórmula (XII), se 
tiene: 
 


16  - = y -  x 3  
 
Dividiendo entre –16: 
 


1
16
y


3
16
x


=
−


+
−


=
−


−
−


1
16
y


16
x3


 


 


Se observa que:  16 = b
3


16
 - = a   y   
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O bien: 
 


b =  16  = y0 = x


a = 
3


16  - = x0 = y


  :  tanto Por  .  16  - =  y -  :    Para


  :  tanto Por  .  16  - = x 3  :    Para
 


 
Sustituyendo en la fórmula (XII): 
 


1 = 
16
y + 


3
16  -


x
 


 
2. Determinar la ecuación de una recta que pasa por el punto P(3,2222), sabiendo que la suma 


de las longitudes de los segmentos que la determinan sobre los ejes de coordenadas es 
6. 


 
SOLUCIÓN 


 
Del enunciado del problema, la suma de la abscisa y la ordenada al origen debe ser igual 
a 6, es decir: 
 


6 = b + a  
 
Despejando a b: 
 


a - 6 = b ......................................................................................................................(1) 
 
Como la ecuación de la recta por determinar debe ser como la fórmula (XII), se sustituye el 
valor de b: 
 


1 = 
a - 6


y + 
a
x


.................................................................................................................(2) 


 
Como la recta pasa por el punto P, las coordenadas de éste deben verificar la ecuación (2) 
Sustituyendo y simplificando: 
 


  


a  ) a - 6 ( = 
2
a


 + ) a - 6 (  3


1 = 
a  ) a - 6 (


2
a


 + ) a - 6 (  3


1 = 
a - 6


2
1


 + 
a
3


 


 
Multiplicando por 2 ambos miembros: 
 


2a2a12aa636 −=+−  
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Por tanto: 
 


036a17a2 2 =+−  
 
Resolviendo la ecuación de segundo grado resultante: 
 


4
1  17 a ±±


= 
4


 288 - 289   17
 =  


 
Los valores de a que satisfacen la ecuación son: 
 


4a


2
9 a


2


1  


==
−


=


===


4
16


4
117


 
4


18
  


4
1 + 17


 
 


 
Sustituyendo en b; ecuación (1): 
 


2b
2
3 b


2


2


=−=


==


46


 
2
9


 - 6  
 


 
De los resultados obtenidos, 
observamos que hay dos rectas 
que satisfacen las condiciones del 
problema, las cuales se obtienen 
sustituyendo valores en la fórmula 
(XII): 
 


1 = 
2
y   +   


4
x 


1 = 


2
3
y + 


2
9
x


 


 
La Figura 31 muestra gráficamente, los resultados obtenidos. 
 
 


11. Segunda forma normal de la ecuación de la recta o ecuación de Hess. 
 


La recta queda determinada por la longitud de su perpendicular trazada desde el origen 
del sistema de coordenadas y el ángulo positivo B, que la perpendicular forma con el eje de las x. 
 


La perpendicular a la recta se representa por p, la cual se considera siempre positiva por 
ser una distancia. Ver la Figura 32. 


 
En este caso, vamos a lograr que la ecuación resultante contenga como parámetros la 


magnitud p positiva, precisa y rigurosamente positiva, de la perpendicular llevada del origen de 
coordenadas a la recta y el ángulo que esta perpendicular forma con el eje de la x. Partiremos de 
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la ecuación simétrica, fórmula (XII), para la cual: 
 


a
p


 = β cos  


 
Despejando a a: 


 


β cos
p


 = a  


 
Además según la Figura 32: 


 


β sen = 
b
p


 = )  β - 90 ( cos °  


 
Despejando a b: 


 


β sen
p


 = b  


 
Sustituyendo en la fórmula (XII): 
 


1 = 
p
β seny  


 + 
p
β cosx  


1 = 


β sen
p
y


 + 


β cos
p
x


 


 
Multiplicando ambos miembros por p: 
 


pβsenyβcosx =+  
 
Finalmente: 


 
0 = p - β sen  y+ β cos x ............................................................................... (XIII) 


 
Relación en la que ββββ y p son los parámetros. 


 
Esta es la segunda forma normal de la ecuación de la recta y sólo falta ver como se puede 


obtener fácilmente en cada problema a partir de la ecuación con la que tiene más parecido y es con 
la fórmula (IV), cuya forma es Ax+By+C=0. 
 


Para lograr nuestro propósito, debemos admitir que los coeficientes respectivos de ambas 
ecuaciones son proporcionales, razón por la cual podemos tener: 


 


AK = β cos  : tanto Por  .K  = 
A
β cos


...........................................................................(1) 
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B K = β sen  :  tanto Por  .K = 
B
β sen


...........................................................................(2) 


 


C  K  - = p  :  tanto Por  .K  = 
C
p  -


..................................................................................(3) 


 
De (1) y (2) resulta, elevando al cuadrado: 
 


BK = βsen


AK = βcos
2 2  2 


2 2  2 


    
   


 


 
Despejando a K: 
 


     
 


B+A


1= K
2 2 ±


 


 
Sustituyendo este valor en las ecuaciones (1), (2) y (3), se tienen las siguientes 


expresiones: 
 


B+A


A = β cos
2 2     ±


................................................................................................(1´) 


    B +A


A = β sen
2 2 ±


...............................................................................................(2´) 


     B+A


C - = p
2 2 ±


.......................................................................................................(3´) 


 
De acuerdo con todo esto, la ecuación normal puede expresarse de la siguiente forma: 
 


0 =
B +A


C


B+A


 yB


B+A


xA  
     


 + 
      


 + 
      2 2 2 2 2 2 ±±±


.............................................. XIV 


 
Esta ecuación nos hace ver que para obtener la segunda forma normal a partir de la 


ecuación, de la forma general Ax+By+C=0, basta dividir ésta entre el radical    B +A 2 2 ± , 
debiendo tomar para el radical el signo contrario al que tenga el término independiente C en la 
ecuación dada, con objeto de que el valor de p sea siempre positivo, como dijimos desde un 
principio. 
 
 
11.1 Ejercicios 
 
1. Obtener la ecuación normal de la recta dada por la ecuación: 0 = 25 -  y3 - x 4 . 


 
SOLUCIÓN 


 
Comparando con la ecuación general Ax + By + C = 0 se tiene que: 
 
A = 4, B = -3 y C = -25 
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Calculando el radical:     B+A 22  
 


5  + =  25    =  9 + 16 = )3 (- +4= B+A        222 2  
 
Como el signo de la raíz cuadrada debe ser contrario al término independiente, que en 
este caso, según la ecuación dada es -25, así que: 
 


     5 + =B+A 22  
 
Una vez definido el signo, dividimos la ecuación dada entre +5, es decir: 
 


 0 = 
5
25


 - 
5
 y3


 - 
5
 x4


 


 
Finalmente: 
 


0 = 5 -   y
5
3 - x  


5
4  


 
2. Determinar la ecuación normal de la recta cuya ecuación es: 0 = 33 +  y8 + x 6  


 
SOLUCIÓN 


 
En este caso se tiene que: 
 
A = 6; B = 8 y C = 33 
 
Por lo que: 
 


10  =  100   =  64 + 36   8+6=B+A            222 2 =  
 
Tomando signo contrario al que tiene C, dividimos la ecuación dada entre -10 y queda: 
 


0 = 
10
33 -   y


10
8 - x  


10
6  -  


 
 
12 Problemas de la línea recta, considerada como lugar geométrico. 
 


Veremos en este tema la parte correspondiente a uno de los problemas fundamentales de 
la geometría analítica, que consiste en encontrar la ecuación representativa del lugar geométrico 
que se trate y comprobar que las coordenadas de un punto perteneciente a dicho lugar 
geométrico satisfacen a su ecuación. 
 


Se da el nombre de lugar geométrico a todo conjunto de puntos que tienen la misma 
propiedad o que se rigen por la misma ley. Un ejemplo más sencillo y más común de lugar 
geométrico es la circunferencia, puesto que absolutamente todos sus puntos participan de la 
propiedad de equidistar del centro. 
 


También es un lugar geométrico la mediatriz de un segmento de recta, porque todos los 
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puntos de ella equidistan de los extremos del segmento. Lo mismo podemos decir de la bisectriz 
de un ángulo, en atención de que todos los puntos de ella equidistan de los lados del ángulo. 


Tomando en consideración que todo lugar geométrico es una línea recta o curva, debe 
tener una ecuación y para determinarla, en cada caso, se procede de la siguiente manera: 
 
1. Se empieza por suponer la existencia de un punto M(x,y) dotado de cierta ley de 


movimiento, en que su recorrido describe el lugar geométrico en cuestión. 
 


2. Por medio de una igualdad se escribe la condición de movimiento del punto generador del 
lugar geométrico. 


 
3. Se hacen intervenir en la condición antes citada las constantes o datos del problema y las 


variables, que no son más que las coordenadas del punto móvil M(x,y). La expresión 
resultante es la ecuación del lugar geométrico, en la que comúnmente se hacen las 
transformaciones necesarias para lograr escribirla en la forma más simple posible. 


 
 
12.1 Ejercicios 
 
1. Obtener la ecuación de la mediatriz del segmento de recta cuyos extremos son: 


P(-2,6) y Q(6,-4). 
 


SOLUCIÓN 
 


Haciendo la gráfica (Figura 33) de 
los datos conocidos y aplicando el 
procedimiento anterior: 


 
1. Se considera un punto M(x,y) en 


movimiento, representado en la 
Figura 33. 


 
2. La condición del movimiento 


del punto M es: 
 


Q M = P M                   (1) 
 
3. Aplicando la fórmula (I), distancia entre dos puntos, se tiene: 
 


     


    


) 4 + y ( +)6 - x (= Q M


) 6 - y ( +) 2 + x (= P M
2 2 


2 2 


 


 
Sustituimos en (1): 


 
     ) 4 + y ( +) 6 - x ( = ) 6 - y ( +) 2 + x ( 2 2 2 2  


 
Elevando al cuadrado, desarrollando y simplificando: 
 


12 - x 16 = y 20
16 + y 8 +y + 36 + x 12 -x = 36 + y 12 -y + 4 + x 4 +x     2 2 2 2 
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Despejando a y: 
 


5
3 - x  


5
4 = y  


 
El resultado es la ecuación de una recta. 


 
Comprobación: Determinamos las coordenadas del punto medio M1 del segmento 


Q P : 
 


1 = 
2


4 - 6  
 =y


2 = 
2


6 + 2 -
 =x


 


 


M


M


1 


1 


 


 
Por tanto: 
 


) 1 , 2 (M  1  
 


Ahora, la pendiente de 
4
5


 - = 
8


10
 - = 


6 - 2 -
4 + 6 


 = Q P . Por lo que 
5
4


 = m , por ser 


perpendiculares. De esta forma la ecuación de la mediatriz es: 
 


5
8


 -  x 
5
4


 = ) 2 - x (  
5
4


 = 1 -y  


 
Finalmente, despejando a y: 
 


5
3 - x  


5
4 = y  


 
Con lo cual se comprueba el resultado obtenido. 


 
2. Obtener las ecuaciones de las 


bisectrices de los ángulos formados por 
las rectas cuyas ecuaciones son: y = x - 
4 , y = -x + 6. 


 
SOLUCIÓN 


 
Haciendo la gráfica (Figura 34) de los 
datos dados y las bisectrices: 


 
1. Se considera un punto móvil 


M(x,y), según la figura adjunta, para 
obtener la ecuación de la bisectriz 


Q P . 
 


2. La condición de movimiento del 
punto M es: 
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d=d 2 1   ..................................................................................................................(1) 
 


3. Pero, según la fórmula de la distancia de un punto a una recta, 
m + 1 


b -x m -y
= d


2 


1 1    . 


Sustituyendo valores, se tiene: 
 


)recta la de arriba punto el estar por  (  
 2 


6 - x +y 
    = 


 1 + 1 
6 - x +y 


    =d


) recta la de abajo punto el estar por (  
 2 


4 + x -y 
  - = 


 1 + 1 
4 + x -y 


  - =d


  


 


2 


1 


+


- 
 


 
Sustituimos en (1): 


 


2 =   y2
6 - x + y = 4 - x +  y -


 2 
6 - x +y 


 = 
 2 


4 + x -y 
  -


 


 
Por tanto, la ecuación de la bisectriz Q P  es: 
 


1 = y  
 
Para la bisectriz SR , la condición de movimiento del punto M' es: 
 


d=d 4 3   ..................................................................................................................(2) 
 
Procediendo de manera similar al caso anterior, se tiene: 
 


 2 
6 - x +y 


 d


 2 
4 + x -y 


 d


 


 


4 


3 


=


=
 


 
Sustituyendo en (2): 
 


10 = x  2
 2 


6 - x +y 
 = 


 2 
4 + x -y 


 


 
Despejando a x, obtenemos la ecuación de la bisectriz SR : 
 


5 = x  
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LA PARÁBOLA 
 
 
CONTENIDO 
 
1. Ecuación de la parábola horizontal con vértice en el origen 
 


1.1 Análisis de la ecuación 
1.2 Ejercicios 


 
2. Ecuación de la parábola vertical con vértice en el origen 
 


2.1 Ejercicios 
 
3. Ecuación de la parábola horizontal con vértice fuera del origen 
 
4. Ecuación de la parábola vertical con vértice fuera del origen 
 
5. Forma general de las ecuaciones de la parábola horizontal y vertical con vértice 


fuera del origen 
 
6. Ejercicios 
 
7. Posición general de la parábola y su ecuación 
 
 


Esta cónica llamada parábola, se describe geométricamente como la curva que resulta al 
interceptar un cono recto circular y un plano paralelo a la generatriz del cono. Ver Figura 1 


 


 


���������������������������
���������������������������
���������������������������
���������������������������
���������������������������
���������������������������
���������������������������


 
 
 


 
Definición: La parábola es el lugar geométrico de todos los puntos de un plano que 


participan de la propiedad de equidistar de un punto fijo llamado foco y de una recta fija, que no 
pasa por el punto, llamada directriz. 
 
 


Elementos de la parábola: Al punto fijo llamado foco lo representaremos con F, a la recta 


Figura 1 
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fija llamada directriz con D D ′ . La distancia entre el foco y la directriz lo representamos por p, en 
donde p>0. El vértice de la parábola con V 
 
 


La recta perpendicular a la directriz y que pasa por el foco y por el punto de la parábola 
llamado vértice (V), se llama eje de la parábola. La posición del eje determina la posición de la 
parábola. La parábola siempre es simétrica con respecto a su propio eje. 
 
 


De acuerdo a la definición de la parábola, el punto medio entre la directriz y el foco 
pertenece al lugar geométrico y se llama vértice. 
 


Directriz de la parábola es la recta perpendicular al eje de la parábola y está a la misma 
distancia del vértice que el vértice del foco. 
 
 
1 Ecuación de la parábola horizontal con vértice en el origen. 
 


Empezaremos haciendo que el vértice coincida con el origen del sistema de coordenadas 
y que el eje de la parábola sea el eje de las x. Ver Figura 2. 
 


Puesto que la distancia de la directriz al foco es p, las coordenadas del foco son ) 0 , 
2
p


 ( F  


y la ecuación de la directriz es 
2
p


  - = x  


(Figura 2). Consideramos un punto M(x, 
y) del lugar geométrico, trazamos una 
recta M Q  perpendicular  a la directriz, 
paralela al eje de las x, por lo que las 


coordenadas de Q son )  y, 
2
p


 - ( ; después 


se traza la recta F M . 
 


De acuerdo a la definición de la 
parábola, la condición de movimiento de 
M es: 


 
 M Q = F M                                 (1) 


 
Aplicando la fórmula de la distancia entre dos puntos: 


 


     y+) 
2
p


 - x (= F M 2 2  


 
Y de acuerdo a la Figura 2: 


 
R Q + M R = M Q  
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En donde: 
 


2
p


 = R Q 


 x= M R
 


 
Por lo que: 
 


2
p


 + x = M Q  


 
Sustituyendo en (1) estos valores, se tiene: 
 


     
2
p


 + x = y+) 
2
p


 - x ( 2 2  


 
Elevando al cuadrado y desarrollando: 
 


4
p+ x p +x=y +


4
p + x p -x


2
p


 +x y+
2
p


 - x 


2 
2 2 


2 
2 


2 
2 


2 
2 


      


   =       































 


Simplificando y despejando a y2: 
 


x p 2 = y 2 .....................................................................................................................(I) 
 
 
1.1. Análisis de la ecuación. 
 


Considerando totalmente desconocida la forma de la curva, así como su posición y sus 
características principales debemos analizar la ecuación (I), para obtener ese conocimiento. 
conviene despejar a cada una de las variables de la ecuación, por lo que: 


 
 x  p  2   = y ± ............................................................................................................(αααα) 


p  2
y= x


2 


 .......................................................................................................................(ββββ) 


 
El análisis de la ecuación consta de las siguientes fases: 


 
Primera: Saber si la curva es simétrica o asimétrica. La ecuación (αααα) demuestra que la 


curva es simétrica con relación al eje de las abscisas, porque para un valor de x 
se obtienen dos valores de y iguales y de signos contrarios. En cambio, la curva es 
asimétrica con relación al eje de las ordenadas, porque según la ecuación (ββββ), 
para cada valor de y sólo se obtiene un valor de x. 


 
Segunda: Determinar los puntos de intersección de la curva con los ejes de coordenadas. Si 


x=0, resulta y=0, lo cual significa que el único punto común de la curva con los ejes 
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es el origen del sistema de coordenadas. 
 
Tercera: Determinar las zonas 


donde existe y donde 
deja de existir la curva. 
La ecuación (αααα) permite 
ver que cuando el 
parámetro p es 
positivo, la variable x 
sólo debe recibir valores 
positivos porque de 
otro modo los de y 
resultan imaginarios. 
Esto significa que, 
cuando p>0, la curva 
solamente existe a la 
derecha del origen del 
sistema y la región 
izquierda es zona 
imaginaria de la 
parábola. En cambio, si p<0, la ecuación solamente existe a la izquierda del 
origen del sistema. 


 
Cuarta: Investigar si la curva es abierta o cerrada. La misma ecuación (αααα) justifica que la 


curva es abierta, porque si x aumenta indefinidamente, también y aumenta en la 
misma condición. 


 
En síntesis, la parábola tiene la forma aproximada que se muestra en la Figura 3. 
 
En ambos casos la ecuación es de la forma (I) y se dice que la parábola es horizontal con 


vértice en el origen. 
 
 
LADO RECTO 
 


Se llama ancho focal o latus rectum de la parábola, la magnitud del segmento de recta 
Q Q ′  perpendicular al eje de la parábola que pasa por el foco. Para calcularlo se hacen 


simultáneas la ecuación 
2
p


 =x  con la ecuación de la parábola   xp  2 =y  2 , obteniéndose así que: 


 
22 p


2
p


2py ==  


 
Extrayendo raíz cuadrada en ambos miembros: 
 


py ±=  
 


Por lo tanto: 
 


p 2 = Q Q = recto lado  focal Ancho ′o  
 
A la distancia que hay entre el foco de una parábola y cualquier punto de la misma, se 
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llama radio focal. 
 
 
1.2 Ejercicios 
 
1. Encontrar las coordenadas del foco y la ecuación de la directriz para la parábola cuya 


ecuación es x 8 =y  2 . 
 


 
 SOLUCIÓN 
 


Comparando con la ecuación (I), tenemos: 
 


2 
2
p


4


 = 
2
4


 = 


 = 
2
8


 = p 


8 = p 2


 


 
Entonces, las coordenadas del foco son: 
 


) 0 , 2 ( F  
 
Y la ecuación de la directriz es: 
 


2  - = 
2
p  - = x  


 
2. Encontrar las coordenadas del foco y la ecuación de la directriz para la parábola  con 


ecuación x  16  - = y 2 . 
 
 SOLUCIÓN 
 


Comparando la ecuación dada con la ecuación (I), tenemos: 
 


4 -
2
p


8 -p


 = 
2
8  - 


 = 


 = 
2


16
  - = 


16  - = p 2


 


 
Como p es negativo, entonces las ramas de la parábola son hacia la izquierda, por lo que 
las coordenadas del foco son: 


 
) 0 , 4  - ( F  
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Y la ecuación de la directriz es: 
 


4 = x  
 
3. Una parábola horizontal con vértice en el origen pasa por el punto A(-2,4). Determinar su 


ecuación. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Dicha ecuación debe tener la forma de la fórmula (I) y las coordenadas del punto deben 
verificarla, por lo que: 


 


2 - = 
2
p


4 - = p


8 - = 
2 -


16
 = p 2


) 2 - ( p 2 = 16


 


 
La ecuación de la parábola es: 


 
x 8 - = y 2  


 
La gráfica se muestra en la 
Figura 4. 


 
 
2 Ecuación de la parábola vertical con vértice en el origen. 
 


Para encontrar la ecuación de la parábola vertical con vértice en el origen del sistema 
V(0,0), previamente necesitamos hacer constar que la ecuación ya conocida x p 2 =y  2 , también se 
puede expresar de acuerdo con la Figura 5: 
 


Ya sabemos que: 
 


 xp 2 = y 2  
 


Pero de acuerdo a la Figura 5 
tenemos: 
 


MA   p 2 =) M B (  2  
 


Se observa en dicha Figura 5 
que, M B  representa la distancia de un 
punto cualquiera de la curva a su eje de 
simetría, en tanto MA  es la distancia 
del mismo punto cualquiera a la 
perpendicular al eje que pasa por el 
vértice. 
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Primer método. 
 


Esta manera de escribir la ecuación y los significados de los segmentos M B  y MA , nos 
permitirán deducir la ecuación de la parábola vertical con vértice en el origen y las 
correspondientes a otras posiciones de la parábola. 
 


Apoyándonos en la Figura 6 y 
aplicando los conceptos anteriores, para 
este caso se tiene: 
 


M R  p 2 =)M Q (  2  
 


Pero: 
 


 y= M R x   y   = M Q  
 


Sustituyendo en la expresión 
anterior se tiene: 
 


  yp  2 = x 2                             (II) 
 
 
Segundo método. 
 


Por otra parte, basándose en la Figura 6 y de acuerdo a la definición de la parábola, 
tenemos: 


 
F M = N M .....................................................................................................................(1) 


 
Aplicando la expresión para determinar la distancia entre dos puntos, obtenemos: 


 


    =    


         


)
2
p


 - y ( +x) 
2
p


 - y ( +)0 - x ( = F M


)
2
p


 + y (=) 
2
p


 + y ( +) x - x (= N M


2 2 2 2 


2 2 2 


 


 
Sustituyendo en la ecuación (1): 


 


  +   ) 
2
p


 - y (x = )
2
p


 + y ( 2 2 2  


 
Elevando al cuadrado: 


 






















       ) 


2
p


 - y ( +x= ) 
2
p


 + y ( 2 2 


2  
2 


2  
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Desarrollando: 
 


) 
2
p


 - y ( x=) 
2
p


 + y ( 2 2 2 +    


4
p+  y 


2
p


  2 -y+x=
4


p+  y 
2
p


  2 +y
2 


2 2 
2 


2          


 
Simplificando: 


 
  yp -x =  y p  2  


 
Despejando a x2: 


 
  yp  2 =x  2 ..................................................................................................................(II) 


 
Como se ve, hemos obtenido la misma ecuación (II) de la parábola vertical con vértice en 


el origen del sistema de ejes cartesianos. 
 


En donde también se cumple que si el parámetro p es positivo, la concavidad de la curva 
está dirigida hacia arriba y, si es negativo, hacia abajo, con vértice en (0,0), foco en (0,p/2) y 


ecuación de la directriz 
2
p


y −= . 


 
 
2.1 Ejercicios 
 
1. Encontrar las coordenadas del foco y la ecuación de la directriz para la parábola 


  y6 =x  2 . 
 
 SOLUCIÓN 


 
Comparando la ecuación dada con la fórmula (II), tenemos que: 


 


2
3


 = 
2
p


 


3 = 
2
6


 = p


6 = p 2


 


 
Entonces, las coordenadas del foco son: 


 








  


2
3 , 0  F  


 
Y la ecuación de la directriz es: 


 


2
3 - = y  
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2. Escribir la ecuación de la parábola con foco en F(0,5) y cuya ecuación de la directriz es 
5y −= . 


 
 SOLUCIÓN 
 


Como el foco está sobre el eje y, indica que es una parábola vertical con vértice en el 
origen, por lo que la forma de la ecuación está dada por la fórmula (II). 


 


Además, por definición 
2
p


 es la distancia del vértice al foco, por lo que 5 = 
2
p


. 


 
Por tanto, 10p =  y 202p = , lo que sustituido en la ecuación, se tiene: 


 
20yx =  


 
3. Una parábola de eje vertical, vértice en el origen, tiene su foco en el punto F(0,2). 


Determinar su ecuación. 
 
 SOLUCIÓN 
 


La forma de la ecuación es igual a la fórmula (Il). En este problema, según datos: 
 


8 = p 2
4 = p


2 = 
2
p


 


 
Así que la ecuación es: 


  y8 =x  2  
 
 


3. Ecuación de la parábola horizontal con vértice fuera del origen. 
 


Las ecuaciones de la parábola vistas anteriormente, son válidas solamente en el caso de 
que el vértice esté en el origen y que el eje de simetría de la parábola sea el eje x o el eje y. 
 


Veamos el caso en que el vértice está en un punto cualquiera que no es el origen y que el 
eje de simetría de la parábola es paralelo al eje x. 
 
Primer método. 
 


Para deducir la ecuación correspondiente, nos apoyaremos en la definición de la parábola. 
El vértice está ahora en V(h, k) y la distancia del vértice al foco y del vértice a la directriz sigue 


siendo 
2
p , como se ve en la Figura 7: 


 
De la Figura 7 y de acuerdo a la definición, tenemos . 


 
F M = N M                                 (1) 
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Aplicando la ecuación de la distancia 
entre dos puntos, tenemos: 
 


    


    =     


)k - y ( +) 
2
p
 + h ( - x  = F M


0 +) 
2
p
 - h ( - x ) y - y ( +) 


2
p
 - h ( - x = N M


2 
2  


2  
2 


2  


























 


 
Sustituyendo en (1) y elevando al 
cuadrado ambos miembros: 
 


)k - y ( +) 
2
p


 - h - x ( =)
2
p


 + h - x (


) k - y ( +) 
2
p


 + h ( - x =) 
2
p


 - h ( -x 


2 2  2  


2 
2  2  


    


    















 


 
Desarrollando: 
 


2
2


22
2


22 k)(yh
2
p2x


2
p22hx


2
phxh


2
p2x


2
p22hx


2
phx −++−−+=−++ 







+−







+  


 
Simplificando: 
 


) k - y ( + h p + x p - x h 2 - 
4
p + h + x = h p - x p + x h 2 - 


4
p + h 2 


2 
2 2 


2 
2 2  +x  


 
Reduciendo términos semejantes: 
 


2


2


k)(yh)2p(x


k)(y2ph2px


−=−


−=−
 


 
Finalmente, rearreglando la ecuación anterior: 
 


) h - x ( p 2 =) k -  y(  2  .................................................................................................(III) 
 


Es la ecuación de una parábola horizontal con vértice en ) k , h ( , foco en 





 k , 


2
p


 + h  y 


ecuación de la directriz 
2
p


 - h = x . 
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Segundo método. 
 


Otra forma de obtener la ecuación 
de la parábola horizontal con vértice 
fuera del origen es aplicando los 
significados de los segmentos M B  y   MA  
vistos con anterioridad y que aplicados a 
la Figura 8, tenemos: 
 


M B  p 2 =) M C (  2   
 


Solamente que en la Figura 8 se 
tiene: 
 


h - x = BA  - MA  = M B


k - y = C D - M D = M C
 


 
Así que la ecuación es: 


 
) h - x ( p 2 =) k -  y(  2  .................................................................................................(III) 


 
Es decir que, hemos obtenido la misma ecuación ordinaria (III) de la parábola horizontal 


con vértice en V(h, k). 
 
 
4 Ecuación de la parábola vertical con vértice fuera del origen. 
 


Obtendremos ahora la ecuación de la parábola vertical con vértice fuera del origen, de 
acuerdo a la siguiente Figura 9: 
 
Primer método. 
 


De la definición de la parábola, tenemos que: 
 


F M = N M .....................................................................................................................(1) 
 
Aplicando la fórmula para la distancia entre dos puntos: 
 


   
2
p + k  -  y  + ) h - x (  = F M


   
2
p - k  -  y   =    


2
p - k  -  y  + 0  =    


2
p - k  -  y  + ) x - x (  = N M


2  
2 


2  2  2  
2 














































































 


 
Sustituyendo en (1): 


 


  +         
2
p


 + k  - y ) h - x (=  
2
p


 - k  -y 
2  


2 
2  
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Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad: 
 



















2
p - k -y  +) h - x (


2
p + k -y 


2 
2 


2 


  =  


 
Desarrollando: 
 


 k 
2
p


 2 + y 
2
p


 2 - y k 2 - 
4


p+ k+ y+)h - x (  =  k 
2
p


 2 - y 
2
p


 2 + y k 2 -
4


p+k +y
2 


2 2 2 
2 


2 2           


 
Simplificando: 
 


) h - x ( = ) k - y ( p 2


) h - x ( = k p 2 - y p 2


k p + y p - y k 2 -)h - x ( = k p - y p + y k 2 -


2 


2 


2   
 


 
Rearreglando la ecuación: 


 
) k -  y( p 2 =) h - x (  2                          (IV) 


 
Esta es la ecuación de una parábola 


vertical con vértice en k) , (h , foco en 











2
p


 + k , h  y ecuación de la directriz 
2
p


 - k = y . 


 
Segundo método. 
 


De acuerdo a la Figura 9 y el significado de los segmentos AM y BM ya vistos y aplicados. 
En este caso tenemos que la expresión 2pyx 2 = , se puede escribir de la siguiente manera: 
 


BM 2p =CM  2 ...............................................................................................................(1) 
Pero:  


 


kyABAMBM
h -x   CD - DM  CM


−=−=


==
 


 
Sustituyendo en (1): 


 
k)2p(yh)(x 2 −=− ................................................................................................... (IV) 


 
Como se ve hemos obtenido la misma ecuación (IV). 


 
En estos dos últimos casos sigue siendo verdad que del signo del parámetro p, depende 


hacía donde está dirigida la concavidad de la curva. 
 


Así mismo en los cuatro casos tratados, la ecuación representativa de la parábola 
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solamente contiene una de las variables a la segunda potencia, pues la otra aparece a la primera. 
 
 
5 Forma general de las ecuaciones de la parábola horizontal y vertical con 


vértice fuera del origen. 
 


Las ecuaciones ordinarias (III) y (IV) que hemos obtenido de la parábola horizontal y 
vertical con vértice fuera de origen del sistemas cartesiano, las expresaremos cada una de ellas 
en su forma general, como se ve en seguida.  
 


Desarrollando la ecuación común, de la parábola horizontal tenemos: 
 


2ph2pxk2kyy


h)2p(xk)(y
22


2


−=+−


−=−
 


02phk2ky2pxy 22 =++−− ....................................................................................(1) 
 


La comparamos con la ecuación general de segundo grado.   
 


0FEyDxCyBxyAx 22 =+++++  
 
Podemos observar que: 


 


2phk1


2k0
2p0


2 +==


−==


−==


FC


EB
DA


 


 
Sustituyendo estos valores en la ecuación (1) se tiene: 


 
0FEyDxy2 =+++ ................................................................................................... (V) 


 
Que es la forma general de la ecuación de la parábola horizontal. 


 
De la misma forma para la parábola vertical partimos de: 


 
k)2p(yh)(x 2 −=− ......................................................................................................(2) 


 
Desarrollando: 


 
02pkh2py2hxx 22 =++−−  


 
Comparando con la ecuación general 


 
0FEyDxCyBxyAx 22 =+++++  
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Se tiene: 
 


 


2phh1


2p0
2h1


2 +==


−==


−==


FC


EB
DA


 


 
Sustituyendo en la ecuación (2). 


 
0FEyDx2x =+++ ................................................................................................. (VI) 


 
Que es la forma general de la ecuación de la parábola vertical. 


 
 
6. Ejercicios 
 
1. Hallar el vértice, lado recto, foco, ecuación de la directriz y trazar la gráfica de la 


parábola cuya ecuación es: 0 = 4 -  y4 - x 4 - x 2 . 
 
 SOLUCIÓN 
 


Completando el trinomio 
cuadrado perfecto en x para 
encontrar los elementos pedidos: 


 


) 2 +  y(  4 = ) 2 - x 2  (
8 + y 4 =) 2 - x (


4 + y 4 = ) 4 - 4 + x 4 -x(


4 + y 4 = x 4 -x


 
  


 


2 


2 


2 


 


 
Que es la ecuación de una 
parábola vertical con vértice 
fuera del origen, en la cual: 


 
 42prectolado2);V(2, ==−  
 
 Por tanto: 
 


 1
2
p2


2
4p === y  


 
Por lo que la ecuación de la directriz es: 


 


  = 1 - 2  - = 
2
p


 - k = 3 -y  
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Y las coordenadas del foco son: 
 


) 1 - , 2 ( F ; ) 1 + 2 - , 2 ( F ;  
2
p


 + k , h F 





  


 
La Figura 10 muestra gráficamente los resultados obtenidos. 


 
2. Determinar la ecuación de la parábola de eje vertical, con vértice en el punto V(-2,2), 


sabiendo que pasa por el punto A(1,-3). 
 
 SOLUCIÓN 
 


La forma de la ecuación es la dada por la fórmula (IV). Como 2k2h =−= y , según datos 
del vértice V, tendremos: 
 


) 2 - y (  p  2 = ) 2 + x ( 2  
 
Las coordenadas del punto A deben satisfacer la ecuación anterior, es decir: 
 


5) (- p 2 = 9
2) - 3 (- p 2 =) 2 + 1 (  2 


 


 
Por tanto: 
 


5
92p −=  


 
Sustituyendo en la fórmula (IV), se obtiene la ecuación de la parábola pedida: 


 


) 2 -  y( 
5
9 - =) 2 + x (  2  


 
3. Demuestre que 4 -  y2 + x 3 =y  2  es la ecuación de una parábola. Determínese su ancho 


focal, su vértice, su foco y la ecuación de su directriz. 
 
 SOLUCIÓN 
 


En la ecuación dada, basta observar que solamente una de las variables aparece elevada a 
la segunda potencia para asegurar que la ecuación sí representa una parábola. Sin 
embargo, para mayor seguridad podemos llevarla a la forma tipo, que además servirá para 
determinar los  elementos solicitados. 
 
Completando el trinomio cuadrado perfecto en y, se tiene: 
 


4 - x 3 = 1 - 1 + y 2 -y  2  


) 1 - x ( 3 = 3 - x 3 =) 1 - y (  2  
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En donde: 
 











==


==


,1
4
7F:Foco


4
3


2
p.


2
3p


B(1,1):Vértice
32pfocalAncho


:tantoPor  


 


La ecuación de la directriz es: 
4
1


 = x  


La Figura 11 muestra gráficamente los 
resultados obtenidos. 


 
4. La directriz de una parábola es el eje de las x y su foco es el punto F(a,0). Encontrar su 


ecuación. 
 
 SOLUCIÓN 
 


La ecuación debe ser de la forma expresada en la fórmula (III), para la cual, según los 
datos, se tiene: 
 


a = p      0 = k      
2
a = h ;;  


 
Sustituyendo en la fórmula (III), se obtiene la ecuación de la parábola pedida: 


 








  


2
a - x a 2 =y  2   


 


5. Los puntos de una curva tienen la siguiente propiedad: su ordenada más 
2
3  es igual a su 


distancia al punto 





  


2
1


  - , 0 A . Determinar qué clase de curva es. 


 
 SOLUCIÓN 
 


Sea M(x, y) un punto cualquiera de la curva a determinar. Entonces, de acuerdo con las 
propiedades establecidas con el enunciado, se tiene: 
 


   
2
1


 + y  + ) 0 - x ( =  AM = 
2
3


 +y 
2 


2 





  


 
Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación: 
 


4
1


 + y +y+x= 
4
9


 + y 3 +y      2 2 2  
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Reduciendo términos 
semejantes: 
 


4 + y 2 = x 2  
 
Finalmente, rearreglando la 
ecuación, se obtiene: 


 
) 1 +  y( 2 =) 0 - x (  2   


 
Por la ecuación obtenida, vemos 
que se trata de una parábola 
vertical, con los siguientes 
elementos: 


 


2
3y


1/2)F(0,
1)V(0,


2


−=


−


−


===


:DirectrizladeEcuación


:Foco
:Vértice


2pFocalAnchoRectoLado


 
La Figura 12, muestra gráficamente los resultados obtenidos. 


 
6. Probar que toda parábola cuyo eje de simetría es el eje de las abscisas, tiene una 


ecuación  de la forma b + y a = x 2  . Determinar la ecuación particular de la parábola que 
pasa por los puntos P(3,2) y Q(-2,-1). 


 
 SOLUCIÓN 
 


En su forma tipo la ecuación es: 
 


h) -(x  p2 = y 2  
 


Desarrollando y despejando a x, se tiene: 
 


h p 2 - x p 2 = y 2  


ph 2 + y = x p 2 2  
 


h + y 
p 2
1 x 2   = 


p 2
h p 2


 +y  
p 2


1
 =  2  


 
Y si convenimos en hacer: 


 


ba  = hy      = 
p 2


1
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Nos queda: 
 


b + ya = x 2   
 
Las coordenadas de los puntos P y Q deben verificar esta ecuación: 


 
Para P: b + a 4 = 3 .......................................................................................................(1) 


 
Para Q: b + a = 2 - .......................................................................................................(2) 


 
Restando (1) de (2) y despejando a a, se obtiene: 


 


3
5 = a


5   = a 3
 


 
Sustituyendo en (2): 


 


3
11 -b  = 


3
6


 - 
3
5


  - =  


 
Sustituyendo los valores de a y b, se obtiene la ecuación particular pedida: 


 


3
11
 -y 


3
5


 =x   2  


11 - y 5 = x 3 2  


11 + x 3 = y 5 2  


5
11
 +  x 


5
3


 = y 2  


 
Finalmente: 
 








  


3
11 + x    


5
3 y = 2   


 
Que es la ecuación de la parábola que pasa por los puntos P y Q. 


 
7. Probar  que una parábola  cuyo eje es paralelo al de las ordenadas, tiene una ecuación 


de la forma C + x B +x A = y  2   y encontrar la ecuación de una parábola tal que pasa por los 
puntos: O(0,0), P(1,0) y Q(3,6). 


 
 SOLUCIÓN 
 


De la forma común de la ecuación de la parábola ) k - y ( p 2 = ) h - x ( 2 ; desarrollando, 
reduciendo términos semejantes y despejando a y, se tiene: 


 
2pk2pyh2hxx 22 −=+−  
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2pkh2hxx2py 22 ++−=  


2p
2pkh


x
p
h


x
2p
1


y
2


2 +
+−=  


 
Al hacer: 
 


CBA  =
p 2


k p 2 +h y    = 
p
h


 -   ,    = 
p 2


1     
2 


 


 
Nos queda: 
 


C + x B + x A = y 2   
 
Las coordenadas de los tres puntos dados deben verificar esta ecuación: 
 
Para O: C = 0 ...............................................................................................................(1) 
Para P: B + A = 0 ..........................................................................................................(2) 
Para Q: 3B +9A  = 6 ......................................................................................................(3) 
 
De (2): 
 


 A- = B  
 
Sustituyendo en (3): 
 


6 =3A  -A 9  
6 = A 6  


1 = A  
 


Sustituyendo A en B: 
 


1 - = B  
 
La ecuación solicitada es: 
 


x -x = y  2   
 
8. Determinar los puntos donde la recta 4 = x -  y2  corta a la parábola 0 = 2 +x -  y2  2 . 


Encontrar los puntos donde la parábola corta a los ejes de coordenadas. Comprobar los 
resultados construyendo una gráfica. 


 
 SOLUCIÓN 
 


De las ecuaciones dadas: 
 


4 = x - y 2 ..................................................................................................................... (1) 
2 - = x - y 2 2 .................................................................................................................(2) 
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Restando (2) de (1): 
 


6 = 2 + 4 = x + x - 2  
 
Rearreglando la ecuación: 
 


0 = 6 - x -x  2  
 
Resolviendo la ecuación anterior, se tiene que las raíces son: 
 


2 - =x3=x          2 1 ,  
 
Según la ecuación (1): 
 


2
4 +x 


 =y  


 
Sustituyendo los valores de x1 y x2, se obtiene:  


 


1 = 
2


4 + 2 - = y    
2
7 = 


2
4 + 3 =y 2 1    ;  


 
Los puntos de intersección de la recta y la parábola son: 


 


( ) 2,1-  B       
2
7 , 3 A y







  


 
Según (2): 
 
Para y=0: 
 


 2   = x ±  :  tantoPor. 2 - = x  - 2   
 
Las intersecciones de la parábola 
con el eje de las x son: 
 


( ) ( ) 0 ,  2   -   D   ,    0 ,  2    C  
 
Cuando x=0, según (2): 
 


1 - = y  :  tanto Por .  0 = 2 + y 2  
 


La intersección de la curva con el eje de las y es el vértice: 
 


)  1  - , 0  (  V  
 


Para hacer la gráfica (Figura 13) aproximada, le damos forma tipo a la ecuación de la 
parábola: 
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0 = 2 + y 2 +x -  2  
 
 Por tanto: 
 
 1)2(y0)(x 2 +=−  
 
9. Un arco tiene la forma de una parábola con el eje vertical, la altura de su centro es de 10 


píes y tiene en su base un claro de 30 píes. Determínese su altura a la distancia de 5 píes 
de un extremo. 


 
 SOLUCIÓN 
 


Según el enunciado expresamos los datos en la Figura 14. 
 


Según el enunciado y 
observando la Figura 14, se 
puede decir que: 


 
La ecuación de la curva es de la 
forma: 


 
k)2p(yx2 −=  


 
Y como V(0,10), sustituyendo 
queda: 


 
)10 -y ( p2 = x 2   


 
Las coordenadas del punto A 
deben verificar la ecuación. Sustituyendo: 
 


2
45


  - = 
10
225


  - = p 2


) 10  - ( p 2 = 225
 


 
La ecuación definitiva es: 
 


) 10 -  y( 
2
45  - =x  2   


 
Las coordenadas del punto Q deben verificarla también: 


 


10 - y = 
45


200
  -


) 10 - y ( 
2


45
 - = 100


′


′
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Despejando a y' se obtiene la altura pedida, o sea: 
 








′  


9
50  = y  


 
 
7. Posición general de la parábola y su ecuación. 
 


De acuerdo a la Figura 15, sabemos 
que: 
 


MR  p 2 = M Q 2                     (1) 
 
Aplicando la fórmula para la distancia 


de un punto a una recta dada, se tiene: 
 


   
     ;   


   
  


2
2


2 2 
2
1


1 1 


m+ 1
b -x m-y 


 = M R 
m+ 1


b - x m -y 
= M Q  


 
Al sustituir en (1) obtenemos la 


ecuación de la parábola correspondiente a 
esta posición general: 


 














=















+


−−


+


−
2
2


22


2


2
1


11


m1


bxmy
2p


m1


bx.m-y
.......................................................................... (VII) 


 
Después de efectuar todas las transformaciones del caso, se puede expresar esta ecuación 


en la siguiente forma general: 
 


0 = F +  yE + x D +yC +   yx B +xA    2  2   
 


La intervención del llamado término rectangular xy, es síntoma seguro de que el eje de 
simetría de la parábola está inclinado con relación a los ejes del sistema de coordenadas. 
 
EJEMPLO: Determínese la ecuación de la parábola que tiene por vértice el punto V(1,2), por 


eje de simetría la recta 1 + x = y  y que pasa por el punto P(3,7). 
 
 SOLUCIÓN 
 


Haciendo la gráfica (Figura 16) se tiene según datos: 
 


La ecuación de la perpendicular al eje de simetría que pasa por el vértice, es de la forma: 
)x - x (  m =y - y   1 1 , por lo que para nuestro caso particular, tenemos: 


 
1 +  x - = ) 1 - x (  - = 2 -y  
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Por tanto: 
 


3xy +−=  
 


Una vez que conocemos la ecuación anterior, sabemos que: 
 


MR  p2 = M Q 2                   (1) 
 


Pero: 
 


 2 
3 - x +y 


 = M R   ;   
2 


1 - x -y 
 = M Q  


 
Sustituimos en (1) estos valores: 


 











 2 
3 - x +y 


 p 2 =
2


) 1 - x - y (  
2  


 


 
Las coordenadas del punto P debe 
verificarla: 


 


 2 
7


 p 2 = 
2
9


 


 
Por tanto: 
 


14
29


p2 =  


 
La ecuación es: 


 











 2 
3 - x +y 


 
14


 2  9
 


2
) 1 - x -y ( =  2  


 


 
Haciendo operaciones para simplificar: 


 
) 3 - x + y ( 9 =) 1 - x - y ( 7  2   


 
Desarrollando: 
 


27 - x 9 +y 9 = x 14 +y 14 -y  x14 - 7 + x7 +y7 2 2   
 
Reduciendo términos semejantes: 


 
0 = 34 +  y23 - x 5 +y 7 +  yx 14 - x 7  2  2   


 
Que es la ecuación expresada en su forma general. 
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PROBLEMARIO 
 


GUÍA DE PROBLEMAS PARA LOS EXÁMENES DEPARTAMENTALES 
 
 
CONTENIDO: 
 


1. Conceptos básicos (Problemas 1-18) 
2. Línea recta (Problemas 19-36) 
3. Circunferencia (Problemas 37-43) 
4. Parábola (Problemas 44-63) 
5. Elipse (problemas 64-95) 
6. Hipérbola (Problemas 96-109) 
7. Translación paralela de los ejes (Problemas 110-118) 
8. Giro de ejes (Problemas 119-126) 
9. Ecuación de segundo grado (Problemas 127-132) 
10. Ecuaciones paramétricas (Problemas 133-142) 
11. Coordenadas polares (Problemas 143-150 


 
 


Esta guía tiene el carácter de complemento de los textos de Geometría Analítica 


que se imparte en las Escuelas de Nivel Medio Superior. En ella se exponen los 


problemas aproximadamente en el mismo orden que figuran en el texto. Consta de 


150 problemas propuestos, como ejercicio para el alumno, a distinto grado de 


dificultad, de las cuales se derivan otros más dando en realidad el total de 182 


problemas. 


 
 
 


No debe emplearse como medio para evitar el estudio de las cuestiones teóricas  


de la asignatura. Por lo tanto, para que la utilización de esta guía sea 


verdaderamente eficaz es necesario que el alumno intente resolver por si mismo 


todos los problemas en papel y se fije bien en el por qué de cada uno de los pasos 


de que consta su solución y en la forma en que estos se expresan. 
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CONCEPTOS BÁSICOS 
 
 
1. Calcular la longitud de los segmentos de recta determinados por los extremos dados por 


cada una de las parejas de puntos siguientes: 
 


a) A(-2, -5) ; B(3, -1)  b) C(3, 2) ; D(0, 4) 


b) E(0, 2) ; F(-3, -3)  d) G 





 ,1


2
1 ; H 







 5 - , 


2
3 -  


 
 SOLUCIÓN 
 


a) 41  = BA     b) 13 = D C  
c) 34 = F E    d) 10 2 = H G  


 
2. Determinar cuál de los puntos siguientes A(7, 3) ; B(-5, 2) y C(-8, 1) , es el más cercano al 


punto P(-3, 5). 
 


SOLUCIÓN 
 


El punto B esta mas cerca del punto P. 
 
3. Calcular el perímetro de los triángulos cuyas vértices son: 
 


a) A (-2, 2) ; B (7, 1) y C (3, 8) 
b) J (3, - 1) ; K (-2, 7) y L (1, 6) 
c) M (-1, -2) ; N (-5 , -3) y P (-3 , -6) 
d) Q (-2, -6) ; R (-5 , 8) y S (6, 9) 


 
 SOLUCIÓN 
 


a) Perímetro:  65 +  61 +  82 = C B + CA  + BA  =  
b) Perímetro:  10 +  53 +  89 = L K + L J + K J =  
c) Perímetro:  13 +  20 +  17 = P N + P M + N M =  
d) Perímetro:  122 + 17 +  205 = SR  + S Q + R Q =  


 
4. Calcular el área de los triángulos rectángulos cuyos vértices son los puntos: 
 


a) A (1, 2) ; B (3, 0) y C (4, 1) 
b) L (1, 2) ; M (5, 2) y N (3, 0) 
c) P (1, -2) ; Q (3, 0) y R (1, 2) 


 
 SOLUCIÓN 
 


a) u 2 =A 2   b) u 4 - =A 2   c) u4 =A 2  
 
5. Calcular el área de los triángulos siguientes, cuyos vértices son: 
 


a) A (-5, 0) , B (1, 2) y C (1, -2) 
b) J (1, 1) , K (6, -4) y L (5, 3) 
c) L (2, 0) , M (6, 0) y N (4, 12) 
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 SOLUCIÓN 
 


a) u12 - =A 2   b) u 15 =A 2   c) u24 = A 2  
 
6. Aplicando la fórmula, calcular el área de los triángulos siguientes, cuyos vértices son: 
 


a) A (3, -2) , B (0, -5) y C (-3, 0) 
b) D (1, 3) , E (0, 4) y F (-1, 1) 


 
SOLUCIÓN 


 
a) u12 =A 2    b) u 2 - =A 2  


 
7. Si los extremos del diámetro de una circunferencia son los puntos A (2, 3) y B (-3, 6). 


Calcular la longitud de dicha circunferencia. 
 


SOLUCIÓN 
 


π 34 = P  Unidades lineales. 
 
8. Calcular el área del circulo limitado por la circunferencia que tiene su centro en el punto 


C(5, 1) y pasa por el punto P(1, 4). 
 


SOLUCIÓN 
 


uπ25 =A 2   
 
9. Demostrar que los puntos A (4, 2) , B (-4, 0) y C (0, 1), son colineales. 
 


SOLUCIÓN 
 


Como Área = 0, sí son colineales. 
 
10. Uno de los extremos de un segmento de recta es el punto A (3, 5) y su punto medio es 


M(-1, -2), determinar las coordenadas del otro punto B extremo. 
 


SOLUCIÓN 
 


B (-5, -9) 
 
11. Comprueba que los puntos A (2, 1) , B (3, 4) , C (9, 4) y D (8, 1) son los vértices de un 


paralelogramo: 
 


SOLUCIÓN 
 


10 = D C = BA  
6 = DA  = C B  


Si es un paralelogramo. 
 


12. En geometría se vio que la mediana de un triángulo es aquella que va del punto medio de 
uno de los lados hasta el vértice opuesto, calcular las coordenadas del punto medio de 
cada lado del triángulo cuyas vértices son: A (3, 2), B (-2, 4) y C (-5, -2), y la longitud de 
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las medianas. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Puntos medios: 





    3 , 


2
1


M1 ; 





   1 , 


2
7


 - M2 ; ( )  0 , 1 - M3  


 


Longitud de las medianas: 
2
122


 =M C   1 ; 
2
173


 =MA   2 ; 17 =MB   3  


 
13. Encontrar  la longitud de cada una de las medianas del triángulo cuyos vértices son los 


puntos A (-2, -2) , B (6, 0) y C (2, 8). 
 
 SOLUCIÓN 
 


Longitud de las medianas: 72 =MA   2 ; 
2
45


 =MB   3 ; 9 = 81 =MC   1  


 
14. Si la longitud de un segmento es 10 y las coordenadas de uno de sus extremos A (8, 10). 


Calcular la coordenada del otro extremo sabiendo que su abscisa es 2. 
 


SOLUCIÓN 
 


B (2, 18) y B´(2, 2). Dos extremos 
 
15. Encontrar las coordenadas de los puntos que trisectan al segmento L (-2, 4) , K (4, 7) y 


comprobar los resultados calculando distancias. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Puntos: ) 6 , (2 P  y 5) , (0 Q  
 


Distancias: 5 = Q L  , 5 = P Q , 5 = K P  y 5 3 = K L  
 


Se comprueba que: K L = K P + P Q + Q L  
 
16. Un segmento de recta tiene por extremos los puntos A(1, 2) y B(5, -6). Determinar las 


coordenadas de los puntos C y D, tales que  
5
1


 = 
BA 
CA 


 y 
5
2


 = 
BA 
DA 


. 


 
 SOLUCIÓN 
 








  


5
2 , 


5
9  C  y 







  


5
6 - , 


5
13  D  


 
17. Analizar las siguientes ecuaciones, determinando en cada paso la simetría, intersección 


con los ejes, extensión, asíntotas y trazar su gráfica. 
 


a) 2x + 3y - 6 = 0 
b) 3x - 5y - 15 = 0 
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 SOLUCIÓN 
 


a) Intersección con el eje y es (0, 2) y (0, -2) 
Intersección con el eje x es (3, 0) y ( -3, 0) 


 
Si hay simetría. 


 
Extensión con el eje de las x es (-3, 3) Extensión con el eje de las y es (-2,, 2) 


 
No hay asíntotas. 


 
b) Intersección con el eje de las y es (0, -3) 


Intersección con el eje de las x es (5, 0) 
 


Sin asíntotas. 
 


No es simétrica. 
 


Extensión eje de las x(-5, 5)   Extensión eje de las y(-3, 3) 
 


18. Encontrar las intersecciones con los ejes de la curva dada por la ecuación: 
0168y6xyx 22 =+−−+  y hacer la gráfica. 


 
 SOLUCIÓN 
 


La intersección con el eje de las x: no hay 
La intersección con el eje de las y es: (0, 4) 


 
 


LINEA RECTA 
 
 
19. Hallar la pendiente de cada una de las rectas que pasan por los puntos. 
 


a) A(3, -4) y B (5, 2)  b) 





  2 , 


2
1


  C  y D(6, 2) 


c) E(-6, -1) y F (-6, -4)  d) G(1, 2) y H(-2, 2) 
 
 SOLUCIÓN 
 


a) 3 = m     b) 0 = m  
c) ∝ = m     d) 0 = m  


 
20. Hallar la ecuación de la recta indicada y dibujar su gráfica. 
 


a) Pasa por A(2, 1) y B(0, -3)   b) Pasa por C(2, 3) y D(2, -2) 


c) Pasa por E(0, 3) con 
4
3


 = m    d) Pasa por F(0, 5) con m = -2 


e) Intersección y = 2 con m = 4  f) Intersección 
3
2


 = y  con 
4
3


 = m  
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 SOLUCIÓN 
 


a) y = 2x - 3    b) x = 2 
c) 3x - 4y + 12 = 0   d) 2x + y - 5 = 0 
e) 4x - y + 2 = 0    f) 9x - 12y + 8 = 0 


 
21. Demostrar que los tres puntos que se especifican enseguida son colineales. 
 


a) A(6, 2) , B(2, 1) y C(-2, 4)  b) D(-3, -2) , E(5, 2) y F(9, 4) 
 
 SOLUCIÓN 
 


a) No son colineales ya que: 0 A ≠  
 


Por otra parte: CA   C B + BA ≠  y  17 2  5 +  17 ≠ . 
 


b) Son colineales ya que: A = 0. Y se cumple que: F D = F E + E D . 
 
22. Demostrar que la recta que pasa por los puntos A(-2, 5) y B(4, 1) es perpendicular a la 


recta que pasa por los puntos C(- 1, 1) y D(3, 7). 
 


SOLUCIÓN 
 


Las rectas si son perpendiculares. 
 
23. Una recta  L1, pasa por los  puntos A(3, 2) y B(-4, -6) y  otra recta L2 pasa por los puntos 


C(-7, 1) y D(x, -6). Hallar la abscisa x, sabiendo que la recta L1 es perpendicular a la 
recta L2. 


 
SOLUCIÓN 


 
1 =x  D  


 
24. Dos rectas se cortan formando un ángulo de 135°°°° sabiendo que la recta final tiene una 


pendiente de -3. Calcular la pendiente de la recta inicial. 
 


SOLUCIÓN 
 


2
1 - = M1  


 
25. En el triangulo cuyos vértices son A(-2, 1), B(4, 7) y C(6, -3). Determinar: 
 


a) Las ecuaciones de sus lados. 
b) La ecuación de la recta que pasa por el vértice A y es paralela al lado opuesto C B . 


 
SOLUCIÓN 


 
a) Lado AB: x - y + 3 = 0  Lado AC: x + 2y = 0  Lado BC: 5x + y - 27 = 0 


 
b) 5x + y + 9 = 0 
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26. Determinar la ecuación de la recta que pasa por el punto A(2, 1) y sea: a) paralela y b) 
perpendicular a la recta 4x - 2y = 3. 


 
SOLUCIÓN 


 
a) Recta paralela: 2x - y - 3 = 0 
b) Recta perpendicular: x + 2y - 4 = 0 


 


27. Encontrar la ecuación de la recta que pasa por el punto 





  


4
3


 , 
8
7


 A  y sea: a) paralela y b) 


perpendicular a la recta dada por la ecuación: 5x + 3y = 0 
 


SOLUCIÓN 
 


a) Recta paralela: 40x + 24y - 53 = 0 
b) Recta perpendicular: 24x - 40y +9 = 0 


 
28. Dado el triangulo cuyas vértices son A(-5, 6) y B(-1, -4) y C(3, 2). Encontrar las 


ecuaciones de las medianas y su punto de intersección. 
 


SOLUCIÓN 
 


Ecuaciones: 
 


Mediana: AM3  7x + 6y - 1 = 0 
Mediana: BM2  x + 1 = 0 
Mediana: CM1  x - 6y + 9 = 0 


Punto de intersección: 








3
4


 , 1 - I  


 
29. Determinar la ecuación de la línea recta cuyas intersecciones con los ejes x y y son 


respectivamente 5 y -3. 
 


SOLUCIÓN 
 


0 = 15 - 5y - 3x    ;   3 - x 
5
3 = y  


 
30. Encontrar la ecuación de la línea recta cuya pendiente es -2 y pasa por el punto de 


intersección de rectas dadas por las ecuaciones: 2x + y = 8, y 3x - 2y = - 9. 
SOLUCIÓN 


 
y = - 2x + 8 ó 2x + y - 8 = 0 


 
31. Determinar la ecuación de una línea recta en la forma normal, sabiendo que: 30 =w 0  y 


P=6. 
 


SOLUCIÓN 
 


0 = 12 -  y+ x 3  
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32. Escribir la ecuación de la línea recta: 3x + 4y - 5 = 0 en la forma normal y hallar los 
valores para P y W. 


 
SOLUCIÓN 


 


La ecuación es: 0 = 1 -  y
5
4


 + x 
5
3  


 
El valor de: P = 1 y el valor de: W = 530 8´ 


 
33. Hallar la ecuación de la recta cuya distancia al origen del sistema es 5 y pasa por el 


punto de coordenadas A(1, 7). Dos soluciones. 
 


SOLUCIÓN 
 


Ecuaciones de las rectas: 3x - 4y + 25 = 0 y 4x + 3y - 25 = 0 
 
34. Calcular  la  distancia  de  la  línea recta  cuya ecuación es 8x + 15 y - 24 = 0, al punto 


A(-2, -3). 
 


SOLUCIÓN 
 


d =  5 
 
35. Hallar la distancia comprendida entre las rectas paralelas: 


3x - 4y + 8 = 0 y 6x - 8y + 9 = 0 
 


SOLUCIÓN 
 


d = 0.7 
 
36. La distancia de la línea recta representada por la ecuación 4x - 3y + 1 = 0, al punto P es 


4, si la ordenada de P es 3. Calcular el valor de la abscisa de P 
 


SOLUCIÓN 
 


x = 7, por lo que: P (7, 3) 
 


 
CIRCUNFERENCIA 


 
 
37. Encontrar la ecuación de la circunferencia de acuerdo a los datos que se especifican 


enseguida: 
 


a) Con centro en el origen del sistema y radio de 8. 
b) Con centro en el punto A(-2, 3) y radio de 4. 
c) Con centro en el punto C(4, -1) y que pasa por el punto A(-1, 3). 
d) Con centro en C(-4, 3) y es tangente al eje de las ordenadas. 


 
SOLUCIÓN 


 
a) x2 + y2 = 64   b) (x + 2)2 + (y - 3)2 = 16 
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c) (x - 4)2 + (y + 1)2 = 41  d) (x + 4)2 + (y - 3 )2 = 16 
 
38. Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro es C(- 4, - 1) y es tangente a la recta 


dada por la ecuación: 6 + x 
2
3


 - = y . 


 
SOLUCION 


 
(x + 4 )2 + (y + 1)2 = 52 


 
39. Determinar el centro y el radio de cada una de las circunferencias dadas por las 


ecuaciones siguientes: 
 


a) x2 + y2 - 8x + 10 y - 12 = 0  b) x2 + y2 - 8x - 7y = 0 
c) 2x2 + 2y2 - 10x + 6y - 15 = 0  d) 4x2 + 4y2 - 28x - 8y + 53 = 0 


 
SOLUCIÓN 


 


a) Centro (4, - 5), Radio  53  = a  b) Centro 





  


2
7


 , 4 , Radio 
2


 113 
 = a  


c) Centro 





  


2
3


 - , 
2
5


 , Radio a = 4 d) Centro 





  1 , 


2
7


 ; Radio a = 0 


 
40. Determinar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos: A(1, 1), B(1, 3) 


y C(9, 2) y el centro y su radio. 
 


SOLUCIÓN 
 


Ecuación de la circunferencia es: 5 . 16 =)2 - (y+
16
79


 - x    2
2








  


 


Centro: 





  2 , 


16
79  y radio: a = 4.06 


 
41. Determinar la ecuación de la  circunferencia que  pasa por los  puntos: A(1, 2), B(3, 1) y 


C(-3, -1) 
 


SOLUCIÓN 
 


x2 + y2 - x + 3y - 10 = 0 
 
42. Hallar la ecuación de la circunferencia que tiene como centro C(- 2, 3) y que es 


tangente a la recta que tiene la ecuación 20x - 21y - 42 = 0. 
 


SOLUCIÓN 
 


(x + 2 )2 + ( y - 3 )2 = 25  ó  x2 + y2 + 4x - 6y - 12 = 0 
 
43. Encontrar la ecuación de la circunferencia que pasa por A(1, - 4) y B(5, 2) y que tiene su 


centro en la recta representada por la ecuación: x - 2y + 9 = 0. 
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SOLUCIÓN 
 


(x + 3 )2 + ( y - 3 )2 = 65  ó  x2 + y2 + 6x - 6y - 47 = 0 
 
 


PARÁBOLA 
 
 
44. Encontrar las coordenadas del foco, la longitud del lado recto y la ecuación de la 


directriz de cada una de las parábolas representada por las ecuaciones siguientes. 
 


a) y2 = 6x   c) x2 = 8y 
b) 3y2 = - 4x  d) x2 + 8x = 0 


 
SOLUCIÓN 


 


a) Foco: 





   0 , 


2
3


 F , 62pL.R == ,  ecuación de la directriz: 
2
3


 - = x  


 


b) Foco: 





  0 , 


3
1


 -  F , 
3
4


 - =L.R ,  ecuación de la directriz: 
3
1


 = x  


 
c) Foco: F(0,2) ,  8L.R = ,   ecuación de la directriz: 2y −=  


 
d) Foco: 2)F(0,− ,  8L.R −= ,  ecuación de la directriz: 2y =  


 
45. Encontrar la ecuación de cada una de las siguientes parábolas, cuyos datos se especifican: 
 


a) Foco en el punto (3, 0) y directriz: x + 3 = 0 
b) Vértice en el origen y directriz: y - 5 = 0 
c) Vértice en el origen y foco en el punto (0, 4) 
d) Vértice en el origen y eje focal sobre el eje de las x y pasa por (-3, 6) 


 
SOLUCIÓN 


 
a) y2 = 12 x   b) x2 = 20 y 
c) x2 = 16 y   d) y2 = - 12 x 


 
46. ¿Cuál de las siguientes opciones contiene la definición de la parábola? 
 


a) El lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de dos puntos fijos. 
b) El lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo llamado 


foco. 
c) El lugar geométrico de los puntos que equidistan de una recta dada. 
d) El lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de una recta y un punto 


fijo. 
 


SOLUCIÓN 
 


d) 
 
47. De las ecuaciones que se indican enseguida determinar la correspondiente a la parábola 
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con vértice en el punto (-3, 4) y foco en (-5, 4). 
 
 SOLUCION 
 


a) y2  - 8y + 8x + 40 = 0 ó (y - 4)2 = -8 (x + 3) 
 
48. De las ecuaciones que se indican, determinar cuál pertenece a la parábola con vértice en 








  2 , 


2
3


 - V  y su foco en 





  


2
5


 , 
2
3


 -  F . 


 
a) y2 + 4y - 2x + 1 = 0  b) 4x2 + 12x - 8y + 25 = 0 
c) y2 - 4y + 2x - 7 = 0  d) 4x2 - 12x - 8y - 7 = 0 


 
SOLUCION 


 
b) 


 
49. Encontrar la ecuación común de la parábola dada por la ecuación: x2 - 10x - 3y +31 =0 


cuya forma puede ser: 
 


a) (x + 5)2 = 3 (y - 2)  c) (x - 5)2 = 3 (y + 2) 
b) (x + 5)2 = 3 (y + 2)  d) (x - 5)2 = 3 (y - 2) 


 
SOLUCIÓN 


 
d) 


 
50. Determinar la ecuación de la parábola que tiene su foco en (1, 3) y vértice en (-2, 3). 
 


SOLUCIÓN 
 


Forma común: (y - 3)2 = 12 (x + 2)  Forma general: y2 - 6y - 12x - 15 = 0 
 
51. Determinar la ecuación de la parábola que tiene su foco en (-2, -4) y su lado recto lo 


unen los puntos: Q(-2, 2) y Q´(-2, -4). 
 
 SOLUCIÓN 
 


Forma común: ( ) 








2
7


 + x 6 = 1 +  y  2   Forma general: y2 + 2y - 6x - 20 = 0 


 
52. Encontrar la ecuación de la parábola con eje paralelo al eje de las abscisas y pasa por 


los puntos: A(3, 3), B(6, 5) y C(6, -3). 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación común: (y - 1)2 = 4 (x - 2)  Ecuación general: y2 - 2y - 4x + 9 = 0 
 
53. Hallar la ecuación de la parábola con vértice en (3, -1) y cuya ecuación de la directriz es: 


y - 2 = 0. 
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 SOLUCIÓN 
 


Ecuación común: (x - 3)2 = 12 (y + 1) Ecuación general: x2 - 6x - 12y - 3 = 0 
 
54. Encontrar la ecuación de la parábola que tiene vértice en (4, -2), su directriz vertical y su 


lado recto es 7. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación común: (y + 2)2 = 7 (x - 4)  Ecuación general: y2 + 4y - 7x - 24 = 0 
 
55. Hallar la ecuación de la parábola cuyo foco esta en (2, 3), su eje es y = 3 y el lado recto 


es 5. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación común: ( ) 








4
3


 - x 5 =3 - y  2   Ecuación general: 4y2 - 24y - 20x + 51 = 0 


 
56. Determinar la ecuación de la parábola con vértice en (-1, 0), pasa por el punto (1, -2) y su 


eje es vertical. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación común: (x + 1)2 = - 2y  Ecuación general: x2 + 2x + 2y + 1 = 0 
 
57. Hallar la ecuación de la parábola con directriz x = 2, y el eje focal y = 1 y pasa por el 


punto (7, 4) 
 
 SOLUCIÓN 
 


 0488x2yy
8
47x81)(y 22 =+−−−=− 







 o  


 
58. Dada la ecuación de una parábola y2 - 4y + 6x - 8 = 0. Encontrar las coordenadas de: 
 


a) Vértice    b) Foco 
c) Longitud del lado recto  d) Ecuación de la directriz 


 
 SOLUCIÓN 
 


a) V(2, 2) b) 





 2 , 


2
1


 F  c) L. R. = - 6 d)  0 = 7 - 2x       
2
7


 = x o  


 
59. La ecuación de la parábola y2 - 4y - 6x + 13 = 0. Reducirla a la forma común y encontrar 


las coordenadas del vértice, foco, lado recto y la ecuación de la directriz. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Vértice: 





 2 , 


2
3


V    Foco: F (3, 2) 
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Lado recto: L. R. = 6   Directriz: x = 0 
 
60. Una parábola tiene la ecuación 3x2 - 9x - 5y - 2 = 0. Encontrar las coordenadas del 


vértice. foco, lado recto y la ecuación de la directriz. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Vértice: 








4
7


 - , 
2
3


V    Foco: 








3
4


 - , 
2
3


  F  


Lado recto: 
3
5 = .R  . L   Ecuación de la directriz: 6y + 13 = 0 


 
61. Un arco parabólico tiene una altura de 25m y 40m de ancho. ¿Qué altura tiene el 


arco a 8m del centro? 
 


SOLUCIÓN 
 


Altura es de 21 metros 
 
62. Suponiendo que el agua al salir del extremo de un tubo horizontal que se encuentra a 


7.5m arriba del suelo describe una curva parabólica, estando el vértice en el extremo del 
tubo. Si en un punto a 2.4m por debajo del nivel del tubo el agua se ha curvado hacia 
afuera 3m, más allá de una recta vertical que pasa por el extremo del tubo. ¿A qué 
distancia de esta vertical llegará el agua al suelo? 


 
SOLUCIÓN 


 
Distancia = 5.28m 


 
63. El cable de suspensión de un puente colgante adquiere la forma de un arco de parábola. 


Los pilares que lo soportan tienen una altura de 60m y están separados a una distancia de 
500m quedando el punto más bajo del cable a una altura de 10m sobre la calzada del 
puente y como eje y el de simetría de la parábola. Hallar la ecuación de la parábola  y la 
altura de un punto situado a 80m del centro del puente. 


 
SOLUCION 


 
Ecuación: x2 - 1250y + 12500 = 0  Altura: 15.1 metros 


 
 
 ELIPSE 
 
 
64. Determinar las coordenadas de las vértices, focos, las longitudes de los ejes mayor y 


menor, la excentricidad y la longitud del lado recto de la elipse cuya ecuación es: 
4x2+9y2 = 36 


 
 SOLUCION 
 


Vértices: A1(- 3, 0) y A2(3, 0)  Focos: ( ) ( )0 ,  5   F      0 ,  5  - F 21 y  
Eje mayor: 6 = a 2 =AA    21    Eje menor: 4 = 2b =BB    21  
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Excentricidad: 
3


 5 
 = e   Lado recto: 


3
8


 =R   . L  


 
65. La ecuación de la elipse es 225x2 + 289y2 = 65025. Determinar las coordenadas de las 


vértices, focos, longitudes de los ejes mayor y menor, la excentricidad y la longitud del 
lado recto. 


 
 SOLUCION 
 


Vértices: A1(17, 0) y A2(- 17, 0)  Focos: F1(8, 0) y F2(- 8, 0) 
Eje mayor: 2a = 34   Eje menor: 2b = 30 


Excentricidad: 
17
8


 = e    Lado recto: L. R = 26.47 


 
66. La ecuación de la elipse 12x2 + 8y2 = 1. Determinar las coordenadas de los vértices y 


focos, la longitud de los ejes mayor y menor, la excentricidad y el lado recto. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Vértices:  
















 8 
1


 - , 0A
 8 


1
 , 0 A         21 y  


Focos:  
















24 
1


 - 0F   
24 
1


 , 0F      21 y  


Eje mayor:  
8


2
 = 2a   Eje menor: 


 24 
2


 = 2b  


Excentricidad: 
 6 
 2 


 = e   Lado recto: 
6


 8 
 =R   . L  


 
67. Dada la ecuación de la elipse 9x2 + y2 - 9 = 0. Encontrar las coordenadas de las vértices 


y focos, la longitud de los ejes, la excentricidad y la longitud del lado recto. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Vértices:  A1(, 0,3) y A2(0, - 3) Focos: ( ) ( ) 8  - , 0F      8  , 0F    21 y  
Eje mayor:  2a = 6   Eje menor: 2b = 2 


Excentricidad: 
3


 8  = e   Lado recto: 
3
2


 = .R  . L  


 
68. De la ecuación de la elipse 25x2 + 9y2 - 225 = 0. Determinar las coordenadas de las 


vértices y focos, la longitud de los ejes, la excentricidad y la longitud del lado recto. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Vértices:  A1(0, 5) y A2 (0, - 5) Focos: F1(0, 4) y F2(0, - 4) 
Eje mayor:  2a = 10  Eje menor: 2b = 6 


Excentricidad: 
5
4


e =    Lado recto: 
5


18
 = .R  . L  
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69. Determinar las coordenadas de los vértices y focos, la longitud de los ejes, la 
excentricidad y el lado recto de la elipse cuya ecuación es: 3x2 + 16y2 - 48 = 0 


 
 SOLUCIÓN 
 


Vértices:  A1(4, 0) y A2(- 4, 0) Focos: ( ) ( )0 ,  13  - F    0 ,  13  F     21 y  
Eje mayor:  2a = 8   Eje menor:  3  2 = 2b  


Excentricidad: 
4


 13 
 = e   Lado recto: 


2
3


 =  R. . L  


 
70. Encontrar la ecuación de la elipse en su forma común y general, que tiene su centro en 


el origen y uno de sus vértices es el punto (0, -7) y pasa por el punto 








3
14


 ,  5 . 


 
 SOLUCIÓN 


 


Ecuación común: 1 = 
49
y+


9
x


22
    Ecuación general: 49x2 + 9y2 - 441 = 0 


 
71. Determinar la ecuación de la elipse en su forma ordinaria y general, cuyas vértices son 


los puntos A1(4, 0) y A2(-4, 0) y sus focos F1(-3, 0) y F2(3, 0). 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación común: 1 = 
7
y+


16
x


22
    Ecuación general: 7x2 + 16y2 - 112 = 0 


 
72. Encontrar la ecuación de la elipse en sus formas común y general sabiendo que sus 


vértices son los puntos (6, 0) y (-6, 0) y la longitud del lado recto es de 
3


20 . 


 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación ordinaria: 1 =
20
y+


36
x    


22
  Ecuación general: 20x2 + 36y2 - 720 = 0 


 
73. Determinar  las formas común y general de la ecuación de la elipse que tiene como 


focos a F1(0, 8) y F2(0, -8) y cuya longitud del eje mayor es de 34. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación común: 1 = 
289
y + 


225
x 22


  Ecuación general: 289x2 + 225y2 - 65025  = 0 


 


74. Los vértices de una elipse son (1, 1) y (7, 1) y su excentricidad es de 
3
1 . Hallar la 


ecuación en la forma ordinaria y general, las coordenadas de sus focos y las longitudes 
de los ejes y del lado recto. 
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 SOLUCIÓN 
 


Ecuación ordinaria: 
( ) ( )


1 =
8


 1 -  y
+


9
 4 - x    


22


 


Ecuación general: 8x2 + 9y2 - 64x - 18y + 65 = 0 
Coordenadas de los focos: F1(5, 1) y F2(3, 1) 
Eje mayor: 2a = 6    Eje menor:  2  4 = 2b  


Lado recto: 
3


16
 =R   . L  


 
75. Los focos de una elipse son F1(-4, -2) y F2(-4, -6) y la longitud del lado recto es 6. 


Encontrar la ecuación en su forma ordinaria y general y la excentricidad. 
 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación ordinaria: 
( ) ( )


1 =
16


4 + y
+


12
4 + x    


22


 


Ecuación general: 4x2 + 3y2 + 32x + 24y + 64 = 0 


Excentricidad:  
2
1


 = e  


 
76. Los focos de una elipse son los puntos (3, 8) y (3, 2) y la longitud del eje menor es de 8. 


Hallar la ecuación, las coordenadas de sus vértices y su excentricidad. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación ordinaria: 
( ) ( )


1 = 
25


5 - y
+


16
3 - x 22


   


Coordenadas de los vértices: A1(3, 10) y A2(3, 0) Excentricidad: 
5
3


 - = e  


 
77. El centro de una elipse es el punto (-2, -1) y uno de sus vértices el punto (3, -1) y la 


longitud del lado recto es de 4. Determinar su ecuación, la excentricidad y las 
coordenadas de los focos. 


 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación común: 
( ) ( )


1 = 
10


1 + y
+


25
2 + x 22


   Excentricidad: 
5


 15 
 = e  


Coordenadas focos: ( ) ( )1 ,  15  - 2 -F ;  1 ,  15  + 2 -F    21  
 
78. Dada la ecuación x2 + 4y2 - 6x + 16y + 21 = 0. Determinar las coordenadas del centro, 


vértices, focos y las longitudes del lado recto, eje mayor y menor y la excentricidad. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Coordenadas: Centro: (3, - 2) Vértices: 2)2,(3 −±  Focos: ( )2 - ,  3   3 ±  
Longitudes:  L. R. = 1 Eje mayor: 2a = 4 Eje menor: 2b = 2 
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Excentricidad: 
2


 3 
 = e  


 
79. La ecuación de la elipse es 4x2 + 9y2 + 32x - 18y + 37 = 0. Determinar las coordenadas 


del centro, vértices y focos y las longitudes del lado recto, ejes mayor y menor y la 
excentricidad. 


 
 SOLUCIÓN 
 


Coordenadas: Centro: (- 4, 1) Focos: ( )1 ,  5   4 - ±  Vértices: 3,1)4( ±−  
 


Longitudes:  
3
8


 =R   . L  Eje mayor = 6|  Eje menor = 4 


Excentricidad: 
3


 5 
 = e  


 
80. Encontrar las coordenadas del centro, de los vértices y de los focos, las longitudes del 


lado recto, de los ejes mayor y menor y la excentricidad de la elipse cuya ecuación es: 
x2 + 4y2 - 10x - 40y + 109 = 0 


 
 SOLUCIÓN 
 


Coordenadas: 
 


Centro: (5, 5), Vértices: A1(9, 5) y A2(1, 5), Focos: ( ) ( )5 ,  3  2 - 5F     y5 ,  3  2 + 5F    21  
 


Longitudes:  L. R. = 2 Eje mayor = 8  Eje menor = 4 


Excentricidad: 
2


 3 
 = e  


 
81. La ecuación de una elipse es 9x2 + 4y2 - 8y - 32 = 0. Determinar las coordenadas del 


centro, vértices y focos y las longitudes del lado recto, de los ejes mayor y menor y la 
excentricidad. 


 
 SOLUCIÓN 
 


Coordenadas: 
 


Centro: (0, 1), Vértices: A1(0, 4) y A2(0, - 2), Focos: ( ) ( ) 5  - 1 , 0F    y 5  + 1 - 0,F     21  
 


Longitudes:   
3
8


 =  R. . L  Eje mayor = 6  Eje menor = 4 


Excentricidad: 
3


 5  = e  


 
82. Determinar si la ecuación 2x2 + y2 + 12x - 43 = 0 representa a una elipse, un punto o el 


conjunto vacío. 
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SOLUCIÓN 
 


Elipse vertical con centro fuera del origen. 
 
83. Dada la ecuación 5x2 + y2 - 10x - 2y + 71 = 0, determinar si es una elipse, un punto o el 


conjunto vacío. 
 


SOLUCIÓN 
 


Elipse vertical con centro fuera del origen. 
 


84. Demostrar si la ecuación 0 = 
4


13
 +  y6 + x -y3 +x    22  representa a una elipse, un punto ó al 


conjunto vacío. 
 


SOLUCIÓN 
 


La ecuación representa un punto que es el centro de una circunferencia. 





 1 - , 


2
1


  C  


 
85. Determinar si la ecuación 9x2 + 4y2 - 36x - 8y + 76 = 0 es una elipse, un punto o el 


conjunto vacío. 
 


SOLUCIÓN 
 


La ecuación representa a una elipse vertical con centro fuera del origen. 
 
86. Un arco tiene forma de semi-elipse con ancho de 150m, siendo su máxima altura de 


45m. Encontrar la altura de los soportes situados a 25m del centro del arco. 
 


SOLUCIÓN 
 


Altura de los soportes = 42.7m 
 
87. La órbita de la tierra es una elipse con el Sol, en uno de sus focos, la longitud del eje 


mayor es 287 millones de kilómetros y la excentricidad es de 
62
1 . Hallar la máxima y la 


mínima distancia de la tierra al Sol. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Distancias: Máxima: = 1.458 x 108 Km Mínima: = 1.41 x 108 Km 
 
88. Un jardinero desea trazar una elipse ayudado con un lazo y dos estacas. Las estacas las 


coloca en los focos de la elipse separadas 7m. De qué longitud será el lazo para que 
atado en las estacas se pueda trazar una elipse de 0.625 de excentricidad. 


 
SOLUCIÓN 


 
Longitud del lazo = 11.2m. 


 
89. El arco de un paso subterráneo es una semi-elipse de 90m de ancho y 30m de altura. 
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Hallar el ancho situado a 10m de altura y obtener la altura de un punto situado a 20m de 
la orilla. 


 
 SOLUCIÓN 
 


Ancho = x´= 42.426m  Altura = y´= 24. 92 m 
 
90. ¿ Cómo puedes calcular la distancia entre un foco y un vértice? 
 
 SOLUCIÓN 
 


Empleando la formula para calcular la distancia entre dos puntos. 
 


  -    - )yy(+)xx( = d 2
12


2
12  


 
91. Con relación a la elipse, completar las siguientes frases o responda. 
 


1. La distancia del centro al foco es llamada                                                                   
2. La distancia desde el centro al vértice                                                                        
3. La distancia desde el centro a los extremos del eje menor                                       
4. Cuál es la relación entre esas distancia                                                                       


 
 SOLUCIÓN 
 


1. Se llama semi-distancia focal y se representa con la letra c 
2. Es el semi eje mayor y se representa con la letra a 
3. Es el semi eje menor y se representa con la letra b 
4. Es por medio de la relación: a2 = b2 + c2 


 
92. De acuerdo a la curva llamada elipse, completar las siguientes frases o responda. 
 


1. ¿Cuál es la longitud del eje mayor? 
2.  ¿Cuál es la longitud del eje menor? 


 
 SOLUCIÓN 
 


1. Del eje mayor es: 2a 
2. Del eje menor es: 2b 


 
93. ¿Qué nos indica la excentricidad de una elipse? ¿Qué nos indica si el valor de la 


excentricidad se acerca a cero? y ¿Qué si dicho  valor se acerca a uno? 
 
 SOLUCIÓN 
 


La excentricidad indica la mayor o menor deformación que sufre la elipse, es decir que 
0< e<1; por lo que: 


 
Cuando e = 0 es una circunferencia 
Cuando e = 1 es una línea recta 


 
94. En qué eje de la elipse están siempre localizados los vértices y los focos. 
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SOLUCIÓN 
 


En el llamado eje focal o eje mayor 
 
95. ¿Cuáles son las coordenadas de los extremos del eje menor si la elipse tiene su eje 


focal paralelo al eje de las abscisas? 
 
 
 SOLUCIÓN 
 


La curva es una elipse horizontal con centro fuera del origen, por lo que, las 
coordenadas de los extremos son: 


 
B(h, k  b) 


 
 
 LA HIPÉRBOLA 
 
 
96. Determinar los vértices, los focos, la excentricidad, la longitud del lado recto y las 


ecuaciones de las asíntotas de la hipérbola cuya ecuación es: 4x2 - 45y2 = 180. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Vértices: ( ) ( )0 ,  5 3 -A   y0 ,  5 3A      21  Focos:  F1( 7, 0) y F2( - 7, 0) 


Excentricidad: 
 5  3


7
 = e   Lado recto: 


 5  3
8


 = .R  . L  


Asíntotas:  x 
 5 3


2 -
 =    y;   x 


 5 3
2


 = y  


 
97. Encontrar los vértices, los focos, la excentricidad, la longitud del lado recto y las 


ecuaciones de las asíntotas de la hipérbola que tiene la ecuación: 49y2 - 16x2 = 784. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Vértices: A1(0, 4) y A2(0, - 4)  Focos:  ( ) ( ) 65  - , 0F   y 5  , 0F      21  


Excentricidad: 
7


 65 
 = e  Lado recto: 


7
32


 = .R  . L  


Asíntotas:  x 
4
7


 - =    y;   x 
4
7


 = y  


 
98. Encontrar los vértices, los focos, la excentricidad, el lado recto y las ecuaciones de las 


asíntotas de la hipérbola cuya ecuación es: x2 - y2 = 25. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Vértices:   5,0)A(±   Focos:  ( )0 ,  2  5  F ±  
Excentricidad:  2  = e   Lado recto: 10 = .R  . L  
Asíntotas:  y = ±±±±x 
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99. Determinar los vértices, los focos, la excentricidad, el lado recto y las ecuaciones de las 
asíntotas de la hipérbola dada su ecuación: 9x2 - 16y2 - 36x - 32y - 124 = 0. 


 
 SOLUCIÓN 
 


Vértices:  A1(6, - 1) y A2(- 2, - 1) Focos:  F1(7, - 1)| y F2(- 3, - 1) 


Excentricidad:
4
5


 = e     Lado recto: 
2
9


 = .R  . L  


Asíntotas: 
2
1


 + x 
4
3


 - =    y;   
2
5


 - x 
4
3


 = y  


 
100. Encontrar las vértices, los focos, la excentricidad, el lado recto y las ecuaciones de las 


asíntotas de la hipérbola que tiene la ecuación: 3x2 - y2 + 30x + 78 = 0. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Vértices: ( ) ( ) 3  - , 5 -A   y 3  , 5 -A      21  Focos:  F1(- 5, 2) y F2(- 5, - 2) 


Excentricidad:
 3 


2
 = e     Lado recto: 


 3
2


 = ..R  L  


Asíntotas:  3  5 + x  3  = y   3  5 - x  3  - = y  
 
101. Encontrar la ecuación de la hipérbola que tiene el eje transverso igual a 8 y sus focos 


con coordenadas: 5,0)(± . 
 
 SOLUCIÓN 
 


Forma común: 1 =
9
y


16
x   - 


22
  Forma general: 9x2 - 16y2 - 144 = 0 


 
102. Determinar la ecuación de la hipérbola cuyo eje conjugado es 24 y focos con 


coordenadas de 13)(0,± . 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación común: 1 = 
144
x


25
y 22


 -  Ecuación general: 144y2 - 25x2 - 3600 = 0 


 
103. Una hipérbola con centro en (0, 0), un foco en (8, 0) y un vértice en (6, 0). Encontrar 


su ecuación. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación común: 1 = 
38
y


36
x


22
 -   Ecuación general: 7x2 - 9y2 - 252 = 0 


 
104. Determinar la ecuación de la hipérbola que tiene su centro en el origen, el eje 


transversal sobre el eje de las y, la longitud del lado recto es 36 y la distancia entre 
los focos es de 24. 
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 SOLUCIÓN 
 


Ecuación común: 1 = 
108
x


36
y 22


 -  Ecuación general: 3y2 - x2 - 108 = 0 


 
105. Encontrar la ecuación de la hipérbola con centro en el origen, eje transverso sobre el 


eje de las y, excentricidad de  3  2  y la longitud del lado recto es de 18. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación común: 1 =


11
81
x


121
81
y   - 


22


 Ecuación general: 121y2 - 11x2 = 81 


 
106. Determinar la ecuación de la hipérbola, cuyas vértices son 6,0)(±  y sus ecuaciones de 


las asíntotas son 76y ±= . 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación común: 1 = 
49
y


36
x


22
 -   Ecuación general: 49x2 - 36y2 = 1764 


 
107. Encontrar la ecuación de la hipérbola que tiene centro en el origen, vértice en el punto 


(6, 0) y la ecuación de una de las asíntotas es 4x - 3y = 0. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación común: 1 = 
16
y


36
x


22
 -   Ecuación general: 16x2 - 36y2 = 576 


 


108. Los vértices de una hipérbola son los puntos (-1, 3) y (3, 3) y su excentricidad es de 
2
3 . 


Hallar la ecuación , las coordenadas de los focos y las longitudes de los ejes transverso 
y conjugado y la del lado recto. 


 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación común: 
( ) ( )


1 =
5
3 - y


4
1 - x   - 


22


 Focos:   F1(4, 3) y F2(- 2, 3) 


Eje transverso: 2a = 4   Eje conjugado:  5  2 = 2b  
Lado recto:  L. R. = 5 


 
109. El centro de una hipérbola es (4, 5) y uno de sus focos es (8, 5), su excentricidad es 2. 


Hallar su ecuación y la longitudes de los ejes transverso y conjugado. 
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 SOLUCIÓN 
 


Ecuación común: 
( ) ( )


1 = 
12


5 - y
4
4 - x 22


 -  Ecuación general: 3x2 - y2 - 24x + 10y + 11 = 0 


Eje transverso:    2a = 4   Eje conjugado:     3  4 = 2b  
 
 
 TRANSLACIÓN PARALELA DE LOS EJES 
 
 
110. Aplicando las formulas de traslación de ejes, reducir la ecuación y2 - 6y - 4x + 5 = 0, a su 


forma más simple y establecer la naturaleza de la curva que representa. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación reducida: y´2 = 4x´ 
 


La curva es una parábola horizontal con vértice fuera del origen. 
 
111. Simplificar la ecuación x2 + y2 + 2x - 4y - 20 = 0, mediante una traslación de ejes y 


establecer el tipo de curva que representa. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación reducida: x´2 + y´2 = 25 La ecuación representa a una circunferencia. 
 
112. Dada la ecuación 3x2 - 4y2 - 12x - 8y - 4 = 0, simplificarla mediante una traslación de 


ejes y diga la naturaleza de la curva. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación reducida: 3x´2 - 4y´2 = 12  La ecuación representa a una hipérbola. 
 
113. Establecer el tipo de curva y simplificar aplicando las ecuaciones de traslación la 


ecuación 2x2 + 3y2 - 4x - 12y - 20 = 0. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación reducida: 2x´2 + 3y´2 = 34  La ecuación representa a una elipse 
 
114. Dada la ecuación x2 + 5y2 + 2x - 20y + 25 = 0, haciendo uso de las ecuaciones de 


traslación simplificarla y establecer el tipo de curva que representa. 
 
 SOLUCIÓN 
 


Ecuación reducida: x´2 + 5y´2 = - 4 La ecuación representa a una elipse imaginaria. 
 
115. Eliminar los términos de primer grado, completando trinomios cuadrados prefecto en la 


ecuación: x2 + 2y2 - 4x + 6y - 5 = 0. 
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 SOLUCIÓN 
 


2x´2 + 4y´2 = 27 
 
116. Eliminar los términos de primer grado en la ecuación 3x2 - 4y2 - 6x - 8y - 10 = 0, 


completando cuadrados perfectos. 
 
 SOLUCIÓN 
 


3x´2 - 4y´2 = 33 
 
117. Completando trinomios cuadrados perfectos, eliminar los términos de primer grado en la 


ecuación: 2x2 - 5y2 - 12x + 10y - 17 = 0. 
 
 SOLUCIÓN 
 


2x´2 - 5y´2 = 30 
 
118. Eliminar los términos de primer grado completando cuadrados perfectos en la ecuación  


3x2 + 3y2 - 12x + 12y -1 = 0. 
 
 SOLUCIÓN 
 


3x´2 + 3y´2 = 25 
 
 


GIRO DE LOS EJES 
 
 
119. Obtener la ecuación de la curva dada por la ecuación 4x2 + 9y2 = 36, después de sufrir un 


giro de ángulo θ = 600. 
 
 SOLUCIÓN 
 


144 =y21 +  yx  3  10 +x 31    22 ′′ ′′  
 
120. Dando un giro de ángulo θ = 60°°°°, obtener la ecuación de la curva cuya ecuación es: 


0 = 20 +  y8 - x 16 -y 3 + xy  3  2 x  + 22 . 
 
 SOLUCIÓN 
 


( ) ( ) 020y'438x'3484x'2 =+−++−  
 
121. Obtener la ecuación de la curva que tiene por ecuación x2 + 2xy + y2 - 12x - 4y + 20 =0, 


después de tener un giro de θ = 45°°°°. 
 
 SOLUCIÓN 
 


0 = 20 +  y2 4 + x 2 8 -2x       0 = 20 +  y
 2 


8 + x 
 2 


16 -2x   22 ′′′′ ′′  


122. Determinar la ecuación de la curva cuya ecuación es  x2 - y2 - 9 = 0, después de girar en 







GEOMETRÍA ANALÍTICA 


12. PROBLEMARIO 
AUTOR: PROFESOR JESÚS INFANTE MURILLO 
EDICIÓN PARA INTERNET: PROFESOR PABLO FUENTES RAMOS 


12-25 


ángulo de 45°. 
 
 SOLUCIÓN 
 


2x´y´+ 9 = 0 
 
123. Obtener la ecuación de la curva, después de un giro de eje de 120°°°°, cuya ecuación es: 


16y2 - 9x2 = 144 
 


SOLUCIÓN 
 


0 = 576 -11y - yx 3 50 -39x   22 ′′ ′′  
 
124. Transformar la ecuación siguiente mediante una rotación para que desaparezca el 


termino Bxy: 3x2 + 2xy + 3y2 - 8x + 16y = - 30. 
 


SOLUCIÓN 
 


0 = 15 +  y2 6 + x  2  2 +  y+2x 22 ′′′′  
 
125. Transformar la ecuación x2 - 3xy + y2 - 8 = 0 mediante un giro de ejes para que 


desaparezca el termino Bxy. 
 


SOLUCIÓN 
 


5y´2 - x´2 - 16 = 0 
 
126. Dada la ecuación 5x2 + 4xy + 2y2 - 2 = 0, transformarla mediante un giro de ejes para que 


desaparezca el termino Bxy. 
 


SOLUCIÓN 
 


6x´2 + y´2 - 2 = 0 
 
 


ECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO 
 
 
127. Determinar que tipo de cónica representa la ecuación x2 - 2xy + y2 - 8x + 16 = 0. 
 


SOLUCIÓN 
 


Representa a una parábola 
 
128. Determinar que tipo de cónica representa la ecuación: 


0 = 2 +  y2 6 - x 2 2 +y3 + 2xy -x3   22 . 
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SOLUCIÓN 
 


Representa una elipse 
 


129. Determinar que tipo de cónica representa la ecuación: 4x2+24xy+11y2+ 56x- 58y+95 = 0. 
 


SOLUCIÓN 
 


Representa a una hipérbola 
 
130. Dada la ecuación x2 + y2 + 4x + 2y - 3 = 0. Determinar a que tipo de cónica corresponde. 
 


SOLUCIÓN 
 


Representa a una elipse 
 


131. Determinar el tipo de cónica que representa la ecuación: 12y2 - 4x2 + 72y + 16x = - 144. 
 


SOLUCIÓN 
 


Representa a una hipérbola 
 
132. Dada la ecuación x2 - 8y2 = 0. Determinar el tipo de cónica que representa. 
 


SOLUCIÓN 
 


Representa a una hipérbola 
 
 


ECUACIONES PARAMÉTRICA 
 
 
133. Transformar la siguientes ecuaciones paramétricas a la forma rectangular: x = t2 y y = 2t 
 


SOLUCIÓN 
 


y2 = 4x   Parábola 
 
134. Transformar las siguientes ecuaciones paramétricas a rectangulares: x = 2 sen θ        y 


y = 2 csc θ 
 


SOLUCIÓN 
 


xy = 4 
 
135. Transformar las siguientes ecuaciones paramétricas a rectangulares: x = 3 cos θ        y 


y = 1 + sen θ 
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SOLUCIÓN 
 


1 =
1


)1 - (y
9
x   + 


22
   Parábola 


 
136. Transformar las siguientes ecuaciones paramétricas a rectangulares: x = 2 + 3 tan θ 


y y = 1 - 4 sec θ. 
 


SOLUCIÓN 
 


 1 =
9


)1 - (x
16


)1 - (y   - 
22


   Hipérbola 


 
137. Transformar las siguientes ecuaciones paramétricas a la forma rectangular: x = tan θ   y 


y = 2 cotan θ 
 


SOLUCIÓN 
 


xy = 2 
 
138. Transformar la siguiente ecuación rectangular a ecuaciones paramétricas con: x = 2t  


4x2 - 9y2 + 16x - 54y - 101 = 0. 
 


SOLUCIÓN 
 


3
 36 -t 16  = y   2


±   x = 2t 


 
139. Transformar la siguiente ecuación rectangular a sus ecuaciones paramétricas: 


9x2 + 16y2 - 36x - 32y - 92 = 0; con x = 2t 
 


SOLUCIÓN 
 


    t
4
9- 9 = y 2±′   x = 2 t 


 
140. Transformar la siguiente ecuación rectangular a sus ecuaciones paramétricas: 


y2 - x - 2y - 3 = 0 ; con y = t + 1 
 
 


SOLUCIÓN 
 


x = t2 – 4  y = t + 1 
 
141. Transformar la siguiente ecuación rectangular a sus ecuaciones paramétricas: 


x2 = y+ 4; con x = 2t + 2 
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SOLUCIÓN 
 


y = 2t2 + 4t  x = 2t + 2 
 
142. Transformar la siguiente ecuación rectangular a ecuaciones paramétricas: (x-2)2+ y2 = 4; 


con x = 2 ( 1 + cos t) 
 


SOLUCIÓN 
 


y = 2 sen t  x = 2 ( 1 + cos t ) 
 


 
COORDENADAS POLARES 


 
 
143. Determinar la ecuación polar de la curva cuya ecuación es: x2 + y2 - 2x + 2y = 0 
 


SOLUCIÓN 
 


r = 2 ( cos θ - sen θ ) 
 
144. Determinar la ecuación polar de la curva que tiene como ecuación: y2 = 12x 
 


SOLUCIÓN 
 


θsen
θ cos 12= r


 
 2  


 
145. Determinar la ecuación polar de la curva cuya ecuación es: 2x2 + 9y2 = 4 (2x + 1) 
 


SOLUCIÓN 
 


 
   


 = 
θsen 9 + θcos2


1) + θ cos (2r 4
r 22


2  


 
146. Transformar la ecuación 2x - y - 3 = 0 a la forma polar. 
 


SOLUCIÓN 
 


θ sen - θ cos 2
3 = r  


 
147. Determinar la ecuación polar de la curva que tiene la ecuación: x2 + y2 = x + y 
 


SOLUCIÓN 
 


r = sen θ + cos θ 
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148. Escribir la ecuación siguiente en coordenadas rectangulares e identificar la curva. 
r ( 1 - cos θ ) = 4 


 
SOLUCIÓN 


 
y2 = 8 (x + 2)   Representa una parábola 


 


149. Dibujar la curva o lugar geométrico de la ecuación 
θ cos - 1


2
 = r  


 
SOLUCIÓN 


 
La gráfica es una parábola 


 
150. Graficar la siguiente ecuación polar r2 = 2 sen 2 θ 
 


SOLUCIÓN 
 


La curva es una lemniscata  (Curva que es el lugar geométrico de los puntos 
tales que el producto de las distancias a dos 
puntos dados es constante) 


 
 







Nombre de archivo: problemario 
Directorio: C:\Geometria_analitica 
Plantilla: C:\WINDOWS\Application Data\Microsoft\Plantillas\Normal.dot 
Título: GUÍA DE PROBLEMAS PARA LOS EXÁMENES 


DEPARTAMENTALES 
Asunto:  
Autor: Pablo Fuentes Ramos 
Palabras clave:  
Comentarios:  
Fecha de creación: 16/04/02 06:03 P.M. 
Cambio número: 90 
Guardado el: 19/06/02 12:01 P.M. 
Guardado por: Pablo Fuentes Ramos 
Tiempo de edición: 2,664 minutos 
Impreso el: 19/06/02 12:02 P.M. 
Última impresión completa 
 Número de páginas: 29 
 Número de palabras: 5,475 (aprox.) 
 Número de caracteres: 31,213 (aprox.) 


 





		Contenido

		1 Conceptos básicos

		2 Línea recta

		3 Circunferencia

		4 Parábola

		5 Elipse

		6 Hipérbola

		7 Translación paralela de los ejes

		8 Giro de los ejes

		9 Ecuación de segundo grado

		10 Ecuaciones paramétricas

		11 Coordenadas polares



