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INTEGRAL INDEFINIDA


1. Primitivas. Definición. Propiedades.


2. Métodos de integración: inmediatas, sustitución, por partes y de funciones racionales por descomposición en fracciones simples.

· Conceptos de integral  


1. La antiderivada 

Una forma de ver la operación inversa de la derivación, clásicamente, se realiza de la siguiente forma: Encontrar la función f(x) de la cual derivada es conocida. Dada la diferencial de la función df(x) encontrar la función f(x) 




La función que se pide se le conoce como integral  de la diferencial dada y al procedimiento utilizado para encontrar la integral se le conoce como integración. Al igual que el símbolo de derivada,  el símbolo de integración, cuyo operador nos indicara la operación mencionada, ha tenido toda una evolución que fue acompañado de rasgos históricos hasta llegar a símbolo                                             [image: image1.png]Concretamente diremos que [image: image2.png] aunque esta relación no es del todo general es correcta y nos será útil para incursionar el análisis de este concepto. Así por ejemplo podemos tener  f1(x)= 3x  y con ello f1´(x)dx=3dx por lo que  [image: image3.png]pero podemos observar que si la función es f2(x)= 3x+5= f1(x)+5 entonces   f2´(x)dx=3dx por lo que [image: image4.png]podemos entonces pensar que en general  pudimos agregar a f1(x) cualquier constante y tener el mismo diferencial por lo que una expresión mas general a considerar es la siguiente: [image: image5.png]a la constante c que se agrega se le conoce como constante de integración. A la expresión anterior se le conoce como integral indefinida. Retomemos el ejemplo:  
[image: image6.png]que sucede si aplicamos el operador de derivadas en ambos miembros de la expresión: [image: image7.png]lo que hace pensar que al aplicar el operador de derivada al operador de Integración obtenemos la función a integrar. De forma más general tendremos: [image: image8.png]  


Como podemos observar el operador de  derivada en un operador inverso al de integración, hemos concluido esto en base a la expresión anterior. Sin embargo, si el operador de integral antecede al símbolo de derivada la expresión no siempre será cierta, y en ocasiones, no siempre podremos obtener una solución. 

Interpretación Geométrica de la integral definida EL AREA BAJO LA CURVA

INTEGRACIÓN INMEDIATA


Ahora aprendamos a comprobar si una integración es correcta.  Recordemos que si aplicamos la derivada a una integración podemos obtener directamente  


[image: image9.png]

[image: image10.png]comprobemos que la integral siguiente es correcta  


[image: image11.png]derivando el resultado obtenemos  


[image: image12.png]lo cual no ha conducido ha obtener la función original. Este tipo de funciones adquieren un nombre especial. DEFINICIÓN DE FUNCIÓN PRIMITIVA.    Sea [image: image13.png]    se dice que F(x) es una función primitiva de f(x) si se cumple [image: image14.png]por lo que del ejercicio anterior podemos decir que[image: image15.png]  es una función primitiva de [image: image16.png]

Comprobemos la integración


 [image: image17.png]derivando el segundo miembro de la igualdad tenemos:


  


[image: image18.png]lo cual demuestra la integración es correcta. 


  


Podemos realizar la comprobación de otra de las fórmulas de integración que aparecen en las tablas de integrales [image: image19.png]derivando la segunda expresión tendremos: 


[image: image20.png]lo cual directamente nos manda al resultado.  


Nota: Esta es una forma muy fácil de poder comprobar los resultados sin embargo para integrales definidas es importante considerar el teorema fundamental del cálculo  


Hagamos un ejercicio mas, demostremos que[image: image21.png]derivando la segunda expresión tendremos:[image: image22.png]

INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN –CAMBIO DE VARIABLES-

[image: image23][image: image24][image: image25][image: image26][image: image27][image: image28][image: image29][image: image30][image: image31]
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De cada regla de derivación se puede deducir una regla correspondiente de integración. La integración directa es aplicable cuando identificamos la función primitiva de forma inmediata; esto es, cuando conocemos la regla de derivación que al aplicarla nos permite hallar el integrando a partir de la función primitiva.

Ejemplo: 
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Esta propiedad indica que podemos sacar un factor constante de la integral.
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          Efectúe las operaciones de antidiferenciación que se indican, aplicando las propiedades correspondientes en cada caso:
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Integración por partes
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 La fórmula para la "integración por partes", se deduce a partir de la regla de la derivada de un producto de funciones. Veamos:
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          En los ejercicios siguientes efectúe la integral indefinida:
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Integración por sustitución
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En los siguientes ejercicios realice la integral que se indica:
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Integración por sustitución
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En los siguientes ejercicios realice la integral que se indica:
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        VOLUMENES DE SÓLIDOS DE REVOLUCION 
 


Los sólidos de revolución son sólidos que se generan al girar una región plana 
alrededor de un eje. Por ejemplo: el cono es un sólido que resulta al girar un 
triángulo recto alrededor de uno de sus catetos, el cilindro surge al girar un 
rectángulo alrededor de uno de sus lados. 
 


 


 
Calculo de volúmenes 


 
Método del disco. 
 
Si giramos una región del plano alrededor de un 
eje obtenemos un sólido de revolución. El 
volumen de este disco de radio R y de anchura 
ω es: 
 


Volumen del disco =   wR 2π
 
Para ver cómo usar el volumen del disco y para 
calcular el volumen de un sólido de revolución 
general, se hacen n particiones en la grafica.  
 







 
Estas divisiones determinan en el 
sólido n discos cuya suma se 
aproxima al volumen del mismo. 
Teniendo en cuenta que el volumen 
de un disco es , la suma de 
Riemann asociada a la partición, y 
que da un volumen aproximado del 
sólido es: 


wR 2π
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Fórmula del volumen por discos 


 
Por tanto, recordando la definición de integral definida de Riemann se obtiene 
que: 
 


( )∫=
b


a
dxxfV 2)(π  


 
si se toma el eje de revolución verticalmente, se obtiene una fórmula similar:  
 


( )∫=
d


c
dyyfV 2)(π  


 
 
 
Antes de comenzar a esbozar diversos ejemplos de estos 
métodos, estableceremos algunas pautas que les ayudarán  a 
resolver problemas sobre sólidos de revolución. 
 
 
COMO HALLAR  VÓLUMENES POR EL MÉTODO DEL DISCO (O 


ARANDELA) 
 


1. Dibujar la región y trazar sobre esta un segmento que 







sea PERPENDICULAR al eje de rotación. La región al 
hacerla girar alrededor del eje de rotación generará 
una sección transversal típica en forma de disco o 
arandela dependiendo el caso. 


2. Hallar: para el caso del disco el radio principal y 
para el caso de la arandela los radios interno y 
externo.   


3. Establecer los límites de integración. 
4. Por último integrar para hallar el volumen deseado.  


 
 


EJEMPLO 1: La región entre la curva xy = ,   y el 
eje x se gira alrededor del eje x para generar un sólido. 
Hallar su volumen.  


250 ≤≤ x


 
SOLUCION:  Ayudados por la sugerencia anterior 
 


1. TRAZO DE LA REGIÓN Y DE LA SECCIÓN TÍPICA. Abajo se 
muestra la región R pedida: 


 


 
 


  
 


2. EXTRACCIÓN DEL RADIO PRINCIPAL: Es claro que el método 
a utilizar es el método de los discos. Luego, la 
distancia del segmento r (radio principal) es f, es 
decir:  


 


xr = . 
 


3. LIMITES DE INTEGRACIÓN: Estos límites nos lo fueron 


Región que rota alrededor del eje x 







dados en el enunciado del ejemplo: 250 ≤≤ x . 
 


4. FORMULACION DE LA INTEGRAL: Aplicando la expresión 
correspondiente para volúmenes usando el método del 
disco tenemos: 
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 Por tanto el volumen del sólido es 
2


625π
 u3. 


 
 


 
Ejercicio resuelto 2: 
Hallar el volumen generado por el area bajo la curva generada por el segmento 


de recta 3
1 xy +=


, ,  120 ≤≤ x
que gira entorno al eje x. 
 
Solución: primero realicemos las gráficas. 
 







 
Planteamos la integral: 
 
 


El área de cada sección tiene la forma         
2)


3
1()( xxA += π , 


 
Luego el volumen del sólido es 
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EJERCICIOS PROPUESTOS 
 


En los ejercicios 1-3 halla los volúmenes de los sólidos generados al rotar las 
regiones acotadas por las rectas  y las curvas que se dan alrededor del eje x  


1. 
29 xy −= , . 0=y


 


2. xcosy = , 20 /x π≤≤ , 0=x , 0=y . 
 
3. xsecy = , , 0=y 4/x π−= , 4/x π= . 


 
En los ejercicios 4-6 halla el volumen del sólido generado al girar cada región 







alrededor del eje y. 
 


4. La región encerrada por  el triángulo con vértices ,  y . ),( 01 ),( 12 ),( 11
 


5. La región en el primer cuadrante acotada por arriba por la parábola  


, por abajo por el eje x y a la derecha por la recta . 
2xy = 2=x


 


6. La región acotada por arriba por la curva xy =  y por abajo por la recta 
xy = . 


 


7. El disco  gira alrededor de la recta ayx ≤+ 22 bx = , con  para 
generar un sólido en forma de dona  llamado Toro. Halla su volumen. 


ab >


 
8. Halle el volumen del sólido generado al girar la  región  determinada  por 


 y la recta 
22 yyx −= 0=x  alrededor del eje x. 


 
Halla los volúmenes de los sólidos  generados al girar  las regiones alrededor 
de los ejes dados.  
 


9.  La región en el primer cuadrante  acotada por   y  
alrededor de a) el eje x;  b) la recta 


3xy = xy 4=


8=x . 
 


10. La región acotada por xy =  , 2=y , 0=x  alrededor de a) el eje x;  b) el 
eje y;  c) la recta x = 4;  d) la recta y = 2.  


 
 







 


2. METODO DE LA ARANDELA. 
 


Este método consiste en hallar el volumen de un sólido 
generado al girar una región R que se encuentra entre dos 
curvas como se muestra en la siguiente  figura: 
 


 
Sí la región que giramos para formar un sólido  no toca o 
no cruza el eje de rotación, el sólido generado tendrá un 
hueco o agujero. Las secciones transversales que también 
son PERPENDICULARES AL EJE DE ROTACIÓN  son arandelas en 
lugar  de discos. (Es por esto el nombre del método). Lo 
anterior lo podemos apreciar el la figura de abajo. 
 


 
 







Ahora hallemos las dimensiones de la arandela (Radio 
exterior R y radio interior r) usando la figura anterior. 
El radio exterior (radio más grande) lo determina la 


función   y el radio interior (radio más pequeño) lo 
determina la función  . Como en la sección anterior 
(método del disco) hallamos el área de la arandela así: 


f
g


 


 
 


 
Area de la arandela: 


 
22 rRA ππ −=  


 
En la figura anterior, tenemos:  


)(xfR =  y )(xgr =  
 


   Entonces, 
 


22 ))x(g())x(f()x(A ππ −=  
 
Factorizando π , nos queda, 


)))(())((( 22 xgxfA −= π .  


 
 Ahora podemos establecer la siguiente definición: 
 
Definición:  El volumen del sólido generado al girar la 
región R sobre el eje x ( o algún eje  paralelo a él) 
viene dado por: 
 


∫ −=


b


a


dx)))x(g())x(f((V 22π


 
 
Sí el eje de rotación   es el eje y (o un eje paralelo a 
el) tiene una expresión análoga a la anterior. Luego 
podemos ver que 
 


∫ −=


d


c


dy)))y(g())y(f((V 22π


 
  
es una  expresión válida que evalúa el volumen de un 
sólido generado al girar una región R  sobre el eje y (o 


algún eje paralelo a él)  con dyc ≤≤ . 







 
 


 
3. METODO DE LOS CASQUILLOS CILÍNDRICOS.  


 
Ahora vamos a exponer el último método, quizás el mas 
potente en comparación a los dos anteriormente vistos; el 
método de los casquillos cilíndricos (también se le 
denomina método de  capas).  
Antes de trabajar con este método, consideremos la 
siguiente figura: 
 


 
Tenemos pues una región R acotada por una  función f 


continua y  por las rectas ax =  y bx = , y se desea hallar 
el volumen del sólido generado al  girar esta región 
alrededor del eje y. Usando el método de las arandelas, 
tenemos que determinar con la ayuda del segmento trazado 


sobre R, los radios exterior e interior a saber )y(fr =1 y 
)y(fr =2 . ¡Esto era a  lo que queríamos llegar!  Ambos 


radios resultaron ser la misma f. (Hemos supuesto que en f 
se pueda la variable independiente), y por tanto no se 
puede aplicar el método de Arandelas ni mucho menos el 
método del Disco. Luego tenemos que generar una expresión 
que nos permita hallar el volumen de este sólido.  Como el 
segmento trazado era PERPENDICULAR al eje de rotación, 
consideremos ahora ese mismo segmento pero PARALELO al eje 
de rotación (eje y), como se muestra en la siguiente 
figura: 
 







 
  
 
Ahora si giramos R alrededor del eje y, se forma un solido 
como se muestra en la siguiente animación. 
   


Área que gira entorno al eje  y 


 
 
 
Para determinar el volumen del sólido, tomamos un elemento 
con forma  de cilindro (en vez de arandela o disco)  con 
altura h (longitud del segmento) y radio x (distancia del 
segmento al eje y). Este hecho  se muestra en las figuras 
de abajo. 
 


Elemento de volumen tomado 
dentro del área 


 


Cilindro formado por 
el volumen del 


sólido 







 
 


 
 
El procedimiento a seguir ahora es de hallar el volumen de 
este casquillo.   El volumen correspondiente viene dado 
por: 
 


xhxcV ∆= π2  
 


Donde   representa el grosor del casquillo (grosor del 
segmento). 


x∆


 
Ahora que la suma de todos los volúmenes de los casquetes 
cilíndricos tomados del sólido, generan aproximadamente el 
volumen del sólido. 
 


 


 
 
Notemos en la figura que la altura h del cilindro se 







expresa por medio de la función )(xfh = . Por último  si 
integramos  VC con respecto a x  obtenemos una expresión 
matemática aceptable para el volumen de este sólido, a 
saber: 


∫=
b


a


dx)x(fxV π2


 
 
 
Nota: dx también representa el grosor del casquillo.
 
La ecuación anterior es para ejes de rotación verticales. 
Para ejes horizontales, reemplazamos x por y 
 


∫=
d


c


dy)y(fyV π2


 
 


 


Para  y  0≥)y(f dyc ≤≤ . En los siguientes ejemplos 
aplicaremos estas fórmulas  y mostraremos su verdadera 
potencia (ahorro de cálculos). 
 
 
 
EJEMPLO 1: Halla el volumen del sólido generado al girar 
la región acotada por  xy 2= , 2/xy =  y 1=x , alrededor del 
eje y. 
 
SOLUCIÓN: Como vamos a usar el método del casquillo 
cilíndrico, sobre la región R  trazamos un segmento que sea 
PARALELO al eje de rotación, como se muestra en la figura 
de abajo. 
 







 
 
Determinemos ahora el radio y la altura del casquillo.  El 
radio r del casquillo en nuestro caso es x; la altura h del 
casquillo es, como se puede ver en la figura,  


 


2
2 xxh −=


 
 


Refiriéndonos a los límites de integración  son 0=x y 
1=x . Con esta información, podemos decir que el volumen 


del sólido generado  es: 
 


∫=
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2 dxhxV π
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22 dxxxxπ


 


∫=


1


0


232 dxxπ


 
 
π2=  
 


Luego el volumen de este sólido es de π2  u3. 
 
Puede que algunos hayan pensado atacar el ejercicio usando 
arandelas, pero hubiese sido más complicado aplicar este 
método, puesto que hubieran tenido que ¡dividir la región 







en dos partes!  Es por esto que el  uso  del método de 
casquillos cilíndricos se hace más conveniente.     
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