GEOMETRIA ANALITICA

GIRO DE LOS EJES
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Ya tratamos el procedimiento, mediante el cual, con una translacion paralela de ejes,
simplificamos las ecuaciones en particular de las curvas coénicas.

Ahora simplificaremos, presentando un proceso llamado [sfife e R le Y=t e [CYe{eTe] (s [ ET TS,
mediante el cual transformaremos la ecuacién de la forma Ax2+Bxy+Cy’+Dx+Ey+F=0 en

otra que carece del término Bxy, que siempre esta cuando los ejes focales de la parabola,
hipérbola estan inclinados respecto a los ejes de coordenadas.

Cuando en un sistema de coordenadas rectangulares xy consideramos un nuevo par de
ejes x'y" con el mismo origen, y referimos un punto del primer sistema coordenado al segundo,
efectuamos un SII{ReCYCIES.

También en el [o]IfeRe XS existe

una relacion entre las coordenadas de un

punto (x, v) y las coordenadas del mismo Pl
punto (x', y') referido al nuevo sistema de
ejes coordenados; con el objeto de
obtener dicha relacioén, llamaremos @ ala C

magnitud del angulo medido en sentido F
positivo desde la parte positiva del eje x, o [ &
hasta la parte positiva del nuevo eje x',

como se muestra en la figura adjunta.

Segun la figura, considerando el
punto P(x, v), Ox y Oy son los ejes |
originales, en tanto 0x" y Oy son los i &
nuevos ejes, después de haber girado un
angulo ® alrededor del origen.

T
-

0A=x; AP=y
Que son las coordenadas primitivas de P(x, v).

Y que 0B=x' ; BP=y', que son las nuevas coordenadas del mismo punto P.

1. Ecuaciones de giro.
De la figura anterior se observa que: 0A=0C-AC; pero como AC=BD, queda que:
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GEOMETRIA ANALITICA

Ahora en el triangulo rectangulo 0BC de la figura se tiene por definicion trigonométrica que:

0C -

cos P = 0B’ Por tanto depejandoa : 0C=0Bcos® ................ccoooiiiiiiiniiiinn. (3)
BC : .

sen® = 0B Por tanto despejandoa : BC=0Bsen® ...............c.coocvviiiiiiinnne (3)

Por otra parte en el triangulo rectangulo BDP, de la misma figura se tiene también que:

BD —

sen® = 8P’ Por tanto despejandoa : BD=BPsen® ...................c..cocoiiinnn. (4)
DP , __

cos P = 8P’ Por tanto despejandoa : DP =BP cos®..............cccoooiiiinnn. (4°)

Sustituyendo (3) y (4) en (1) y (2), respectivamente tenemos:

0A=0Bcos®-BPsen®

P=0Bsen®+BPcos®

Pero segun la figura:

‘ o

=x'
P=y'

> 9
o >
!x
ED

Por lo que al sustituir en las expresiones anteriores quedan como:

X=X COSD-Y SEND ..o (1
YEX' SENDF Y COSD ..o ()

Que son las ecuaciones de [o]IfeXe[YYEIES, aplicables para cualquier posicion del punto P
y cualquier valor de .

Veremos la aplicacién de estas dos formulas que se usan para simplificar ecuaciones
mediante un JIfeJe[FX[EN, 0 para encontrar las coordenadas de un punto, pasando de un sistema
de coordenadas a otro en que los ejes hayan sido girados en determinado angulo.
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GEOMETRIA ANALITICA
2. Ejercicios

1. Haciendo girar los ejes un angulo de 45°, probar que la ecuacion x?2+x y+y2=1,
representa una elipse.

SOLUCION

1 1
Las ecuaciones de giro, (I) y (Il) son, sabiendo que sen45°=— ; cos45°=——:
V2 V2

Sustituyendo quedan:

X
X =X'cos 45°-y'sen45° = - =
Y A 2

y =x'sen45°+y' cos 45° = X 4 =

Las sustituimos en la ecuacion dada:

(eoy ), (xoy) (xoy), (xey ),
2 2 2

Desarrollando y quitando denominadores:
X'2-2Xy'Hy Pty eyt e2x Yy P22
Simplificando términos semejantes:

3x 2+y 2=2

La ecuacion representa a una elipse.

2. La ecuacion de una conica es: 4x?+4xy+ y2 +20x-40y=0. Aplicar una rotacion
apropiada de los ejes para que en esta ecuacién desaparezca el término rectangular Bxy.

SOLUCION
Aplicamos las ecuaciones de giro:
X=Xx"cos@-y'sen@
y=x'sen@+y' cos @
Que las sustituimos en la ecuacion dada:

4(x'coscp-y'sen(p)2+4(x'coscp-y'sen(p)(x'sencp+y'coscp)+
+ (x'sen(p+y'coscp)2+20(x'coscp-y'sencp)-4O(x'sencp+y'coscp)=0
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Desarrollando:

452 cos’@-8X'Y' senpcosp+4y' 2 sen®+4 x' 2senpcos@+4 X'y cos’ -4 y' 2 SenPcosP- 4xYy sert @+
+x'2sen’ @+2x y'senpcosp+y’ 2 cos> @+20x'cos@-20y' sen®-40x'sen®-40y' cosp=0

Factorizando:

(4cos’@+4senpcos@+sen’®)x' > +(4cos’P-4sen’p-6senpcos)x' y' +

(1)
+(4sen’@-4senpcosP+cosP)y > +(20cosp-40senp)x' -(20sen@+40cos@)y' =0

Para que de esta ecuacion desaparezca el término rectangular, debe ser nulo el
coeficiente respectivo. O sea que:

Igualando a cero tenemos:
4c0s’@-4sen®p-6seng cosp=0
Factorizando:

4(cos’P-5en2@)-3(2SENQP COSP)Z0 .o (2)
Pero se sabe por conocimientos de trigonometria que:

cos’®-sen’@=cos2¢

Y que:

2sen@ cosp=sen22¢

Sustituyendo en (2) estas expresiones:

4cos2¢p-3sen2¢=0
4cos2¢p=3sen2¢

Rearreglando la ecuacién tenemos:

Pero se sabe que:

2 tan ¢

tan2¢=
1-tan’ @

O sea sustituyendo el valor de tan 2¢:

2tang _4
1-tan’@ 3
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Simplificando:

tange _2
1-tan’® 3

Rearreglando la ecuacién y efectuando las operaciones:

3tan@=2-2tan? @
2tan®@+3tan@-2=0

Resolviendo la ecuacion de segundo grado anterior para tan ¢, se obtiene:

-3+/9+16 _-3%5
4 T4

-3+5 1

2

tan @ =

tan @ =

Sabemos que por  definicion

cateto opuesto 1
tang = =—

cateto adyacente 2

Con esto se obtiene segun el triangulo
rectangulo adjunto:

Y por el teorema de Pitagoras, la
hipotenusa es /5 . Porlo que:

sen@= ; COS Q=

1 2
/5 /5
La ecuacion reducida se obtiene

sustituyendo estos valores en la
ecuacion (1):

@156+2+;@x'“%'2+g§y'2+(85-85)X'-(4£+16£)y'=°

Simplificando:
5% 2-20 /5 y'=0
Despejando:

x 2=4./5y

La ecuacion representa a una parabola.

Hallar el EQe[iilee[-W{elE1Ale]g] de ejes necesario para eliminar el término Bxy de la
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GEOMETRIA ANALITICA

ecuacion: 7x2-6-/3 xy+13 y> =16
SOLUCION

Sustituyendo en la ecuacion dada las ecuaciones de FIIgs):

X=X cos@-y seno
y=x'sen@+y' cos®

Obtenemos:

7(X'cosp-y sen(p)2-6J37(x'coscp-y' sen @) (x' sen @ +y' cos @)
+13(x'sen® +y'cosp)® =16

Desarrollando:

(7 x2 cos? @ -14x'y’ sen @ cos ¢ +7y” sen’ @) -
-6-/3x? sen@cos @ +X'y cos?@- X'y sen” @ -y sen ¢ cos @)
+13x”sen’ @ +26 X'y’ sen@cos ¢ +13 y'? cos’ ¢ =16

Simplificando y factorizando.

(7 cos’¢ -6-/3 sen@cos@+13sen?@)x2+
|_12 sen(pcoscp-GJBi(cosch-sen'2 0 )]x’y'+

(7sen?@+6+/3 sen@CcoSP+13c0os% P) Y2 =16 oo

Igualando a cero el coeficiente de x"y” para eliminarlo.
6(2sen@cos®)-6-/3 (cos® -sen’9)=0

Pero se sabe que:
2sen@cos@=sen2¢

Y que:
cos’ @-sen’ 9=c0s2¢

Sustituyendo queda:

63en2(p-6J370032(p=0
65en2(p=6J370032(p
sen2cp=6J37=J3f

cos2¢ 6

Es decir que: tan2¢@ = J3
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Y apoyandonos en el triangulo anterior:

S

tan g0 =—=

0

60
Luego:2¢=60° O <p=7=30°

Por tanto:
sen3Q’ = 1

2
cos 30° = f

Sustituyendo estos valores, la ecuacion (1) se reduce:

égfg-b‘ﬁ%%ﬁiﬁmgg §<'2+§%§+6£%%f%1sggg§y =16

Haciendo operaciones:

5_18 13E|x H? 18 39Ely

04 4 04 4

64

x4 22y =16
R

4
4x?+16y”=16
x2+4y?=4

La ecuacion representa a una [EleEE
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